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微 积 分 是 大 学 数学 教育 中 最 重要 的 基础 课 。 经 过 三 百 多 年 的 
发 展 ， 这 一 课程 的 基本 内 容 已 经 定型 ， 并 且 已 经 有 了 为 数 众多 的 
教材 (其 中 不 乏 优 秀之 作 ) 。 人 但是， 人 们 仍然 感到 微 积分 的 教 和 
学 都 不 是 一 件 容 易 的 事 。 究 其 原因 ， 丽 怕 与 这 门 学 科 本 身 的 历史 
进程 有 关 ， : 

微 积 分 这 座 大 厦 是 从 上 往 下 施工 建造 起 来 的 。 微 积分 诞生 之 
初 就 显示 了 强大 的 威力 ， 解 决 了 许多 过 去 认为 是 商 不 可 柳 的 困难 
问题 ,取得 了 辉 煌 的 胜利 ,创始 微 积 分 的 大 师 们 着 眼 于 发 展 强 用 
的 方法 ， 解 决 各 式 各 样 的 问题。 他 们 没有 米 得 及 为 这 门 新 学 科 建 
立 起 经 得 起 推荐 的 严格 的 理论 基础 。 在 以 后 的 发 展 中 ， 后 继 者 才 
对 逻辑 的 细节 作 了 过 一 的 修补 。 重 建 苛 础 的 细致 工作 当然 是 非常 
重要 的 ， 但 也 给 后 世 的 学 习 者 带 来 了 不 利 的 影响 。 微 积分 本 来 是 
一 件 完整 的 艺术 杰作 ， 现 在 却 被 拆 成 碎片 ， 对 每 一 细部 进行 详尽 
的 、 珊 细 的 考察 。 每 一 细节 都 秀 得 很 清楚 了 ， 完 整 的 艺术 形象 却 
消失 了 、 今 日 的 初学 者 在 很 长 一 段 时 间 里 上 只 见 树 术 椒 见 森 林 。 在 
微 积分 创始 时 期 刺激 了 这 一 学 科 飞 速 发 展 的 评 多 重要 的 应 用 问 
题 ， 今 日 的 官学 者 却 几 平一 无 所 知 。 因 为 这 些 应 用 往往 涉及 到 微 
分 方程 ， 而 微分 方程 则 要 等 待 到 漫长 的 学 究 式 的 考 罕 完成 之 后 再 
到 另 一 门 课程 中 去 学 习 。P.ELaz，5S.Burstein 和 上 .Lax 在 他 们 
合 著 的 《 微 积 分 及 其 应 用 与 计算 》( 有 人 民 教 育 出 版 社 出 找 的 中 译 
本 ) 序 言 中 批评 道 ,“ 传 统 的 课本 很 象 一 个 车 间 的 工具 帐 ， 只 载 明 
这 儿 有 不 同 大 小 的 锤子 ， 那 上 有 锯 子 ， 而 刨 子 则 在 另 一 个 地 方 ， 
只 教 给 学 生 每 种 工具 的 用 法 而 很 少 教学 生 将 这 些 工具 一 起 用 干 构 
造 菜 个 真正 有 党 义 的 东西 ”， 


虽然 越 来 越 多 的 人 认识 产 分 析 教 学 中 的 这 一 缺 鳞 ， 但 要 改变 
这 一 状况 也 并 不 容易 的 ， 因 为 数学 分 析 在 漫长 的 岁月 中 已 形成 一 
个 庞大 的 知识 体系 ， 这 一 发 而 动 全 身 ， 任 何 改 动 都 必须 作 全 局 通 
盘 考 虞 ， 稍 有 蔚 忽 就 难免 珊 此 失 彼 。 

本 局 的 前 身 是 北京 大 学 数学 系 k 数 学 分 析 》 基 础 课 教 学 改革 实 - 
验 讲义 。 改 革 方 案 的 基调 是 ， 强 调 启发 性 ， 强 调 数 党 内 在 的 统一 
人 性， 重视 学 生 能 力 的 培养 。 

我 们 希望 尽 可 能 早 一 点 让 初学 者 对 分 析 的 全 鹃 有 一个 办 的 
印象 ， 尽 可 能 早 一 点 让 初学 者 学 会 用 分 析 的 方法 去 解决 问题 ， 为 
了 达到 这 一 目的 ， 我 们 在 准备 好 基础 之 后 ， 不 白 泥 于 每 一 细节 的 
深入 详尽 的 讨论 ， 也 不 追求 最 一 般 的 条 件 ， 而 是 尽快 地 展示 分 黎 
的 主 可 概念 《导数 、 原 钞 数 、 积 分 、 微 分 方程 》 并 应 用 这 些 概 仿 
去 解决 一 些 重 必 而 有 趣 的 问题 。 等 到 学 生 对 全 貌 有 了 初步 的 印象 
之 后 ， 表 具体 进行 涉及 细节 的 讨论 。 根 据 这 样 的 方案 进行 试验 ， 
学 生 在 第 一 学 期 就 能 掌握 一 元 苦 数 微 积分 的 基本 理论 和 方法 ， 能 
用 初等 的 微分 方程 解 应 用 问题 。 并 能 了 解 历 史上 应 用 答 积 分 的 一 
些 最 著名 的 例子 ， 

虽然 (数学 分 析 3》 课 程 的 基本 内 容 已 经 定型 ， 我 们 仍然 营 试 加 
人 了 一 些 在 理论 上 或 应 用 上 有 重要 意义 ， 经 适当 处 理 之 后 又 能 放 
入 基础 课 的 材料 。 例 如 ， 利 用 微分 形式 的 积分 证 明 著 名 的 Brou- 
wer 不 动 点 定理 ， 利 用 Fourier 级 数 的 封 闲 性 方程 去 解 等 周 问题 ， 
等 等 。 

实数 理论 的 教学 ， 历 来 是 -个 坏 手 的 问题 ， 从 逻辑 顺 序 来 
贷 ， 这 一 部 分 材料 应 该 摆 在 开头 的 地 方 ， 而 初学 者 在 一 开始 时 又 
很 难 接受 这 些 肉 容 。 我 们 考 虚 殖 三 ， 最 后 采取 的 折 襄 方案 是 ， 在 
讲义 中 较 详 细 地 写 出 实数 理论 (不 过 分 学 究 气 ，， 但 在 讲课 时 者 
. 具 扼 要 地 说 明 实数 的 连续 性 。 可 以 基于 学 生 已 有 的 关于 无 尽 小 数 
圾 知识 ， 概 述 一 下 讲义 中 关于 铺 界 上 原理 的 证 明 一 ”主要 是 说 明知 
样 构造 一 个 无 尽 小 数 ， 它 揭 各 不 足 近 似 值 都 是 下 界 。 而 过 剩 近似 
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值 都 不 是 下 界 。 至 于 所 构造 的 数 应 是 集合 的 下 确 界 。 这 一 事实 容 
史 为 学 和 所 接受 讲授 “实数 ”这 一 章 时 ， 其 盏 可 以 咯 去 1 、 

8 2 和 $ 3 的 大 部 分 内 容 ， 只 简要 地 介绍 上 、 下 确 界 的 概念 ， 然 
后 重点 讲解 8 4 与 5 5 。 讲 义 中 的 详细 内 容 可 供 学 生 经 过 一 段 时 
间 的 学 习 之 后 再 回 过 头 来 复习 时 用 ， 那 时 他 们 就 可 以 进一步 理解 
较 细致 的 论述 了 ， 

从 教学 改革 实验 到 最 后 整理 写成 本 书 ， 在 整个 过 程 中 作者 得 
到 了 北京 大 学 数学 系 领 导 与 同事 们 多 方面 的 关心 与 帮助 。 在 此 第 
向 李 忠 、 邓 东 泉 、 鞭 伯 驹 、 方 企 动 、 赦 海龙 等 同志 致谢 。 

美国 加 州 大 学 伯 克 著 分 校 的 项 武义 数 授 关心 祖国 的 教育 事 
业 。 作 者 曾 就 教学 改革 问题 疝 他 请 教 ， 效 益 实 多 。 异 此 机 会 谨 向 
项 先生 表示 豆 心 感谢 ， 


张 就 生 
1988 年 19 月 于 阔 其 大 党 
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符号 说 明 


本 书 所 采用 的 符号 都 是 很 普通 的 。 例 如 

. max{ds der san} 

表示 ai aay…yan 这 下 个 实数 中 最 大 的 一 个 ， 而 
min{airy aer "yan} 

则 表示 这 些 实数 中 景 小 的 一 个 。 又 如 ， 

. Ex] . 
表示 实数 x 的 整数 部 分 ， 也 就 是 不 超过 * 的 最 大 闽 数 。 我 们 丈 以 
符号 

.| |: 

表示 证 明 完 毕 ， 或 者 要 证 之 事 很 显然 ， 不 再 详细 写 出 了 。 英 他 符 
号 将 在 第 一 次 出 现时 予以 说 明 。 
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编 性 映射 

向 是 亿 函数 的 稚 分 

一 般 险 函数 定理 
壕 映 射 定理 


#10 密 元 画 数 的 桥 利 


第 十 三 说 


§1 
§2 
#3 
$4 
#5 
$6 


重 积分 


阁 方 所 上 的 积分 一 一 定 锋 与 性 质 
可 穆 茶 件 . 

性 积分 化 为 黑 次 积分 计算 

车 当 可 测 储 上 的 和 分 

利用 变 元 志 换 计算 重 积分 的 例子 
重 积 分 变 元 替换 定理 的 证 昭 


第 三 册 上 自 录 
第 五 篇 “曲线 、 曲 面 与 微 积分 
第 十 四 章 “微分 学 的 几何 应 用 


51 曲 强 的 切线 与 曲面 的 切 平 面 
2 曲 强 的 曲率 与 挠 宰 。 绅 雷 豪 公式 
$3 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 形式 


第 十 五 章 第 一 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲面 积分 


81 第 一 至 曲线 积分 
#2 曲面 面积 与 第 一 型 曲面 积分 


第 十 六 章 第 二 济 曲 线 积分 与 第 二 型 曲面 积分 


81 第 二 狸 阳 绩 积 分 
§2 册 丁 的 定向 与 第 二 型 则 面积 分 

3 模 林 公式 ， 高 斯 公式 与 斯 括 克 斯 公式 
#4 向 分 形式 

§5 布 旁 尖 尔 不 动 点 定型 

#8 曲 角 积 务 与 路 径 无 美的 条 和 内 

7 恰当 祯 分 方程 与 条 分 因子 


第 二 七 章 ” 场 论 介 绍 


和 1 数量 声 的 六 向 导数 与 祷 嵌 

$2 向 量 场 的 到 量 与 散 座 

$3 方向 旋 基 与 旋 刀 

$4 刀 论 兮 式 举 二 

$5 如 守 场 与 势 画 数 . 
附录 下 交 洞 厂 誉 标 系 中 的 场 论 计算 


六 篇 级 数 与 食 参 变 元 的 积分 


第 二 八 章 数 需 级 数 
#1 棣 说 


3 正 项 级 数 

§3 上 、 下 攻 限 的 应 用 

34 在 意 项 级 数 

$5 绝对 收 俄 颖 数 与 条 媳 收 襄 级 数 的 性 质 
附录 关于 级 数 改 法 欧 进 一 步 讨论 

86 无 穷 积 


第 十 略 章 ” 医 数 序列 与 函数 级 数 


$1 概 说 

$2 一 致 收效 性 

§3 极限 医 数 的 分 析 猎 质 

$4 震 角 数 

降 录 ”二 项 式 级 数 在 临 仇 区 间 端 点 的 侣 若 状 沈 
$5 用 骨 项 式 台 近 连续 函数 


出 录 I 纵 尔 斯 特 拉 斯 吏 近 定理 的 怕 恩 斯 址 证 明 


附录 年 ”斯 通 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定 更 
$6 狠 分 方程 解 的 存在 定理 
§7 两 个 著名 的 全 于 . 


第 二 十 章 ” 博 立 叶 级 数 


$1 概 说 

$2 正 突 画 数 系 ， 贝 塞 尔 不 等 式 

§3 疯 立 叶 级 数 的 逐 点 收 就 性 

3 4 光 方 收敛 性 与 幅 塞 巨 等 式 ,等 周 问题 

35 同期 为 2 的 情 立 时 级 束 ， 弦 的 自由 探 动 
$6 酝 立 时 级 数 的 复 雪 形式 ， 博 立 叶 积分 简介 


第 二 十 一 章 含 参 变 元 的 积分 


#1 和 含 大 变 元 的 常人 六 积分 

$2 关于 一 至 收 敦 尾 的 讨论 

$3 省 套 变 元 的 广 识 积 分 

$4 光束 与 玉 丽 数 . 

$5 省 盆 变 元 交 积 分 与 函数 还 近 问 题 


准 备 知 识 


本 篇 为 课程 的 学 习作 谁 备 ， 先 介绍 一 些 在 数学 中 广泛 采用 的 
术语 和 记号 ， 然 后 介绍 几 个 启发 微 积分 基本 构 念 的 典型 问题 . 


$ 1 集合 与 起 辑 记号 


集合 这 一 概念 描述 如 下 ， 一 个 集合 是 由 确定 的 一 些 对 象 汇集 
的 总 体 ， 组 成 集合 的 这 些 对 象 被 称 为 集合 的 元 素 。 x 是 集合 三 的 
元 素 这 件 事 ， 用 记号 表示 为 
xEE ( 读 作 : * 属于 E); 
y 不 是 集合 巨 的 元 素 这 件 事 记 为 


y 人 上 ( 读 作 ,5 不 属于 E)。 


各 信和 的 任何 天 下 类 全 的 元 天， 那么 我 们 就 记 是 
航 子 集会 

CC 收 ( 读 作 ,; 包含 子 P) 他 
或 者 

2 《 读 作 : 于 包 含 EE)， 
如 果 集 合 己 的 任何 元 素 都 是 集合 碾 的 元 素 并 且 集 合 王 的 任何 元 素 
也 都 是 集合 三 的 元 索 ( 即 忆 CF 并 二 2， 那 那么 我 们 就 说 集合 
七 与 集合 请 相 擎 ， 记 为 

E=F. 
二 放 记 全 人 们 天 来 的 天 全 一 空 信 

会 忆 。 我 们 还 约定 ， 空 集合 引 是 任何 集合 己 的 子 乐 合 ， 昌 


SCE, 


中 有 些 作者 用 符 导 “C” 列 未“ 鼓 包 省” 关系 ， 但 在 现代 数学 文献 中 广泛 采用 
的 是 另 一 种 约定 ，“C?” 束 示 一 航 的 包含 关系 《不 限于 真 包 省 》 。 杯 书 当 用 这 后 一 种 
芍 定 ,这 样 约定 之 所 ， 当 需要 表示 “ 真 包 含 ” 美 系 时 ,反击 要 用 稿 黑 鞠 胸 记号 * 抹 ”， 
担 毕 竞 需 要 这 样 烽 的 储 形 其 很 少 的 ， 没 有 带 求 洛 少 不 方便 ， 


3 


全 体 自 然 数 的 集合 ， 全 体 整 数 的 集 含 ， 金 体 有 理 数 的 集合 ， 
全 体 实 数 的 集合 和 全 体 复数 的 集合 者 是 景 常 肖 到 的 集合 a 
定 分 别 用 空 体 字母 N; ZZ;Q ;RR 和 人心 来 表示 这 些 集合 ， 

人 N 表示 全 体 自 然 数 的 集合 ; 

之 ”表示 全 体 整 数 的 集合 ; 

@ 表示 金 体育 理 数 的 集合 ; 

民 表示 全 体 实数 的 集合 ; 

C 表示 全 体 复 数 的 集合 . 
我 们 这 把 非 负 整 数 、 非 全 有 理 数 和 非 负 实 数 的 集合 分 别 记 为 乙 ,， 
Q; 和 有 民 ;。 显 然 有 
. NOCZTCOQOCRCC 

钉 | . . 
NCZTOQTCR.., 
集合 可 以 通过 罗列 其 元 素 或 者 指出 其 元 素 应 注 足 的 条 件 等 办 
只 来 给 出 。 例 如 : 
{fly 2; 37 45)} 
表示 由 1， 2; 3? 4 5 这 五 个 数字 组 成 移 集 合 ， 而 
{xE RIx>3} 
表示 由 大 于 3 的 实数 组 成 的 集合 . 及 划 |; 2 的 平方 要 的 沁 合 忆 K 
记 为 
{xE RIx*?=2}- 
起 者 
{-w 2,v 2). 
在 本 深 程 中 经 常 要 遇 到 以 下 形式 的 实数 集 的 子 集 : 
闭 区 间 
[ayb]= {xE Rlsxreb)s 
计 区 问 
(ayb) = {xE RIa<reb}y 

在 闭 右 开 区 问 


[ab ={xE 及 ja<x<b 
去 开 在 闭 区 间 
《ayt= {xE 及 1a< xs 中， 
这 里 4,bE 有 Ra<P。 
设 吾 和 下 是 任意 两 个 集合 。 由 的 所 有 元 素 与 十 的 所 有 元 球 
全 在 一 起 利 成 的 集合 称 为 是 这 两 个 集合 的 并 本 ， 记 为 己 UF。 由 


“ ， 王 和 FTF 夫 同 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 是 两 个 集合 的 交 业 , 记 为 也门 


由 属于 EE 但 不 属于 下 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 是 这 两 个 集合 的 差 
业 ， 记 为 己 \F。 

以 下 介绍 几 个 逻辑 符号 。 设 a。 和 是 两 个 判断 。 和 如 果 当 4 成 
站 时 ，B 也 度 一 定 戌 并 , 我 们 就 说 a 能 够 推出 上 8， 或 者 a 浪 含 bh 
记 为 


全 一 > 月， 
例如 

二 人 了 0 
如 果 5 月 并 且 86”a， 我 们 就 说 & 与 有 荨 价 ， 或 者 说 0 与 思 也 为 


充分 必要 条 件 ， 记 为 ac 有 。 例如 ， 对 于 *ER， 我 们 有 
x>0<> 二 >0, 


设 a(x) 是 涉及 xEE 的 一 个 判断 ， 我 们 用 记号 
. 《xXEEBYyCO(X)) 或 者 jxXEB ;a(xry 
表示 “存在 xEE 使 得 &(Cx) 成 立 ”， 术 如 
JnEN :ni dni+d 0, 
设 (区) 是 涉及 xEE 的 一 个 判断 ， 我 们 用 记 寻 
CY xEE) (PC) 
或 者 
Pex)y, YXxEE 
表示 “对 一 切 <E 民 都 有 86Cx) 成 立 ”， 例 如 
CYXER) C0) 


或 者 
x YER, 


$2 范 数 与 映射 


人 们 常 说 ， “变量 y 随 着 变量 * 的 变化 而 变化 ”或 者 “变量 
3 是 变量 x 的 函数 ”。 这 些 说 法 的 确切 含义 是 什么 呢 ? 这 就 是 
说 :变量 x 所 取 的 任何 一 个 确定 的 值 ， 决 定 了 变量 y 的 唯一 确定 
的 仿 。 或 者 说 ， 对 变量 x 的 任何 一 个 值 ， 有 变量 ! 的 唯一 确定 的 
亿 与 之 对 应 。 采 用 集合 论 的 术 语 对 这 些 说 法 作 进一步 的 概括 ， 就 
得 到 映射 的 概念 ， 设 卫生 都 是 集合 。 我 们 把 口 的 元 素 与 的 元 
索 之 间 的 对 应 关系 了 叫 艇 一 个 哑 射 ， 如 果 按 照 这 对 应 关系 ， 对 集 
合 隔 中 的 任何 一 个 元 素 ， 有 和 集合 中 的 唯一 的 一 个 元 素 7 与 之 
对 应 。f 是 从 了 到 了 的 一 个 映射 这 件 事 ， 通 常 记 为 

I: D—>E, 
按照 对 应 关系 ， 由 万 中 的 元 素 所 决定 的 巨 中 的 唯 -元 二 记 
为 f(E)， 有 时 针 ; 我 们 用 记号 5 表示 元 素 之 间 的 对 应 ， 例 如 ， 
设 D= 及 ，E= 民 ， 而 映射 :D> 定义 为 (x) =**， 则 这 映射 
规定 了 元 崇 之 间 这 样 的 对 应 关系 

了 :一 > 

设 了 :D>E 是 一 个 映射 ，4C 叶 D，8BCE， 我 们 把 集合 

fA) = {F000) rE A}CEE) 
叫做 集合 4 经 过 映射 了 的 豪 集 ， 并 把 集合 - 

六 1(B) = {x|f (rx) EB! (CD) 
叫做 集合 吾 关于 映射 了 的 原 条 全。 

如 果 了 于 了 及: 瑟 = 及 ， 那 么 从 厂 猎 忆 的 映射 就 是 通常 的 一 元 中 
数 ， 但 喘 射 的 狂 念 远 比 这 广泛 。 在 以 后 的 学 习 中 ， 将 会 遇 到 更 广 
泛 的 有 里 射 的 例子 。 但 在 开始 的 上 时候， 我 们 主要 关心 的 是 函数 。 

例 1 ” 圆 的 面积 S 是 半径 7 的 函数 : 


宁 到 开 2 
在 这 里 ， 忆 = 及:y 吾 = 及 ， 对 应 关系 由 一 个 代数 运算 式 子 来 表示 。 
例 ? 自由 洲 体 经 过 的 路 程 * 是 时 间 上 的 函数 : 


‘so= L012 
‘5 二 i 


这 里 的 活 数 类 系 也 能 用 一 个 代数 式 子 来 表示 ， 

例 5 有 一 些 函数 关系 具有 “分 展 ” 的 表达 形式 ， 例 如 在 技 
术科 学 中 有 重要 应 用 的 海 维 赛 德 (Herviside) 国 数 ( 又 称 符号 铺 数 》 
可 以 表示 为 


-1， 如 果 ED 

ao-| Os 如 果 上 = 0 

1， ”如果 #0。 

人 葬 4 狱 里 克 菜 (Direchlet) 函数 定义 如 下 : 
Don = (2 如 果 t 是 有 理 数 ， 
和 如果 + 是 无 理 数 ， 


ls 在 自动 记录 气压 计 中 ， 有 一 个 义 束 转动 的 赔 柱 形 记录 
训 。 印 有 坐标 方 格 的 记录 纸 就 亮 在 这 就 上 。 记 录 鼓 每 24 小 时 转动 
一 周 。 气 压 计 指针 的 端点 装 有 一 支 墨水 笔 ， 笔 尖 楼 触 着 记录 纸 。 
这 样 ， 经 过 24 小 时 之 后 ， 取 下 的 记录 纸 上 就 描 夯 了 一 条 曲线 ， 这 
条 曲线 举 示 气压 ?随时 间 t 变化 的 函数 关系 . 

例 6 设 D-= N,E= R., 一 个 上 映射. 

IT 一 及 
二 自 瞪 玫 汪 号 的 “ 审 实 煞 

= x = f2) ,oy Kn= fe 

这 样 的 一 个 喘 身 丰 才 说 这 检 的 以 自然数 编号 的 一 冲 实 表 (x 
被 称 为 实数 序列 。 

设 D>E 是 一 个 映射 ,9:G> 也 是 一 个 肌 射 如 此 
f(D)cCO， 那 么 从 了 ED 开始 ， 相 继 经 过 / 和 9 的 作用 ， 就 得 到 
gf ie))。 这 样 的 对 应 关系 


E> a )) 
出 是 一 个 映射 我 们 把 这 映射 称 为 9 与 了 的 复合 ， 记 为 9。f。 简 
言 之 : 映射 8 与 映射 于 的 复合 定妆 为 
yo 了: 站 一 一 万 ， 
-Fe 
例 ? 设 fiR 一 RR 定 艾 为 1(x) =x"， 则 有 
feof = ON = CY "= 
例 8 ”考察 函数 fx) =x? 和 g(x) = sin x。 我 们 有 
ge fC) =sin x2， gx) = sin? x, 
一 般 说 来 ， 对 于 映射 了 + 和 59， 两 种 顺序 的 复合 映射 9c 了 和 
了 。g 不 一 定 都 有 定义 ， 即 使 有 定义 也 不 一 定 相 同 。 让 我 们 再 看 两 
个 例子 。 
， 例 9 考 手 冰 数 f(x) = VI -x 和 g(x) = x?*+10。 我 们 看 到 ， 
了 2。 对 x* 委 1 有 定 光 ， 而 了。9 却 设 有 定 必 。 
例 10 考察 函数 六 xz) = zx 条 lgCxz) =x+ 2。 这 两 个 储 数 都 在 整 
个 数 办 及 上 有 定 兴 ， 因 而 8。F 和 了 。59 也 都 在 了 上 有 定 浆 ， 悍 我 
们 有 : 
go F(x) = xz+ 2， 
f° gx) = 《7 十 2 一 2 二 4 二 全。 


$ 3 连 加 符号 史 与 连 乘 符号 了 
在 数学 中 ， 常 遇 到 一 连 串 的 数 相 加 或 者 一 连 串 的 数 相 乘 ， 例 


如 1+2+*… 二 或 者 三 (mr 一 了 wm 一 万 + 1) 铮 。 为 简便 起 见 ， 人 
们 引信 连 加 符号 之 与 连 乘 符号 IT 


= 1 


[Tx = Ya 人 


和 = 


这 里 的 指标 i 仅仅 用 以 表示 求 和 或 求 乘积 的 范围 ， 把 i 换 成 别 的 
符号 了 ,无 等 ， 也 仍然 表示 同一 和 或 同一 乘积 ， 例 如 


下 一 


网 . 点 
DD) rit rat ts = Dx 
=1 


上 和 量 
| | EE = Tn 二 | | Fs 
t=1 


人 们 通常 把 这 样 的 指标 称 为 “ 旺 指 标 ”， 
”我 们 举 见 个 例子 说 明 连 加 符号 之 与 连 滋 符号 工 的 应 用 。 
例 1 阶乘 ml 的 定义 可 以 写成 


例 2 二 项 式 定理 可 以 表示 为 


一 0 
这 里 
= ID -ES 
四 天 -Dr 
例 3 Dt 
1 入 大 


例 4 我 们 来 计算 > (CE - (K-41?). 


这 和 式 表 示 
(17— On + CTD +t Cn Cn), 
六 而 


Dw- (K-11) =n?, 
入 的 运 入 满足 交换 律 、 结合 律 以 及 ( 浅 法 对 加 法 的 ) 分 配 律 . | 


据 此 我 们 得 到 以 下 的 运算 法 则 : 
Sai+ by} = tat EY + + art bn) 
#1l 


= Ca 二 wt nn) + hit + bn) 


一 Gt Do 


=1 


SN ACD = Acit er + hen = ACCL+ + On) 


£1 
= 3 


1 


例 5 ”我们 有 恒等式 。 z 
Kk- 1):=2k-1. 
对 于 = 1,2,…,n， 将 相应 的 拍 等 式 加 起 来 ， 我 们 得 到 


2) ~ CK- 1 =2 DE- D1, 


| 
P2=2 > Kk-n, 


下 一 了 


Dk 
我 们 得 到 了 效 悉 的 公式 . 
TOT 1 
1t2t*m tn 
例 6 和 由 恒等式 
kt— Ck— 1) = 3 kt 1 
可 得 
了 让 


> ee- (KE 1)) = 3 >- 3 Yr Yl 


i=1 $1 


n= ;> 大 2 一 (入 + 


= 。 1 1 1 ntn+1)C2n+ 1 
Wp 人 一 一 
Ca" tn +6" 6 *. 
类 似 地 ， 由 得 等 式 
k’— Ck- 1)t= I th + AE- 1 
可 得 
SK Ck 1) 
#=1 
-SS Vl, 
-i 此 = 此 对 -1 


但 
4 二 4 > ks— {9 十 3 TY + ?Cnn 一 了 
下 -1 


nt lint dln? 3 )， 
De= 人 ta =-( 3 ， 


采用 类 似 的 推理 方式 ， 利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 以 下 结论 ， 
Sik? 可 以 天 示 成 n 的 p+1 次 多 项 式 ， 黄 最 高 项 系数 为 


i=—1 


1 。 
+7， 常数 项 为 9， 即 


py = Sin TOCmY + Co 十 + op, 
对 于 给 定 的 P，. 上 面 公式 中 的 系数 01,… ,cs 当然 都 可 以 具 
笨 算 出 。 我 们 这 里 不 再 作 深入 的 讨论 了 。 
11 


$4 面积、 路 程 导 功 的 计算 


我 们 已 经 会 求 直 线形 和 圆 的 面积 。 为 了 计算 更 一 般 的 曲线 图 
形 的 面积 ， 需 要 寻求 更 有 效 的 方法 。 

先 来 看 一 个 具体 的 重子， 设 有 这 样 一 个 曲线 图 形 ， 它 由 曲线 
y=x?，OX 轴 和 直线 * = 转 成 ， 我 们 来 求 这 图 形 的 面积 ( 略 
0-1), 


图 0-1 


我 们 把 OX 加 上 的 闭 区 间 [0,8] 分 成 nr 等 分 ， 其 中 第 个 等 分 是 
kK—1, 大 
上 3. 


好 


煌 应 地 把 上 述 曲 线 图 形 分 成 个 锋 宽 的 条 形 


一 芽 
lreks, OJ, 区 = 4 


每 一 条 形 的 面积 Sx 介 于 二 抑 形 条 的 面积 之 问 : 
12 


一 1 AN 4b kr 8 
(5.) " <Sr< (ws) "7 
因而 所 求 的 曲线 罚 形 的 面积 8 应 该 介 于 以 下 两 个 和 数 之 间 ， 
= /下 一 1 YY 
(a) ER < 元 。 
» 2 /下 一 1 FE 下 
我 们 可 以 把 拢 形 条 面积 之 和 (二 5) 与 (nt) 二 当 作 井 
线 图 形 面 积 $ 的 近似 值 。 所 分 成 的 矩形 条 越 细 ， 这 样 的 近似 值 的 
和 确 应 让 相识 事实 本 人 
前 k, - 时 ， 


prtl 1 
pe T 十 如; 至 > 二 tcpn) 


1 他 Cn 
= ET 十 机 二 “+ 党 )， 


3 2 


天 一 1 下 一 1 
br+i 1 cil 下 
PTTI 四 ni 


当 nn 无限 增 大 对 ， 上 面 两 个 和 数 趋 于 共同 的 极限 值 2 一 
”的 轰 限 值 应 该 看 作 所 求 的 面积 ， 这 样 ， 我 们 求 得 
2 = p+ 本 


I， 这 共同 


时 +1 
b 申 


再 来 看 一 般 的 情形 。 设 函数 y= f(*) 在 团 区 间 [a， 了 3] 上 有 定 
义 并 且 非 负 “ 即 只 了 到 大 于 或 等 于 0 的 值 》。 曲 线 y=1 了 (xX) 与 直线 
x=4,x=b,y=0 围 成 一 个 图 形 ， 我 们 来 求 这 个 曲线 图 形 的 面积 
Ss 。 为 此 ， 用 一 趾 分 点 
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R= XX 二 
把 用 区 间 [a,8] 分 成 4 段 ,相应 地 把 上 述 曲 线 图 形 分 成 个 条 形 ， 
其 中 第 了 个 条 形 为 
XXX OIEFC), 
在 闲 区 间 [x;_1,xjJ 上 任 取 一 点 #;， 我 们 把 高 为 站 7)， 底 长 为 
Axi= x 一 *f-1 的 算 形 条 的 面积 ， 当 作 则 线 图 形 的 第 7 个 条 形 的 
面积 的 近似 值 . 这 样 得 到 上 巾 钱 图 形 面 积 的 近似 值 . 


人 CE 门人 xy 
了 一 1 


以 后 将 证 明 ， 对 于 相当 著 遍 的 国 数 了 ， 当 分 割 的 条 形 越 来 越 窜 
时 ， 上 述 和 式 有 确定 的 极限 。 这 极限 应 当 视 为 所 求 上 由 线 图形 的 面 
. 积 ， 

我 们 还 可 以 讨论 更 一 般 的 情形 。 设 y= f(x) 是 在 闭 区 闻 [a， 
bj 上 有 定义 的 函数 不 一 定 非 负 ) ， 考 察 由 直线 x =4,x=b,y= 浊 
与 曲线 y= 了 f(x) 所 国 图 形 的 面积 。 我 们 约定 ， 对 于 函数 f 取 负 值 
的 部 分 ， 曲 线 上 = 了 (Xx) 与 OX 轴 所 夹 的 面积 为 负 值 (图 0~2)。 这 


图 0-2 
样 ， 我 们 仍 能 把 所 述 图 形 的 面积 竟 近 似 值 表示 为 


DS FEDAxI, 
1=1 


对 于 相当 普遍 的 函数 f ， 当 分 市 的 条 形 越 来 越 罕 时 ， 上 述 和 式 有 


殉 定 的 极限 。 这 极限 应 当 视 为 所 述 曲线 图 形 的 面积 的 代数 值 。 
再 来 看 一 些 到 自 物 理学 的 例 记 。 
设 物 体 作 变 速 直 线 运 动 ， 其 速度 v 是 时 间 计 的 羡 数 
v= ft), 
我 们 来 计算 这 物体 从 时 刻 a 到 时 刻 + 经 过 的 路 程 。 为 此 ， 用 一 串 
分 点 
| A=tt tn = 
把 这 段 时 间 分 成 小段. 在 第 7 段 时 间 中 物体 通过 的 路 程 可 以 认 
为 近似 等 于 
fC A 
这 里 号 是 [it 中 的 一 个 时 刻 ，Abi = 与 -5 于是， 从 上 时刻 
a 到 时 刻 2 物体 通过 的 路 程 近 似 等 于 


Cr 站 At 


.i=1 
益 所 分 割 的 时 间 问 隔 越 来 越 短 时 ，. 上 上 述 和 式 的 极限 值 即 为 物体 从 
时 刻 a 到 有 时刻 5 通过 的 路 程 ， 

二 一 取 自 物理 学 的 问题 是 求 变 力 所 微 的 功 。 设 物体 mm 受 到 一 
个 向 0X 轴 方 向 的 力 了 的 作用 ， 它 沿 这 加 从 a 点 运动 到 5 点。 如 
果 力 下 随 着 * 而 改变 ， 即 
. f= f(x), 

我 们 来 求 站 对 这 物体 记 所 做 的 功 。 为 此 ，、 在 a 和 5 之 间 插 入 一 串 
分 点 
= XA Xn = 
设 纪 是 [#7_1,xj] 上 任意 一 点 ， 而 XI = XX 一 Xj_ 1， 在 路 程 [x1_,， 
xi 上 把 力 工 = 1 (9 近似 地 看 成 常 力 fC 让， 则 在 这 段 上 为 所 做 
网 功 近 似 地 等 于 
EI AxI, 
变 力 了 = f(x) 在 整 段 路 程 [a,5]j 上 所 微 的 功 近 似 地 等 于 
15 


DF ED Ax. 
jt 


- 当 记 分 割 的 路 程 间 申 越 来 越 小 时 ，. 上 述 和 式 的 极限 值 邵 为 变 力 
下 = 上 xz) 所 慌 的 功 丈 。 

在 上 面 列举 的 例子 中 ， 来 源 不 同 的 几 个 问题 都 本 以 用 类 似 的 
方法 讨论 。 还 可 以 举 出 更 多 的 俩 子 ， 所 涉及 的 问题 归结 为 如 下 形 
式 的 和 数 的 极限 


2 1 ED Ar, 


当 分 割 无 限 加 细 的 上 时候， 上 述 和 数 的 极限 全 称 为 是 函数 f(x) 的 各 
分 ， 记 为 
| rcoar。 


其 中 a,b 天 示 和 数 展 布 的 区 疝 ， 积 分 号 ( 拉 长 了 的 > )》 表示 求 
和 求 极限 的 过 程 ， 耐 jz?dx 表示 求 和 各 项 的 形状 ， 如 果 把 Axi， 
Axa wxa 中 最 大 的 一 个 记 为 
AKCj, 
那么 我 们 就 可 以 写 
| Acepar= lim .DEDAs. 


攻关 站 不 让 一 自 了 
早 在 公元 前 三 世纪 ,上 古 希 脐 时 代 的 著名 学 者 阿 基 米 德 (Archi~ 
medes) 就 已 经 会 计算 曲线 狠 形 


QExX, OCSyr? 


的 面积 。 但 他 的 方法 {所谓 :穷竭 法") 陈述 起 来 并 不 那么 莘 单 清 
楚 ， 所 以 在 很 长 的 一 篡 时 间 里 没有 被 人 们 普遍 接受 。 直 到 两 千年 
以 后 ， 告 顿 {Newton) 和 菜 布 尼 兹 (Leibnitz) 创 立 了 微 积 分 学 ， 畦 
划 是 把 积分 欧 计 算 与 微分 联系 起 末 ， 人 们 才 有 了 统一 地 解决 多 种 
多 样 的 癌 题 的 简单 而 有 效 的 工具 。 
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$5 切线 、 速 度 与 变化 率 


初等 几何 课程 已 经 告诉 我 们 如 何 作 加 的 切线 。 但 那 作法 依 环 
于 阁 的 特殊 几何 性 质 ， 并 没有 提示 作 一 般 册 线 的 切线 的 方法 。 初 
等 儿 何 着 眼 于 具体 地 研究 每 一 等 殊 图 形 的 性 质 。 高 等 数学 却 致力 
于 寻求 普遍 地 解决 问题 的 方法 。 为 比 ， 首 先 引 进 坐 标 把 几何 问题 
“代数 化 "。 
考察 如 下 的 典型 问题 。 设 y= fKz) 是 在 Ca, 的 上 有 定义 的 国 
数 ， 它 表示 OXY 些 标 系 中 的 一 篡 曲线， 我 们 希望 过 有 曲线 y= (x) 
《xE ra 的) 上 上 的 一 点 Polxo ,f(xo)), 作 这 申 线 的 切线 (图 0-3) ,为 
此 ， 考 虑 曲线 上 的 另 一 点 了 (Cx,f Cx))。 过 这 两 点 可 以 作 一 条 直 . 
线 一 -曲线 的 割 线 一 PoP， 其 斜率 为 . 
{0 FO) 


图 人 必 -3 


当 点 了 沿 着 曲线 变动 时 ， 割 线 PoP 的 方位 也 随 着 变动， 当 了 元 
限 接 近 于 Ps 时 ， 割 线 PoP 的 极限 位 置 就 应 该 是 曲线 过 Po 点 的 坊 
线 。 在 以 后 的 课程 中 ， 我 们 将 看 到 ， 对 于 相当 普遍 的 落 数 (包括 
我 们 在 中 学 学 过 的 所 有 的 初等 函数 )， 当 卫 趋 于 Po 时 ， 制 线 PsP 
确实 有 一 个 航 限 位 置 。 这 就 是 说 ， 可 以 作曲 线 过 Po 点 的 切线 ， 
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其 斜率 为 
fF 《xn -mn 0 ~ Lo 


我 们 把 差 商 Le 109 向 (xzo 称 为 导数 或 微 商 ， 


我 们 再 来 看 一 个 属于 运动 学 的 问题 ， 设 物体 沿 0X 轴 运 动 ， 
其 位 置 * 是 了 时间 的 国 煞 
x= (CD, 
如 里 运动 比较 均 句 ， 那 么 我 们 可 以 用 平 雹 速度 反 映 其 快慢 ， 在 
[t,ts 这 一 段 时 间 里 的 平均 速度 定义 为 


f tt) 一 ft) 
fo—t! ” 


如果 巾 体 的 和 运动 很 不 均匀 ， 秋 人 么 平均 速 诬 就 不 能 很 好 地 反映 物体 
运动 的 状况 ， 几 须 代 之 以 在 每 一 时 刻 加 的 用 时 速 彰 2t0。 为 了 
计算 用 时 速度 ， 我 们 取 越 来 越 得 的 时 间 间 隔 [5, 幻 ， 以 平均 速度 
5 it 作为 瞬时 速度 2 的 近似 值 。 证 上 赵 于 加 ， 平 均 速 座 
9 90 的 极 跟 即 为 物体 在 时 乾 吕 的 瞬时 速度 . 

"Co = im 和 = f(t0), 


节 [tiria] 一 


与 切线 问题 一 样 ， 我 们 又 过 到 了 差 高 下 守 瑟 人 -的 极限 一 导 


数 { 或 第 商 》f7' (io)，, 
速 旗 问 题 只 是 更 -- 般 的 变化 率 问 题 的 一 个 例子 。 人 恨 设 有 一 个 
随时 间 变 化 的 其 x = 了 (DD。 我 们 把 差 商 
fte) ~ ft:) 
ft, - 
称 为 是 这 个 量 从 时 刻 到 有 时刻 ts 的 平均 变化 率 。 当 量 x= (站 变 
化 比较 均 句 时 ,平均 变化 率 反 映 了 宇 变 化 的 快慢 。 如 果 其 x = (4) 
的 变化 很 不 均匀 ， 就 斋 要 用 腾 时 变化 康 米 拉 述 这 个 量 在 各 个 不 同 
对 刻 的 变化 状 襄 。 取 接近 时 刻 h 的 一 小 段 时 间 ， 湛 罕 这 段 时 阿 
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内 的 平均 变化 率 。 当 上 赵 于 如 时 这 平均 变化 率 的 极限 就 是 量 * = 
f (在 时 刻 加 的 用 时 变化 率 ， 
7 a fo) 
f’ (to) = 上 Te 
例 1 设 从 时 刻 0 到 时 刻 ! 通过 导线 截面 的 电 晤 是 9 = 了 0)。 
电量 的 平均 变化 率 就 是 平均 电流 强度 
f(t) fi) 
to 一 ta " 
而 电量 的 瞬时 变化 率 则 表示 在 时 刻 t 的 瞬时 电流 强度 


T(t = Ff’ Ct oy 一 i AC kA 
tt—t 


Tit,s sig] 二 


例 2 设 容器 内 有 某 种 放射 性 元素 ， 其 质量 二 随 着 时 间 t 而 
变化 ， 庙 = 了 (。 因 为 放射 性 元 素 衰 变 的 了 时候 质 量 不 断 减少 ， 所 
以 质量 的 平均 变化 率 总 是 负数 ， 

Ft) 一 02 0 
bo 一 二) 
这 平均 变化 率 的 绝对 值 被 称 为 平均 训 变 训 度 。 质 量 的 性 时 安 化 率 
也 是 负数 : 


f= tio HL <， 
这 皮 时 变化 率 的 绝对 值 被 称 为 瞬时 毫 变速 度 。 
上 面 考 察 的 几 个 问题 ， 涉 及 到 几何 学 、 为 学 、 电 学 和 物质 该 
射 性 。 而 在 这 些 问 题 中 都 出 现 了 差 商 的 极限 一 一 导数 ; 
Ff’ {x0) = lim = 0, 
由 此 看 来 ， 对 这 样 的 极限 进行 研究 很 有 必要 ， 关 于 导数 的 计算 ， 
已 经 发 展 了 一 套 行 之 有 效 的 方法 一 -微分 法 ， 这 将 是 我 们 进一步 
学 习 的 重要 内 容 ， 
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分 析 基 和 础 


徽 积 分 创始 于 十 七 世纪 后 半期 。 创立 微 积分 的 大 师 们 着 眼 于 
发 展 强 有 力 的 方法 ， 他 们 虽然 解决 了 许多 过 去 认为 是 高 不 可 元 的 
困难 问题 ， 孝 未 部 为 自己 的 方法 提供 逻辑 上 无 懈 可 击 的 理论 说 
月 ， 这 引起 了 人 们 长 太一 个 多 世纪 的 争论 与 误解 。 直 到 十 九 刀 纪 
知 ， 柯 西 (Cauchy) 才 以 极限 理论 为 微 积分 商定 了 坚实 的 基础 。 
叉 过 了 半 个 世纪 以 后 ， 康 托 CCantor) 和 戴 德 金 (Dedekind) 等 人 经 
过 镇 窗 的 审查 才 发 现 ， 极 限 理论 的 茶 些 基本 原理 ， 实 际 上 依赖 于 
实数 系 的 一 个 非常 重要 的 性 质 一 一 连续 性 。 本章 的 重点 是 实数 系 
的 连续 和 性。 希望 读者 能 紧 紧 抓 住 问 题 的 关键 ， 领 会 精神 而 不 过 分 
拘泥 于 细节 。 


1 实数 的 无 尽 小 数 表示 与 顺序 


在 初等 数学 课程 里 ， 我 们 已 经 熟悉 了 有 尽 小 数 ， 会 做 有 尽 小 . 
数 的 加 减法 和 乘法 运 第 。 我 们 还 知道 ， 任 何 有 理 数 都 可 以 表示 为 
无 尽 循 坯 小 数 ( 有 尽 小 数 看 成 后 面 接 有 一 囊 0 的 无 尽 循 环 小 数 ). 
在 此 基础 上 ， 我 们 进一步 引信 无 尽 不 循环 小 数 以 表示 无 理 数 。 这 
样 ， 一 般 地 以 无 尽 小 数 表 示 实 数 。 以 这 种 村 环 的 理解 为 背景 ， 我 
们 来 考察 实数 的 顺序 ， 讨 论 实 数 系 的 连续 性 问题 ， 并 定义 实数 的 


”运算 。 


无 尽 小 数 ”形状 如 

四 士 20.Qiaareaaee 

这 样 的 表示 被 称 为 无 鼠 小 雪 ， 这 里 fp i 而 如 十， 全 全 人 1 i 
让 的 每 一 个 都 是 0,1，… ,9 这 些 数字 之 一 。 形 状 如 + an.aias…ane 
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的 无 尽 小 数 常常 简单 地 写 为 ae,eiar* 。 我 们 还 的 定 : 如 象 
主 d0 ,000 .这 样 的 无 由 小 数 可 以 写成 十 ao,aidz…dmi 
并 可 称 为 有 尽 小 数 。 

等 同 关 腔 我 们 铭 无 尽 小 数 现 定 邵 下 的 等 同 关 系 (E) 和 


CBE); 
(E,) 0 00000 = + 0000, 
CE,) bo blebpdI de 
= +bo.bine tbpt 1)000% 
“其 中 bp 之 9)。 


邵 同 (E 少 和 (上 上,) 两 式 中 等 号 左边 那样 的 无 尽 小 数 被 称 为 非 杭 范 小 
数 ， 其 他 的 无 尽 小 数 都 称 为 规 东 小数。 所 规定 的 等 同 关系 将 每 一 
个 非 规范 小 数 等 同 于 一 个 与 它 相对 应 的 规范 小 数 。 

实数 ”在 所 有 的 和 无尽 小 数 中 ， 把 每 两 个 彼此 等 同 的 无 忌 小 数 
视 为 同一 个 数 ， 这 样 就 得 到 了 实数 。 于 是 ， 每 一 个 实数 都 具有 叭 
一 的 规范 小 数 表 示 ， 规 范 表示 为 + au,alas… 的 实数 被 称 为 非 员 实 
数 ， 其 中 规范 表示 为 +0.00… 的 实数 记 为 0。 规 范 玫 示 为 
-bo,5baw 的 实数 被 称 为 贡 实 数 。 

相反 数 两 个 非 0 实数 ， 如 果 它 们 的 规范 小 数 表 示 的 各 位 数 
字 分 别 相同 ， 但 符号 正好 相反 ， 那 么 我 们 就 说 这 两 实数 互 为 相反 
数 。 0 的 相反 数 就 规定 为 4 自己。 实数 x 的 相反 数 通 常 记 为 一 *， 

实数 的 顺序 ”我 们 陈述 比较 两 实数 大 小 的 规则 如 下 ; 

情形 1 ”两 实数 都 是 非 负 实数 。 对 于 规范 表示 的 两 个 非 负 实 
车 2=a0.ddsmanen 和 b= bo, pop 我 们 逐 位 比较 它们 瞧 
各 位 数字 。 如 果 
ao=Po, me, Gp_1=bp_1, Gp bpy 
那么 我 们 就 说 4 大 于 8; 

情形 2 两 实数 都 是 负 实 数 寺 于 规 光 示 的 两 个 负 实 雪 
= -00002000n0m 和 一 4 = 一 CEidovoodo 区 二 

sa “oe, Og-1= gi, 2 
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那么 我 们 就 说 -e 大 于 -路 

情形 3 ”两 实数 之 一 是 非 负 实数 ， 另 一 个 是 负 实 数 ， 对 这 情 
形 ， 我 们 规定 尾 何 非 久 实数 大 于 任何 负 实 数 。 

如 果实 数 x 大 于 实数 了 ， 那 么 我 们 就 说 实数 了 小 于 实数 x。 
-如果 两 实数 有 相同 的 规范 小 数 玫 示 , 那 么 我 们 就 说 这 两 实数 租车 。 

用 上 述 方式 ， 我 们 在 实数 中 定 区 了 大 于 “> "”， 小 于 《< 和 
仁 于 “=” 等 关系 。 这 样 定义 的 顺序 关系 上 其 有 “三 上 读 性 ”和 “ 传 
递 性 ”. 

三 玻 性 对 任意 两 个 实数 as 和 口 ， 必 有 以 下 三 种 情形 之 一 出 
o>b,a=b 或 者 a<b, 

传递 性 ”如果 >3,5>0, 那 么 o>e. 

我 们 约定 ， 用 记号 4 守 了 天 示 “4 之 了 或 者 4 = b”, 用 记号 

4a 二 表示 “aa 所 六 或 者 aa = 了 2 。 

有 峡 小 数 在 实数 采 中 处 处 稠密 下面 的 定理 指出 ， 在 任意 两 
个 不 相等 的 实数 之 间 还 可 以 再 插 进 一 个 有 尽 小 数 。 这 一 重要 结论 
说 明 丁 有 尽 小 数 在 实数 系 中 的 黎 密 性 。 

定理 设 s 和 ?是 实数 ，a<5。 则 存在 有 尽 小 数 p ， 满 足 

[和 : 

证 明 如 果 a<0<b, 那么 6=0 就 合乎 要 求 。 因 此 只 须 考 赛 
0<a<b 或 者 4<b0 的 情形 ， 我 们 只 对 0 所 a<<2 的 情 形 写 出 证 
关 。 对 另 一 情形 的 讨论 留 给 读者 作为 练习 。 

谈 4 和 上 的 规范 小 数 表示 为 

da=a0.arte = bho, 
因为 a<5， 记 以 存在 PE 台 ;,， 使 得 
Go 下， On2y = bp, GAp by, 
区 因为 0 ,01.0，… 是 规范 小 数 ， 所 以 存在 9>>p， 使 得 
ar < 


现 


时 


我 们 取 
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C=a0,.900p "dg 1 ta +t 1)000., 
于 是 ，2 大 有 尽 小 数 ， 它 满足 
a<e<b, L 
实数 鸥 绚 对 信 ”实数 x 的 绝对 值 |x| 定 闵 如 下 : 
: x x， 如 果 x 是 非 负 实数 ， 
-x， 如 果 x 是 负 实 数 ， 


$2 实数 系 的 连续 性 


甘于 实数 系 的 连续 性 ， 有 若干 种 相互 等 价 的 描述 办 法 ， 本 节 
将 村 介绍 的 “ 确 界 原理 ”， 就 是 其 中 便于 运用 的 一 种 陈述 方式 。 
通过 在 以 后 各 章 中 的 运用 ， 读 者 将 会 逐渐 加 深 对 这 一 原理 的 理 
解 。 

先 来 介绍 有 关 的 术语 。 

上 界 与 下 界 ， 有 界 集 设 ECR, EE 大 作 ， 如 果 存 在 LER， 
使 得 

YE 了， YerE, 


那么 我 们 就 说 集合 EB 有 上 界 ， 并 且说 工 是 集合 EE 的 一 个 上 界 。 如 
果 存 在 LE 及 ， 使 得 
x 


那么 我 们 就 说 集合 E 有 有 下 界 ， 并 且说 ! 是 集合 的 一 个 下 卉 。 如 
时 一 个 集合 有 上 界 并 且 也 有 下 界 ， 那 么 我 们 就 说 这 集合 有 卉 ， 或 
者 说 这 集 含 是 月 收集 。 

如 果 拭 是 集合 己 的 上 界 ， 上 :> 二 ， 那 么 六 也 是 集合 三 的 一 个 
上 界 。 因 此 ， 一 个 有 上 界 的 集合 ,不 可 能 有 最 大 的 上 界 。 下 面 ， 
我 们 来 考察 一 个 意义 十 分 重 大 的 问题 ， 非 空 而 有 .上 办 的 实 数 集 
合 ， 是 否 总 有 一 个 最 小 的 上 界 ? 这 种 “最 小 的 上 界 ”， 通 敬称 为 
上 确 千 ， 
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上 确 界 设 E 是 实数 的 非 空 集合 ， 即 谨 ECR,E 寺 必 。 和 如果 
存在 一 个 实数 MM， 满足 下 面 的 条 件 (i 3 和 (0， 那 么 我 们 就 把 放 
中 柚 集 合 三 的 上 上 销 界 。 条 件 (i> 和 (it 是， 

《i7 旭 是 集合 三 的 一 个 上 界 ， 即 

xj， 

(站)》 这 是 集合 三 的 最 小 的 上 界 一 一 任何 小 于 MM 的 实数 订 人 

都 不 再 是 集合 己 的 上 界 ， 即 
CY MMICIX EB > MN, 

上 上 确 界定 义 中 的 条 件 iD 等 价 于 说 ; 集合 E 的 任何 上 界 Mi>> 
M, 

如 果 MM 和 MM 都 是 集合 5 的 上 确 界 ， 那 么 就 应 该 有 

MM ， MM,, 
皇 而 有 
M, 一 过。 
由 此 得 知 ， 集 合 三 的 上 确 界 如 果 存 在 就 必定 只 有 一 个 。 我 们 把 这 
唯一 的 上 确 界 记 为 
sup 五。 

类 个 地 可 以 定 艾 下 确 界 。 

下 确 界 没 8B 二 RR,E 关 避 。 如 果 存 在 一 个 实数 mr， 满 足以 下 
的 条 件 (1D 和 (22， 那 么 我 们 就 把 壬 时 合集 合 王 的 下 确 界 ; 

<1) 二 是 集合 王 的 一 个 下 界 ， 即 

TM, YEEB, 

C2) 任何 次 于 如 的 实数 芭 ' 都 

看 再 是 集合 三 的 下 界 ， 即 
(Vm MI EE < ), 

集合 上 的 下 确 界 如 果 存 在 就 必定 是 唯一 的 。 我 们 把 这 唯一 的 

下 确 界 记 为 


inf 五。 
设 上 是 实数 的 非 空 集合 。 我 们 以 一 表示 吾 中 各 数 的 相反 数 
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挫 成 的 集合 ， 即 定妆 
—E={-x|xEE}. 

请 读者 自己 验证 以 下 简单 事项 ; 

《1) 集合 了 有 上 界 5 下 界 ) 的 充分 必要 条 件 是 集合 -三 有 下 界 
《上 乔 )3 

《2》 集合 有 上 确 界 的 充分 必要 条 件 是 集合 -已 有 下 确 界 ， 
并 且 

sup E= -inf(— FE), 

《3) 集合 上 有 下 确 界 的 充分 必要 条 件 是 集合 -上 有 上 确 界 ， 
并 县 
inf E= ~sup(~— EY., 

我 们 来 介绍 实数 系 的 一 个 重要 性 质 
再 为 以 下 的 确 界 原 理 。 

确 界 原 更 的 任何 非 空 而 有 上 界 的 子 集合 在 及 中 有 上 砚 
界 。 

我 们 将 证 角 与 这 陈述 等 价 的 另 一 陈述 : 

确 界 原 班 (第 二 种 陈述 ) .RR 的 任何 一 个 非 空 并 且 有 有 下界 的 子 
集合 三 在 及 中 有 下 确 需 ， 

证 明 在 下 面 的 讨论 中 ， 为 了 书写 方便 而 作 这 样 的 约定 ， 人 
许 用 记号 


连续 性 。 这 一 性 质 体 


10* 
代表 相 庶 的 有 尽 小 数 
O00 = ,TO00+, 
母 小 站 委 十 人 
我 们 分 更 种 情形 讨论 。 
精 形 1 设 0 是 集合 EE 的 一 个 下 界 ， 因 为 天 必 ， 所 以 存在 
xX 忆 E。 于 是 又 存在 KEN， 使 得 >x。 我 们 看 到 : 0 是 上 的 一 个 
下 界 ， 革 不 是 二 的 下 界 。 依 次 泛 罕 0,1,.… ,太一 1 这些 数 ， 可 以 断 
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定 ; 存在 wef{0,1,… ,太一 1}， 使 得 ao 是 三 的 一 个 下 界 而 ao+1 
不 是 五 的 下 界 。 然 后 依次 考 罕 40.0, ao,1，…，4ao.9 这 些 数 ， 允 可 
娠 定 : 存在 EE{0,1, ,9}， 使 得 ao。ai 是 互 的 一 个 下 加 而 ao.ai 


+ 让 不 是 妃 的 下 界 。 再 依次 考察 oo,ai0，aoail，…，asvai9 这 些 
数 ， 又 可 断定 ， 存在 4s 所 40,1,…,9}， 酉 得 40.a14s 是 三 的 一 个 
下 界 而 a0.4142 + 1 不 是 日 的 下 界 ， 继 续 这 样 散 下 去 ， 我 们 得 到 
一 串 数 ; 


Ho; To ds Ja. tds, wy Ho Ardorrdas ** 
这 些 数 汪 是 笨 件 : Qo0.d10z…a， 是 集合 私下 异 而 ao .9.9492 十 


不 是 集合 的 下 界 。 我 们 将 证 明 : 
Go 
是 一 个 规范 小 数 ， 它 正好 就 是 集合 百 的 下 衫 界 ， 
假如 dy .2.82 不 是 规 范 小 数 ， 那么 必 定 存 在 pc 所 之 :9 使 害 
?+l 二 人 + 二 日 。 
未 妨 设 p 是 请 足 这 条 件 的 最 小 的 非 负 整 数 。 对 任意 的 EE， 设 
的 规范 小 数 表 示 为 后 .BBo…， 则 必定 存在 mp， 使 得 有 .< 一 
93。 因为 
. Pag,ad d,s; 
所 以 又 必定 存在 二 它 {0,1 Ee :pp}» 使 每 
Bo=a0, 月 ri 二 G9-1， Pear+1 


《否则 月 将 小 于 a0.41…a,)。 于 是 有 


Ha, 2d 1 (dot+ 1) 


.dmds 1 (d+ 1) 


i 十 Te 
我 们 看 到 
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Bao.aiear + i, ¥YheE, 


困 “adidase 是 非 规 范 小 数 ”的 假定 导 出 的 这 一 结论 ， 与 ay 的 
选择 办 法 衫 了 矛盾。 由 此 得 知 ，aa -aid 必定 是 规范 小 数 ， 
下 面 ， 我 们 来 证 明 实 数 < = co.aias… 是 集合 三 的 下 确 界 。 首 

鞠 指 出 ， 征 何 YSE 必定 鹤 足 

Ya, dd 
如 果 不 是 这 样 ， 就 必定 存在 hE 宅 ， 使 得 

ya ds 
一 一 这 与 an.aiae…p43 的 选取 办 法 不 证 . 其 次 ， 对 于 任何 一 个 b> 
to ,alGs 必定 存在 于 和 有 + ， 使 得 


baosaieay + 


7s 
这 样 的 上 不 可 能 是 集合 E 的 下界. 

对 此 ， 对 于 0 是 五 的 下 界 的 情形 ， 我 们 证 明了 集合 己 在 及 中 
必定 有 下 确 界 。 

情形 2 设 0 不 是 集合 的 下 界 。 这 就 是 说 ， 存 在 x*E5， 使 


得 
区 所 人 
于 是 ， 玉 的 任何 下 界 了 必定 小 于 0 
了 T<0。 


我 们 米 考 察 我 的 另 一 非 空 子 集合 
f={-iit 是 的 下 界 }。 
容易 看 出 ，0 是 集合 的 一 个 下 界 ， 利 用 情形 1 中 已 经 证 明 的 结 
果 可 以 断定 『 在 RR 中 有 下 确 界 ， 即 存在 
ses=inf FER., 
我 们 指出 ，a = -。 是 集合 上 的 下 确 界 . 
为 比 ， 潮 罕 YE £。 显然 对 任何 -LE 了 都 有 
Yl, -El 
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这 说 明 -是 集合 王 的 一 个 下 界 ， 因 而 

一 # 委 :8， 一 和 二 局 
这 说 明 a= -6 是 符合 的 一 个 下 界 ， 男 一 方面 ， 对 于 任 音 的 ? 才 
a， 我 们 有 -5<-a=o 因而 -给 。 这 就 是 说 ， 任 何 大 于 < 的 
实数 8 者 不 是 集合 的 下 界 。 我 们 证 明了 52 是 EE 的 下 确 界 。 品 


$3 实数 的 四 由 运算 


酚 个 实数 的 和 、 差 、 积 、 商 是 什么 意 恩 ? 这 是 需要 予以 确切 
定义 的 为 了 定义 实数 a 与 号 之 和 ， 我 们 考 峙 广 足 以 下 条 件 的 有 
尽 小 数 a,0’ 与 8B,87， : 

asa ， Pat’, 
两 实数 < 与 绢 之 和 a + 的 合理 前 定 多 应 该 满足 

of peat basen +h’, 
上 式 中 的 gc+ 有 和 0 + 有 都 具 涉 及 有 尽 小 数 的 加 法 运算 ， 因 而 
基 已 经 有 定义 的 。 我 们 将 利用 已 有 定义 的 有 尽 小 数 的 送 算 来 定义 
实数 的 相应 运算 ， 

定理 1 设 4 和 5 是 实数 ” 则 存在 唯一 实数 4， 使 得 对 于 袜 足 
条 件 

QA 有 sp/ 
的 在 何 有 尽 小 数 *,a“ 和 5 ,6 ， 都 有 
a+ peusca 二 及 
这 定理 的 存在 性 部 分 比较 容易 证 明 。 事 实 上 ， 实 数 
a 和 #8 是 有 尽 小 数 ， 

就 符合 定理 的 要 求 ， 唯 一 性 的 证 明基 于 以 下 想法 ， 我 们 可 以 取 签 
此 充分 靠近 的 有 尽 小 数 w,a” 和 和 被 此 充分 靠近 的 有 尽 小 数 8,P' ， 使 
得 


sepler 月 


A 和 有 三 SB 


于 是 e+ 8 与 9’ + 及 可 以 任意 接近 ， 因 而 在 它们 之 间 容 不 下 两 个 
数 。 以 上 蕉 想 方 式 是 令 人 信服 的 。 但 要 严格 地 写 出 每 一 步 证 明 ， 
却 是 一 件 细 发 的 工作 。 我 们 把 这 部 分 内 容 坟 到 本 池 后 的 附录 中 ， 
供 喜 欢 寻 根 究 底 的 读者 参考 。 初 学 者 不 必 也 不 宜 在 这 些 细节 上 花 
费 赤 多 的 时 间 ， 龙 其 不 要 因此 而 分 散 了 对 主要 问题 的 注意 力 ， 
定义 ”我 们 把 定理 1 中 所 述 的 唯一 确定 的 实数 4 叫做 实数 5 
与 实数 了 之 和 ， 并 约定 把 它 记 为 a + 5。 
定义 ”实数 4 与 实数 5 之 差 定 义 为 4 与 ~ 上 5 之 和 ， 即 规定 
在 一 睛 二 如 二 一 站 
为 了 定义 两 个 非 负 实 数 的 乘积 ， 我 们 需要 以 下 定理 。 
定理 2 设 a 和》 是 非 抽 实数 ， 则 存在 唯一 实数 "， 使 得 对 
于 满足 条 件 
Oo, 0 有 5 有 
的 尾 何 有 尽 小 数 a,a 和 8,8’， 都 有 
cs B', 
这 定理 韵 证 明 也 区 在 本 节 后 的 附录 中 。 
定义 ”我 们 把 定理 2 中 所 述 的 唯一 确定 的 实数 v 叫 敌 非 负 实 
数 = 与 非 负 实数 5 的 于 各 ， 并 约定 把 它 记 为 ab. 
定义 ”任意 实数 4 与 的 乘积 a2 定 义 如 下 ， 


|ai il， ”如果 a 与 5 同 号 ， 
村 人 一 . 
《lei bl， 如果 4 与 5 拭 导 。 
牌子 实数 的 中 法 ， 我 们 将 在 下 面 的 附录 中 于 以 讨论 。 


附 录 


鞭 诈 相应 的 讨论 ， 
3j 理 1] 设 c 是 任 音 一 个 实数 。 则 对 任何 正 的 有 必 小 数 e ,存在 
有 尽 小 数 a 和 a  ， 满 足 条 件 
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GCCS 安 ” 一 安民 
证 明 ”我 们 设 
E 一 Boge frrEps 
并 设 其 中 第 一 位 不 等 于 0 的 数字 是 sx.1,0 志 一 1 声 7?。 则 有 
173103<E。 
如 果 a 的 规范 小 数 表 示 为 ao.aias…， 则 到 
=00 0d Qf =dy.Q0"ay + 1/10 


如 果 a 的 规范 小 数 表 示 为 - ar.aiaz…， 刚 取 


a -1/0*, 人 ”一 od 
对 这 两 种 和 情形 都 有 
I 0 -ol/0'<s, 


引 理 2 设 6 和 ce’ 是 实数 ，o<<e’。 如 果 对 任何 正 的 有 展 小 数 
5, 存 在 有 尽 小 数 Y 和 Y’， 满 足 杂 件 
CC EY 和 一 和 < 
那么 就 必定 有 
站 天 站 ) 
证 明 用 反 证 医 。 假如 ee， 那么 存在 有 尽 小 数 引 和 0 ， 
匿 足 | 
OI oO, 
河 于 #=7 一 n>0， 人 和 任何 满足 条 件 
YEOH < 
的 育 尽 小 数 y 和 Y’ 都 不 能 使 得 
yy -yeE=7 —7, 
”这 说 明 ， 如 果 引 理 所 述 的 前 提成 立 ， 那么 就 必定 有 
人 [ 
引 理 5 设 * 是 正 的 有 忌 小 数 ， 导 和 六 是 目 然 数 ， 则 存在 正 的 
` 有 尽 小 数 ' 和 s*， 使 得 
Me’ + Nes<e, 
证 明 我们 设 
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. 二 
并 设 其 中 第 一 位 不 等 于 0 的 数字 是 eg-0s8 -1 安 p。 则 有 
1 站 08<e。 
我 们 取 自 然 数 坟 和 n， 合 得 
10">>M, 10 六 。 


然后 取 
1 
2 = 8 = Tr 
于 是 就 有 
Mer + Nel0"e’' + 10°*es” 
_ 1 . . 
~ 10M Tor 
tb cp 一 


10 " 一 


定理 1 的 证 明 ”存在 性 ”实数 
a 和 是 有 尽 小 数 ， 


asa, Bb 


= oo 二 大 


符合 定理 的 要 求 。 
唯一 性 ”对 于 任意 正 的 有 尽 小 数 = 和 自然 数 M = 六 =1， 根 据 
引 理 3， 存 在 正和 的 有 尽 小 数 s 和 s*， 人 使得， 
二 
又 根据 引 理 1 ,存在 有 尽 小 数 a,9’ 和 ,BP'， 分 别 满足 
CAE gq' ~ OE 
和 
BatspB’, Bp’ -Bret, 
于 是 有 
(0 PY- Cor Bb) <e, 
中 为 可 以 取 任 何 正 的 有 尽 小 数 ， 祖 据 引 理 2， 满 足 条 件 


a+t+ euso' 十 有 
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葛 实 数 应 该 是 唯一 的 。. 口 
定理 2 的 证 明 ”并 考 性 实数 
a 和 8 是 有 尽 小 数 ， | 


0 0AL 


y -wp 


符合 定理 的 要 求 。 
唯一 性 ”首先 ， 取 自然 数 M 和 六 ,使 得 
Da<M， OCGb<N, 
其 次 ， 对 于 任意 正 的 有 尽 小 数 e， 根 据 引 理 3， 存 在 正 的 有 尽 小 数 
s' 和 se*， 使 得 / 
Me + Neve e, 
又 根据 引 理 1]， 存 在 有 尽 小 数 a,a' 和 上 ,8 ， 分 别 满足 
OA 一 AS 
和 
[sp 有 AN 有 一 有 Te 
ua’ ~oap=a’p’ -pptra -ap 
=0 tf -D+eo’ 一 的 月 
Me 十 EYE 


国 为 这 里 的 se 林 以 取 任 何 正 的 有 尽 小 数 ， 根 据 引 理 2， 符 全 定理 要 
求 的 实数 5 应 该 是 唯一 的 。 口 

下 面 讨论 实数 的 除 半 。 在 初等 数学 的 课程 里 ， 我 们 学 习 过 有 ， 
尽 小 数 的 “长 除法 ”( 共 法 草 式 )}。 这 是 一 种 可 以 用 来 确定 近似 商 
的 除法 手续 。 对 于 给 定 的 正和 的 有 尽 小 数 a,8 和 自然 数 f， 通过 逐 
和 住 试 商 ， 可 以 确定 一 个 有 尽 小 数 

Y= To VYny 
诸 足 这 样 的 每 件 
Yasp<ey t+1/0)e0, 


对 于 给 定 的 4,8 和 n， 这 样 的 ?是 唯一 确定 的 。 我 们 把 这 样 的 Y 和 


y = ?+17108 分 别 叫 逢 + 0 的 、 精 确 到 小 数 点 以 后 4 位 的 不 足迹 
似 商 和 和 过剩 和 似 商 ， 并 约定 用 以 下 的 记号 表示 尖 们 : 


(7 (hr 
为 了 定义 任意 实数 除 以 任意 非 0 实数 4 的 商 ， 可 以 先 苍 姓 
a >0,5= 1 的 情形 。 只 要 对 4 之 0 的 情形 定义 了 1/a， 就 可 以 按 以 
下 方式 定义 任意 实数 了 除 以 任意 非 0 实数 4 的 商 ; 


1 . 
，。 | 全 T 划 ， 如 果 6 与 5 间 号 ， 


-本 " 图 ， 如果 o 与 5 异 号 ， 
定理 3 对 任何 正 实数 4 ， 存 在 唯一 的 正 实数 好 ， 恒 得 对 于 济 


是 条 件 
0<0<Q<SC 
的 任何 有 尽 小 数 =,e" 和 任意 的 自然 数 ,n 都 有 
《Ia mw /0) ss 
定义 ”我 们 把 定理 3 中 所 述 的 唯一 确定 的 焉 实数 ww 叫 航 正 实数 
< 的 的 数 ， 并 把 它 记 为 17a。 
”在 下 面 的 王 明 中 ， 我 们 将 利用 有 尽 小 数 乘法 的 以 下 性 质 ， 对 
了 和平 任 何 正 的 有 尽 小 数 请 ,7 和 7 ,应 有 
月 < < 人 < 
所 wy 二 月 ”< 一 7 
用。 有 
定理 35 的 证 明 ” 兰 在 性 ”因为 
a /enlE /NE Ca 


(lo Nn/ ,nt N. 


et 


所 以 有 


| 
a a,mEN, 
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罕 合 定理 的 要 求 ， 
唯一 性 ” 首 光 ， 选 让 0 = 1/10* 和 M =10 ， 使 得 
. 0<o<a<M, 
其 次 ， 设 上 是 任意 一 个 正 的 有 尽 小 数 . 报 据 引 理 3, 存 在 正 的 有 尽 小 
数 s' 和 z”， 使 得 
十 i02 tk+is EWE, 
这 酝 的 sz 和 8 使 得 
TB” + Mig” 
= Oe’ +10 tt eI <0?e, 


我 们 可 以 选取 有 尽 小 数 4,9’ 和 自然数?， 满 足以 下 人 条件: 


0<C<a<ssa<ssa MH, 
GQ” — 0B’, TAO er 
这 样 选取 的 4,9 和 ?应 该 使 得 


“Tio: Ec sok 衬 
ole’ 上 AT267 < ore 


TY ] 
(1), - 位 ) <“. 
畔 为 这 里 的 s 可 以 是 任何 正 的 有 尽 小 数 ， 所 以 符 各 定理 要 求 的 实 
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于 是 有 


数 忆 不 能 多 于 一 个 。 这 证 明了 唯一 性 . | 


$4 实数 系 的 基本 性质 综述 


本 节 综 述 实数 系 的 一 些 最 基本 的 性 质 。 这 些 性 质 将 是 我 们 以 
后 讨论 的 基础 ， 以 下 分 三 组 介绍 这 些 人 性质， 运算 性 质 ， 顺 序 性 质 


运算 性 质 


在 实数 系 及 中 定义 了 加 法 运算 “+ ”和 素 潜 运算 “:”， 使 
得 对 任意 的 <E 民 积 5E€ 民 ， 有 确定 的 4+ 5E 了 R 和 确定 哆 a*bE 
RR 与 之 对 应 ， 并 且 以 下 的 运算 律 成 立 : 
《下 1) 加 法 是 交 措 的 ， 即 
a+b=b+a, Ya,beER, 
《下 ，)) 加 法 是 结合 的 ， 有 即 
arby re=a+ (b+o), Ya,b,eeER, 
(下 0E 及 对 于 加 法 起 着 特定 的 作用 
J+a=a+0=d, YieR: 
CF,) 对 每 一 个 aE 及 都 存在 一 个 与 它 相反 的 数 -4E 了 及， 使 


《一 4 填 全 一 在 十 攻 一 站 = 0 
(上 聚 靶 是 变换 的 ， 即 

好 4 有 一 Da 和 了 
(Fs) 滋 法 是 结合 的 ， 即 

{aabYr = dhet), 如 PE 

(Fy 1 所 及 对 于 乘法 起 着 特定 的 作用 

led=01=a, VateR; 
《F,) 对 每 一 个 上 E 及 ， a 都 在 在 一 个 倒数 2 i 蕊 有 R， 使 

得 : 
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a ltd= dra li=1,} 


(Fs) 乘法 对 于 加 法 是 分 配 的 ， 即 
如 sm 十 0 一 在 十 有 ef， Yab,rteR, 


顺 厅 性 质 ， 


在 实数 系 及 中 定义 了 顺序 关系 “< 近 ”( 在 以 下 的 陈 述 中 也 出 
现 记 号 “>”。 我 们 约定 “4 之 8” 只 是 全 <a” 的 奴 一 种 写法 ， 
表示 的 是 同一 件 事情 )。 闫 序 关系 “<” 具 有 以 下 一 些 性 质 。 
《DO 对 任意 的 zaER 与 bE 及 ， 必 有 并 且 只 有 以 下 三 种 情形 
之 一 出 现 ， 
a<b, 4=b 或 者 05 
(这 一 性 质 通常 昕 做 “三 歧 性 ”73 
(O02) 活 系 “<” 具 有 传递 性 
dh, bed = Or 
《03) 如 以 实数 的 运 看 保 持 顺 序 关 系 
dtmat+ obh+ ee} 
《oO 乘 以 正 实数 的 运算 保持 顺序 关系 
如 二 


连续 性 质 
在 实数 系 有 中， 以 下 的 确 界 原理 成 立 ， 
《C) 下 的 任何 一 个 非 空 而 有 上 界 的 子 集合 在 及 中 有 上 确 界 。 


我 们 对 上 面 所 列 的 性 质 作 一 些 说 明 ， 

定义 有 加 诗 与 苇 法 运 算 并 且 符 合 运 算 律 (FD 一 (EF0) 的 集合 
通常 称 为 王 。 实 孝 系 是 一 个 域 。 有理 数 系 和 复数 系 也 都 是 域 。 

定义 有 顺序 关系 “<” 并 且 徐 合 (00) 一 《O08 的 要 求 的 一 个 
域 被 称 为 育 序 域 。 实 数 系 是 一 个 有 序 域 。 有 理 数 系 也 是 一 个 有 序 
域 。 伍 复数 系 不 是 有 序 域 ， 
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确 界 原 理 (C) 说 明了 实数 系 的 连续 性 。 因 此 我 们 说 ， 实 数 柔 
及 是 一 个 连续 的 有 序 域 。 


35 不 等 式 
未 上 介绍 常用 的 一 些 不 等 式 ， 


涉及 绝对 值 的 不 等 式 
实数 4 的 绝对 值 1a1| 定 交 为 
a， 如 时 4 实 0， 
lal ={ 
-8&8， 如 果 & < 过 0。 
我 们 来 考 守 不 等 式 
| <。 
根据 绝对 值 的 定 苑 ， 这 不 等 式 等 价 于 
0<<x<a, 或 少 Y<0， — Xe 
即 


-人 
我 们 得 到 ， 
[| < -era, 


期 ， 不 等 式 |x*|<a 的 解 的 集合 是 开 区 间 
(CC—0,0), 
类 位 地 可 以 证 明 
1 和 < 人 > ~ BEYER. 
邯 ， 不 等 式 |8[ 扫 器 的 解 的 集合 是 几 区 间 
[一 万,5]。 
我 们 有 显 斤 的 不 等 式 
.=-lalsoslael, -||2|, 
将 这 些 丰 等 式 相 加 可 得 
一 《e+ Ib Dattslal + 16!, 


4 人 0 


让 此 又 得 到 重要 的 不 等 式 
1c+8 se + 二 |。 
运用 这 样 的 不 等 式 ， 可 以 得 到 
lal= 1G@ -D+olele-bl+ (81, 
ta -21la~5l, 


间 理 可 得 
pi- lal lb -al=ja~-bl|, 
即 
[al -jl>-la-bl. 
我 们 每 到 了 z 
~la-blelel- [5 和 la 一 5[， 
即 


[lal- 12lleIla -él, 
利用 归 撮 法， 可 以 把 不 竺 式 
la+B| 所 lal + 18| 
EE 
a+ lal t+ |a,l, 


前 努 里 (Bernonli7 不等式 
谈 * 之 0， 则 由 二 项 式 定 理 
1l+x)" 1+ nvt 二 
可 以 得 到 
CT + Xl + x, 
这 不 等 式 实际 上 对 任何 * 关 -1 成 立 。 请 看 下 面 的 定 运 ， 


定理 ”以 下 的 伯 盆 里 不 等 式 成 立 : 
(tx 1+nr, Vx 1, 


证 明 我们 采 骨 数学 归纳 法 。n = 1 时 ， 上 式 显 然 以 等 式 的 形 
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式 成 立 。 假 设 已 经 证 明了 
(IT 二 SITE 一 YY， 
出 
CT 
El Cn 1x1CL + XY) 
二 1 十 (nj) 二 二 (一 iyx? 
1+NX,， YY 一 1 
这 主 明 了 对 一 雪上 自然 数 1 伯 努 里 不 等 式 成 立 ， UL 


算术 平均 数 与 几何 平均 数 不 等 式 


设 x: 和 六 是 非 负 实数 。 我 们 抬 一 中航 这 两 个 数 的 算术 


平均 数 ， 把 Vxix; 中 做 这 两 个 数 的 几 徊 平均 数 ， 以 下 的 不 等 式 显 
然 成 立 : 


《wx Vr) 0, 
出 此 得 到 


区 十 下 5 一 一 
x i 
EA 


. 即 ， 算 术 平 均 数 大 于 或 等 于 儿 何 平均 数 ， 

对 = 个 非 负 实数 ， 也 有 相应 的 结果 ， 

定理 设 xi,xo,……,x, 这 0， 则 以 下 的 算术 平均 数 与 几何 平均 
数 不 等 式 (AM-GM 不 等 式 ) 成 立 ; 


XL mr 一 一 一 一 -一 一 


证 明 ”我 们 利用 数 学 归纳 闫 。? = 工 的 时 候 ， 上 式 显 然 ( 以 等 
式 形式 ) 成 了 并， 假设 对 任意 7 一 1 个 非 供 实数， 算术 平均 数 与 几何 
焉 均 数 不 等 式 成 立 。 我 们 来 考虑 站 个 非 负 实数 x ,xs,…,*x, 的 情 
形 。 不 妨 设 x 是 这 4 个 数 中 最 大 的 一 个 (我 们 总 可 以 从 小 到 大 排 
到 这 + 个 非 负 实数 ， 于 是 最 后 一 个 数 就 是 最 大 的 一 个 }， 记 
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则 有 


| 


二 A ro 人) 


一 商 生 十 网 1， — AY 


一 则 -1 
三 内 Ee EI 


邯 


1 十 呈 旧 中 十 人 


入 
ni Vx hi 醒 | 


涉及 三 弟 函 数 的 不 等 式 

几何 学 的 寺 论 也 是 发 现 和 证 明 不 等 式 的 一 个 重要 途径 。 我 们 
举 以 下 的 例子 来 说 明 这 种 方 兴 。 在 数学 理论 和 的 推导 中 ， 涉 及 角 的 
给 最 时 ， 通 常 邓 用 弧度 作为 单位 . 

定理 对 于 用 强 度 表示 的 和 角 x， 有 以 下 不 等 式 成 立 

3in yxete 省， 竺 攻 所 (0,3). 

证 明 在 单 世 圆 口中 作 圆 心 角 x ， 它 的 始 边 为 0X 轴 上 的 
O04, 终 边 为 0 了 8。 用 线段 联结 448。 过 4 点 作 OX 轴 的 垂 线 交 O 有 
延长 线 于 《和 《图 1-1)?。 . 
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图 1-1 


我 们 有 
人 048 的 面积 二 扇形 048 的 面积 < 人 04C 的 面积 ， 
即 
过 si < tgx 。 
这 样 ， 我 们 证 明了 
ain x<x<tg x, vxe(0,=). 站 


推论 ”以 下 不 等 式 成 立 
[sinx|<ix|, YYxER, 
证 明 我 们 有 


lsinx| =sin zx = xl, vxefo,) 
和 
lsinC ~ x) | =sin x<x= |—x|, vxe|o, <). 
综合 以 上 两 式 就 得 到 
亚 T 
lsin x| 志 |x|, Yxct(- 王 , 王 ). 


而 当 js|> 二 时 ， 又 有 


lsinxl 1< xl, 


于 是 ， 我 们 得 到 不 等 式 
lsinx|<|lx|, VxER。 0 


.村 4 


wridll TP ”LL 


第 二 章 极 限 


$1 有 和 界 序列 与 元 穷 小 序列 


从 自然 数 集 N 到 实数 集 民 的 一 个 映射 
x:N—>R, 
相当 于 用 自然 数 编号 的 一 和 由 实数 
XL 1) ,x = XY ee yn 一 全 《ea 
这 样 的 一 个 映射 ， 或 者 说 这 样 的 用 自然 数 编号 的 一 申 实数 {zw]， 
称 为 是 一 个 实数 序列 。 


1,a 有 界 序列 


定义 1 “ 设 {xn} 是 一 个 实数 序列 。 
(1) 如 果 存 在 ME 民 使 得 
xX， YNnEN, 
我 们 就 说 ， 序 列 {xn} 有 上 党， 实数 半 是 它 的 一 个 上 淖 ， 
(2) 如 果 存 在 mE 及 使 得 
Xn 人， YnEN, 
我 们 就 说 ， 序 列 {xn} 有 下 界 ， 实 数 右 是 它 的 一 个 下 界 ， 
(3) 如 果 序 列 {xwn} 有 上 界 并 且 也 有 下 界 ， 我 们 就 说 这 序列 
有 借 ， 
序列 {xna} 有 界 的 充分 必要 条 件 是 :存在 的 E 及 使 得 
xl<K, VneN. 
序列 {x»} 有 界 这 件 事 ， 可 以 用 符号 表述 沥 
dRKERICYnrEN) Or, SI)。 
而 “序列 1x} 无 界 ” 是 上 面 陈述 的 否定 ， 它 可 以 用 符号 表述 为 


有 5 


(VRERICInEN)Y x, | > EK)., 
请 注意 ， 当 我 们 对 一 个 耻 述 吉 臧 否定 时 ， 应 该 把 还 辑 量 词 “3 换 
成 “YY” ， 把 “YY” 换 成 “3”， 并 且 把 最 后 的 陈述 换 成 原来 陈 
述 的 否定 。 
例 1 序列 zw =( -Is 人 = 1,2》 是 有 界 的 ， 因 为 


|xn < YnENN. 


例 序列 xs= “n=1,2,*…) 是 有 异 的 ， 因 为 


tf 


天 十 地 
车 


zel= | |<| | = 2， YnEN. 


例 3 序列 xo=(1+ 亢 ) (n=1,2,…) 是 有 界 的 ， 轩 为 
TD CD 一 


1 1 
Oxitit Rt 


tT 1 
】 nt 


二 ‘ti 


40 


[~ 3 | 
bw 


例 4 序列 as=n， b= 一 27, 06=n+(- 人 wm 和 dr 
= nesin “都 是 无 界 的 。 
例 5 考察 序列 
Xn n=1,2,. 


我 们 来 证 明 这 序列 是 无 界 的 。 事 实 上 ， 对 任意 自然 数 NN， 只 要 取 
n=2W， 就 有 


1.b ”无穷 小 序列 
考察 序列 {es},{8。} 和 {ya}， 这 里 


di 


I 1 《一 
- Sn 一 有 一 一 jy 三 


我 们 寺 到 ， 随 着 n 的 增 大 ，a 不 断 减 小 而 趋 近 于 0，B, 不 断 增 
加 而 趋 近 于 0 ，Yw 来 回 摆动 但 仍然 趋 近 于 0。 这 几 个 序列 都 是 
无 穷 小 序列 的 例子 ， | 
定义 2 设 {xs} 是 一 个 实数 序列 ， 如 果 对 任意 实 数 e>0， 都 
存在 自然 数 N， 使 得 只 要 71>N， 就 有 
[xn < 
那么 我 们 就 称 {x%} 为 无 穷 小 序列 ， 
撮 符 号 袁 示 ，“{xa} 是 无 穷 小 序列 ”这 件 事 可 以 写成 ， 
CYE>OCINEN Yn > zr <， . 
这 就 是 说 ， 只 村 我 们 取 ” 足够 天 ，|xyj 可 以 小 于 人 芷 何 预 先 指定 的 
正 数 ，“ 序 列 {yaj 不 是 无 穷 小 序列 ”这 件 事 可 以 用 符 导 表示 成 
(eV NEN(GIn EN (ys), 
几 向 和 解释 ”考察 以 0 点 为 中 心 的 开 区 间 
. : 一刀 
我 们 把 这 开 区 间 呼 做 0 点 的 8 邻 域 ， 用 几何 的 语言 来 描述 ， 
“{xn} 是 无 究 小 序列 ”意味 着 :不论 0 点 的 邻 域 在 各 小 ， 序列 
{xa} 队 某 一 项 之 后 的 各 项 都 要 进入 淹 这 邻 域 之 中 ， 


例 8 。 xa = 一 是 无 穷 小 序列 ,事实 上 ， 我 们 有 


于 《一 1 


2 
nn 和 :三 。 


[ze| = | 
对 任何 es>0， 要 使 二 .<s， 只 须 p>> 全 。 我 们 可 以 取 大 于 二 的 任 


容 一 个 自然 数 作为 NN， 例 如 可 取 N = | 二 | + 1。 对 于 这 样 选取 的 


NEN， 内 要 12>>N， 就 有 
| [xia EE2/n < 
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例 了 7 设 aER,jal>1， 财 
1 


Sn 二 i R= 
是 无 穷 小 序列 。 事 实 上 
1 1 


~ 一 一 -一 一 


3 lal 


TEST TEST 
1 1 、 
要 i 使 i0]a7 二 1 < 民 须 n>a0al -iy 我 们 哥 以 取 大 于 


1 
改 TaT= 厅 的 任意 自然 数 作 为 N， 例 如 可 取 N = | 区 [iT] +1. 
于 是 ， 只 要 nN, 就 有 

“1 1 
| 3 | RE 
例 8 设 aER ,al>>1， 训 


fn = 2 HH=] ,2 ,ry 
是 无 穷 小 序列 ， 
事实 上 ， 对 于 n>2， 我 们 有 


| 
an 


= 
lal™ 


- 

《1 二 《|a| 一 1 

in 一 一 一 
tlal —1)? 


2 
em- Ca -1 
要 使 


2 
dle 
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只 须 
2 
n>acTal 17+1, 


我 们 可 以 取 大 于 za -jy#+1 的 任意 自然 数 作 为 N， 例 如 可 取 


, 有 2 本 本 
N= |ecpaf 3| +2. 对 这 样 选取 的 NEN， 只 要 n>N, 就 
有 


2 

ol Da De 

在 上 面 溃 例 中 ， 我 们 采取 逐步 创 礁 的 方式 ， 从 住 意 给 定 的 & 
出 发 ， 寻 找 无 穷 小 序列 定义 所 要 求 的 六 。 因 为 只 需要 指出 这 样 的 
六 存在 ， 所 以 在 倒 推 的 过 程 中 ， 充 许 进 当地 放宽 不 等 式 ， 以 简化 
我 们 的 讨论 。 这 种 放宽 不 等 式 的 办 革 ， 可 以 报 揪 为 以 下 简单 的 引 
理 ， 

3 还 设 tan} 和 {fw} 是 实数 序列 ， 并 设 存在 NoEN， 使 得 

fae, | Bs, YAN. 


如 果 {Ba} 是 无 穷 小 序列 ， 那 么 人 04} 也 是 无 穷 小 序列 ， 
证 明 对 任意 的 E>>0， 存 在 和 NEN, 使 得 n>N, 时 [Bs | 过 
s。 我 们 到 
N= max{No, vi 
由 当 72>N 时 ， 就 有 
EE 


仔细 检查 上 面 风 个 例题 ， 我 们 发 现在 证 明 过 程 中 实际 上 都 用 
了 类 似 于 这 引 理 的 推理 方式 在 例 7 中 ,需要 判断 什么 财 候 


<c， 我 们 放宽 为 判断 什么 时 候 赤 Ti 二 启 <<s， 在 例 8 中， 


} 
a 


代替 不 等 式 | 高: <s， 我 们 考察 较 容易 的 不 等 式 
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2 
-al -De 
例 9 考 赛 序列 


因为 


所 以 {caj 是 无 穷 小 床 列 。 
1.¢ 有 界 序列 与 无 穷 小 序列 的 性 质 


引 理 ”如果 {an} 是 无 穷 小 序列 ， 那 么 它 也是 有 界 序列 ， 
证 明 对 于 &=1， 存 在 必 EN， 使 得 只 要 n> 和 NN， 就 有 


lanl <1, 
记 
KE=max{|arl,™, [Gn|,1}s 
则 显然 有 
lal YnEeN, Ui 


定理 1 关于 有 界 序列 与 无 穷 小 序列 ， 有 以 下 结果 ， 
(1》 典 个 有 界 太 列 的 和 与 乘积 都 是 有 界 序列 。 即 如 果 {xXn}， 


{ys} 都 是 有 界 序 列 ， 那 么 
{Xn + yr} 与 { Yn} 


都 是 有 界 座 列 ， 
(2) 两 个 无 穷 小 序列 {8,} 与 {8,} 之 和 
{on Br.} 
也 是 无 穷 小 序列 ， 


(G3) 无 穷 小 序列 {fan} 与 有 界 序 列 {xnj 的 乘积 {on xn} 是 无穷 
小 序列 ; 


(4) {en} 是 无 穷 小 译 列 所 >{|19*|} 是 无 穷 小 序列 ， 
证 明 《1)》 我 们 有 
1za| 委 下 ，YnEN |yn|lt, VnEN. 
于 是 
xn t+ yn! lxal + [ysl TL YnEN; 
Fxn yal = [xa| [yn|RL, YneEN. 
《2) 对 任意 8s>>0， 存 在 EN 和 NE 分别 使 得 
[lari <e/2, VIA 
和 
| 有] =e/2, ¥Y n> N,. 
取 N=max{ N,N,}， 则 12> 时， 就 有 


EE [i 
len + Brnls lan| + Prnl< + 二 上 


二 = 8。 

(3) 根据 定义 ， 存 在 KE 及 使 得 

jxa|lSK, YEN。 
不 妨 设 >0。 对 任意 8>0， 我 们 有 e/K>>0。 因 而 存在 NEN， 
使 得 ">>NN 时 ， 有 
las | <e/K, 
这 时 就 有 
Lan xal = |anl [xal<RE=E, 


(4) 我 们 有 显然 的 关系 
||en 上 = lornl。 局 ] 

推论 ”我们 有 : 

C5》 两 个 无 穷 小 序列 {en} 和 {84} 的 莱 积 {9 Bs} 也 是 无 穷 小 
序列 ; 

(8) 实数 。 与 无 穷 小 序列 {a4} 的 导 积 {caw} 也 是 无 穷 小 序列 ; 

《7) 有 限 个 无 穷 小 序列 之 和 仍 是 无 穷 小 序列 ， 有 限 个 无 穷 小 
序列 之 乘积 也 是 无 穷 小 序列 。 

证 明 《5) 无 穷 小 序列 {hs} 是 有 界 序列 。 
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(68》 常数 5 可 以 视 为 有 和 界 序 列 ， 
二， H= | ,2,."m, 

《7)》 利用 数学 归纳 靶 就 可 证 明 。 语 

例 10 设 5ER,b>>1,KkEN。 则 


It 
Yn pns NT ,2, rn, 


是 无 穷 小 序列 ， 事 实 上 ， 我 们 可 以 记 


于 古 有 


这 是 不 个 无 穷 小 序列 后 = 去 的 乘积 ， 因 而 也 是 无 穷 小 序列 ， 
例 11 设 c 汪 0， 则 


Ya 一 一 3 TT 二] 


荐 无 穷 小 序列 ， 为 证 明 这 一 事实 ， 我们 取 定 一 个 meN， 使 得 
人 >t。 显 然 有 


oe* 1 se  . 了 工 0 
| ml CMRI Hm 认 徊 


1 
-人 (六 +” YR 
因为 </m<1， 由 例 7 可 知 | (二 ) |] 是 无 穷 小 序列 ， 所 以 fys} 也 
是 无 穷 小 序列 ， 

例 12 设 {e*} 是 无 穷 小 序列 ， 记 


G1 十 十 区 
p= “Ten, 


7 N= 11,2, 


则 {84} 也 是 无 穷 小 序列 ， 换 名 话说 ， 以 无 穷 小 序列 前 n 项 的 算术 
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平均 数 作 为 通 项 的 序列 ， 也 是 一 个 无 穷 小 序列 。 
证 明 对 和 任意 的 2 汪 0， 存 在 EN， 使 得 只 要 ?> 纪 ， 就 有 
lor | <e/2, 
对 这 取 定 韵 信 ， 叉 可 取 充 分 大 的 PE 和 NN， 使 得 


lal ttlenl se 


D 2" 
记 N = maxr{m,P}， 则 当 n 守 六 时 ， 就 有 


例 15 设 i0x} 是 无 穷 小 序列 ， 并 有 
Qn YnEeN, 


我 们 记 
ya Yaa nal, 
则 {ya} 也 是 无 穷 小 序列 。 
证 明 我 们 有 
Oyn ny YE， 
这 里 


是 无 穷 小 序列 (所 鲍 12》。 门 
例 14 活 蹇 序列 


因为 
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Qn= ny n=1,2,y 
noth el 
结束 本 节 之 前 ,我 们 对 无 并 小 序 庆 定义 中 的 再 卉 几 人 锯 话 ， 

二 证 又 中 #， 是 可 纪 任 总 选取 的 正 数 我们 用 任意 选取 的 > 有 
环 检 验 序列 {u:}， 沈 察 是否 存 在 NE 讨 ， 能 使 得 
nN | un | 6, 
其 实 ， 如 果 8 是 可 以 人 尾音 选取 的 正 数 ， 那么 2 也 是 可 以 任意 选取 
有 的 正 数 。 一 一 对 任意 的 8 >0， 我 们 总 可 以 逃 焉 上 =e 72， 使 得 
28= 8 。 更 一 般 地 ， 对 于 篆 定 的 乓 >0， 如 果 是 可 以 任 党 选取 的 
正 数 ， 和 那么 五 8 也 是 可 扩 任 章 选 取 的 正 数 。 因 此， 在 有 关 无 穷 
小 序列 的 讨论 中 ， 对 所 涉及 的 se 可 以 不 必 过 分 拘泥 ，。 例 如 ， 对 于 
定理 工 中 的 (27、(3) 两 项 ， 可 以 按 以 下 方式 书写 证 明 (实质 上 当 
然 只 有 任何 改变 ， 但 用 这 种 方式 写 起 来 更 为 顺手 ): 
《2) 对 在 何 e>>0， 存 在 NEIN 和 ms 和 EN， 分 别 合 得 
. nN |an | <E 、 
和 
n>N,=> < 
联 计 = max{N ,NN,}， 则 对 n> 入 ， 就 有 
[lan + Ba|@[tan| + ii,| 去 
《3)》 设 六 省 0， 使 得 
: [x [YnEN, 
对 任何 ->0， 存 在 六 EE NN， 使 得 
n>N=>|an|<s, 
于 是 ， 只 要 n 汪 NN， 就 有 


[enxn!| = |ans| |xa| < Ka, 
$2 收 伍 序列 
2.a 收效 序列 的 定义 
数学 中 常常 用 一 申 已 知 的 或 者 容易 求 得 的 ) 数值 去 逼近 欲 
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28。 


求 的 数 售 ， 例 如 ， 为 了 求 得 单位 圆 的 面积 r， 人 们 用 六 内 接 正 *# 过 
形 的 面积 ?n(n 宇 3) 去 下 近 它 ， 即 以 Ps 作为 5 的 近似 值 ， 随 着 % 的 
增 夫 ， 人 大 们 不 断 地 改进 的 近似 值 的 精确 程度 。 在 这 不 断 改 进 的 
过 程 中 ， 逐 渐 产 生 了 朴素 的 极限 概念 。 公 元 三 世纪 ， 我 国 数学 家 
刘 徽 在 解 缀 他 的 “ 制 加 本 ”的 时 候 说 :，“ 制 之 弥 细 ， 所 拓 弥 少 : 
荐 之 多 荐 ， 以 至 于 不 制 ， 则 与 风 午 合体 而 无 所 和 失 侨 ”。 这 就 征 
赔 ， 只 要 取 对 充分 大 ， 用 局, 逼近 r 的 误差 三 以 任意 小 。 卫 的 极 根 : 
就 应 该 是 Y。 

虽然 社 素 的 极限 概念 产生 很 旱 ， 和 极限 理论 的 精确 闸 述 则 是 十 
从 世纪 以 后 的 事 。 下 面 ， 我 们 就 来 介绍 极限 的 确切 含义 。 

定 尺 设 {xn} 是 实数 序列 ，a 是 实数 ， 如 果 对 任意 实数 2 二 0 
都 在 在 自然 数 N， 使 得 只 要 nNN， 就 有 

|xn ~ le, 
那么 我 们 就 说 序列 {xw} 站 总， 它 以 & 为 极限 (或 者 说 序列 {xn} 收 
剑 于 4)， 记 为 
Jimx, = 5 吉 省 n> 

有 有 时 也 号 为 


lim wn = 二 a 或 者 aa CO- + co), 


上 一 二 29 


不 收 襄 的 座 列 称 为 发 订 序 列 。 

注 记 (1) 我 们 用 1x* - a1 表示 用 x， 半 近 4 的 误差 。 按 照 定 
义 ， 所 谓 序 列 {xw} 以 4 为 和 极限， 就 是 说 ， 只 要 我 们 取 + 充分 大 ， 
就 可 使 得 冯 近 的 误差 人 在意 小 〔 小 于 任何 预先 给 定 的 正 数 s)， 

(2) 用 符号 表示 ，limxa =a 的 定义 可 以 写 咸 ， 

CVYEe>OCINEN CY N(x -a| <e), 
而 岸 列 {5。} 不 收敛 于 5 这 件 事 可 以 表示 为 


(CIE>O( YNENYICINEN -| 8), 


几何 解释 设 sE 及 ，s0， 我们 把 开 区 间 (4 一 s,a+e》 叫 
司 4 点 的 5 令 域 。 极 限定 你 中 的 不 等 式 
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1] xz 一 如 | <<8， 可 1 
可 以 写成 
I— Expnadte, TY nN, 
0] 
Xn- 8,d4+£), nN 


因此 ， 如 果 采 用 几何 式 谣 语言 ， 极 限 的 定义 可 以 表述 为 ， 不 论 a 
点 的 邻 域 怎样 夏 ， 序 列 {x,} 以 某 一 项 之 后 的 所 有 各 项 都 要 进入 这 
邻 域 之 中 。 

这 一 几何 解释 帮助 我 们 形象 地 理解 极限 的 含义 ， 对 很 多 情况 
能 够 提示 解决 问题 的 途径 ， 例 如 ， 让 我 们 来 考虑 这 样 的 问题 ， 一 
个 序列 {xw} 能 否 有 两 个 不 同 的 极限 a 和 5? 我 们 可 作 如 下 的 分 
桥 : 因为 < 交 b， 不 妨 设 a<h， 可 取 : 完 分 小 使 得 a+e<b-e 


《这 只 须 到 :满足 0<-s<< ,于 是 的 e 邻 下 与 8 的 e 邻 域 不 相 
交 ( 见 图 二 2)。 如 果 序 列 {xa} 从 某 一 项 之 后 的 各 项 全 部 进入 a 的 


邻 域 之 中 ， 那 么 从 这 一 项 之 后 的 项 就 不 可 能 再 进入 到 5 点 的 s 邻 域 
之 中 ， 因 而 不 可 能 以 4 为 极限 ， 经 过 这 样 的 分 析 ， 我 们 写 出 以 下 
的 关于 极限 唯一 性 的 定理 的 证 明 . 

定理 1 “如 果 序 列 {xs} 有 极限 ， 陡 么 它 的 极限 是 唯一 的 . 

证 明 ”用 反 证 法 。 殷 设 序列 {x,} 有 极限 a 和 5，a 二 b， 我 们 
取 s 扎 RR 窒 足 

0<s< 

于 是 ， 存 在 六 < 了 ， 使 得 ?> 六 时 


dd — EX 二 Es 
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又 存在 NaE 久 、 使 得 n> 六 ;时 
Dex b+e, 
置 N = max{N,,N,}， 则 当 n>N 时 ， 就 有 
一 ET 十 所 
这 与 0<<e< -人 耶 盾 。 口 
我 们 焉 米 分 析 如 下 的 问题 ， 设 fxn} , 148w1 和 {znj 都 是 实 数 序 
列 ， 它 们 满足 不 等 式 
Xn rn YniE 二， 
邵 果 {xa} 和 {z，} 都 是 履 敛 序列 ， 它 们 的 极限 都 是 4; 
imxn, = Lims, = 4, 
那么 基于 序列 1 的 收 二 性 能 有 什么 样 的 绪论 呢 ? 我 们 来 考察 a 
的 任 疮 一 个 z 邻 域 人 -sa+e)， 从 某 一 项 之 后 ，xzn 和 sn 者 应 落 在 
4a 的 这 一 邻 域 之 中 ， 这 果 夹 在 * 和 > 之 河 的 yn 自然 也 必须 落 在 这 
一 邻 域 之 中 。 从 这 一 分 析出 发 ， 我 们 得 到 以 下 定理 的 证 明 。 
定理 2 {类 挤 原理 ) 设 'xw} ,1yn} 和 {zn} 都 是 实数 序列 ， 注 
是 条 件 


如 果 


KA 号 站 合生 。 
limx, = lims, = 4, 
”那么 {ys} 也 是 收复 序列 ， 并 且 也 有 
limy, = a, 
证 明 ”对 任意 5 守 0， 存 在 六 , ,人 N, EN， 全 得 当 交 > 上 时， 
二 


当 #r 汪 让 ;时 ， 
十 5 


省 NN =max{N,,N,}， 则 nN 时 ， 襄 有 
a er 人 Ey 人 rnt 癌 
从 定 交 可 以 看 出 无穷小 讨 列 就 是 以 0 为 权限 的 序列 而 
“序列 {xzaj 以 da 为 极限 ”这 一 陈述 等 价 于 说 “fxn 一 他 是 无 穷 
小 瑚 列 ?” 。 有 区 以 上 简单 的 观察 ， 得 到 了 很 有 用 的 结果 ， 
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定理 3 设 ix4} 是 实数 序列 ，4 是 实数 。 则 以 下 三 陈述 等 价 ， 

《1) 序列 {Xx} 以 2 为 极限 

《2) txn 一 dj 是 无 穿 小 序列 ; 

《3) 存在 无 穷 小 序列 {an} 使 得 

二 Tn t=] ,2 

证 明 《il 之 (2): 上 岂 定 疼 即 可 看 出 。 

C2) = (3): 设 an =xa 一 4， 刚 fa 是 无 穷 省 序列， 并 及 
Ha=a+ions T=, … 
(3) 二 (1)， 存在 NEI， 使 得 ?> 六 时 

|ca | <e， 
Mal=iasl<e。 口 
例 1 试 证 lim 守卫 三 1。 
证 明 对 任意 的 : 汪 0， 要 使 


这 时 


| 和 +T Tt rl 
只 须 
> 
取 大 于 二 -1 的 任意 自然 数 作 为 N (例如 取 N =[1/s 了 D， 风 当 n 沁 > 
六 时 ， 就 有 


十 1 
im 
全 2 求证 mT 


证 明 我 们 有 


| 一 三 二 这 


本 
i 3 十 2 他 十 和 3 


- 52 
3(312 十 2 十 二 
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只 须 取 大 于 1V7e 的 任何 自然 数 作为 N (例如 取 N -= [1/s]+IT)， 几 
当 n>>N 时 ， 就 有 
HH27 一 六 十 2 
3n2 + 2 十 
例 5 设 a>1， 求 证 limb = 1， 
证 明 因为 e>>1， 所 以 21 = WW 1 
Gn = 1, n=1,2,.., 


则 co 之 0、 我 们 来 证 明 {a} 是 无 穷 小 序列 ， 事 实 上 ， 由 


.CQ =【《] +a 1 + na, 


-1|<1 
< <s。 口 


可 得 


an < 一 
1 


这 证 明了 {aa} 是 无 穷 小 序列 ， 三 
例 4 求证 im =1, 
证 明 置 cs = n 一 1 Ne, 09, 我 们 有 


n= 1] 十 Qn} 


nn 一 
=1+non to ... 


> DD 2 


2 
由 此 可 得 
2 
Son Yn2. 
要 使 
2 
RT 
只 须 
n> 和 二 1。 


取 ， = [27e 打 +2， 则 当 n>N 时 ， 就 有 
oan < OO 


0 


例 5 式 证 HimCvnitn -1 =172。 


证 明 我 们 有 
itn-n=v nt{tvn+l-v nn) 
= wm 
VnritvV nn 
inn = | _1 
太 首 2 
ntili—-wv nn 1 


2 A) ntrltv nn) 
1 1 
Gn i 
例 6 已 知 limx,=a， 求 证 


十 人 
= 1 空 四 
lim 2 四 


证 明 设 os=xzn-a na=i 2 则 {co} 是 无 穷 小 序列 。 我 
们 有 


由 和 1 中 例 12 可 知 


{= + Ba 十。 十 On 


一 所 | 是 无 穷 小 序列 ， 因 而 


lim 区 1 十 局 TT 十 竺 由 


2.h 妆 数 序列 的 性 质 


定理 4 收敛 序列 {xs} 是 有 界 的 ， 
证 明 设 imxn=a， 则 对 于 上 = 1>>0， 存 在 NE 苛 ， 使 得 当 
>N 时 ， 就 有 


一 | 如 | 1 1< -ca+1lslai 十 1， 
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天 
lxaj< al +1。 
KK=max{|x | ,|xx| ;1a|l+1}， 下 有 
IxalsK, YneEN. 口 
定理 5 (1) 设 limxrn = oa， 娠 iim|xs|= [el, 
(2) 和 进 limxs= 4 limyn 二 只 风 [ 
lim(xa 主 Ja) =4+b, 
C3) 设 limxs=a，limyn =b， 则 
lim{xayn) = ab, | 
04) 投 xn 关 0 (= io，limxn=a 款 0， 则 


证 明 《li) ||xs| 一 1all 志 |xs 一 &|, 
《<2) 我们 有 
[rst — Ct] |xe -ol + 一 上 | 
对 任意 5 计 0， 存 在 NSN 和 Ns, 入， 分 别 使 得 
当 n>N 时 ，|xn 一 4| 之 212， 
和 
当 n> Ns 时 ，|yn 一 ?了 | <8/2, 
itN = mar{N', N,}, 刚 当 n> 入 时 ， 犀 有 
| xs 土 yn 一 C2 圭 交 | 
xn a|l+ yn -VI<a/2 ta/2= 8, 
C3》 因为 收 化 序列 足 有 界 的 ， 所 以 存在 KE 怕 使 得 
yn R= : 
不 妨 设 之 90。 又 可 取 LE 及 舍得 
了 人 | el 
了 于是， 我们 有 
[xnyn— etl = | (xn -ayn ta(yn 一 加 | 


$2 


lxa-allyal + [laflys—b] 
<K|xn—al +Llyn—bl. 
对 性 间 8 计 0， 存在 NiEN 和 N2€ NN 分 别 使 得 


当 H > 六 时 ， [xn -al<aF’ 

各 

z n> No， lyn -51 < 2 
置 N =max{Ni,Nz}， 则 当 n>>NN 时 ， 就 有 

[xnyn 一 ab|K|xe 一 和 | 二 三 | 如一 人 | 
££ EE. 
z < 了 
《dj 因为 imxs = 4， 所 以 对 于 |41/2 之 0， 存在 NoEN，, 使 得 


当 n > N, 时 ， 
jxa -al<lal/2, 


这 时 
Ixa {= a- Cexn) ltl- le- x4)>121/2, 
la— xr| 

二 <a ll 

对 任意 5 让 0， 存在 NN,EN， 使 得 当 ? > 只 时 ， 
[x -al 

填 N =max{No, Ni}， 则 妆 ?” 全 关上 时 ， 就 有 

| 1 1 

‘a iTal |xs — al <e, [ 


推论 《5) 设 limxx=4,6E 及 ， 则 
lim Cox,) = 00, 
{6) 设 xXn 半 0 (n= 1,2,*), limx» = 4 天 0,iimyn ~ b, 则 


日 总 


注 记 ”定理 5 及 其 推论 中 前 () 一 (86) 可 以 形式 地 写成 以 下 公 
式 : 

CY Bimlxr| = |limx,|s 

(2 limi{xn i Yn) = inn, + limyss 

3) Tim(xnyn) =limxn « limyn; 


1 
limx,! 


.1 


(SY lim(exn) = climxny 


C6) lim ge = HY, 
查 在 运用 讨 一 定 要 注 人 屿 上 面 这 些 公 式 成 立 的 条 件 。 一 一 条 件 的 确 
切 陈 述 旬 定 埋 5 及 其 推论 ， 概 括 说 米 就 症 ， 这 些 公式 等 号 右边 的 
武子 要 有 意义 ! 

例 7 了 求证 对 于 0<2 委 1， 世 有 

limt bb = ] 。 

证 明 ?= 的 情形 是 显然 的 。 只 须 考 虑 0 之 ?< 之 1 的 情形 ， 在 

例 3 中 我 们 已 经 知道 : 对 于 a>1I 有 


lim Ya =1. 
1 一 1 
对 于 0<<p<1， 记 4 = 证， 则 4 这 1， 并且 = 一 。 于 是 
limd bb = Tim wo. 
= lim yw 
1 1 
ina 1171 


例 8。 求 lim 和 Ye + 工 ， 这 里 o>0， 
解 。 先 来 看 。 = 0 的 情形 ， 这 时 


， 如 1 。 1 . 
Lim Vor l= Jim n=l 


避 #4 


再 来 看 2 盖 0 的 情形 ， 这 时 我 们 有 


WE<W e+ 二 <VY2f 


因而 lim Mo + 二 = 1。 综 合 两 种 情形 ， 我 们 得 到 


， 则 1 _ 
lim W e+ 工 =1， 如 
例 9 求 极限 
lim > ,gt (C9|<1). 


例 10 设 {an} 是 实数 序列 ，an>0 (Yn) ，lim an= A>0。 


求证 
Lim /adenan = 4, 
证 明 出 不 等 式 


人 
Wa dst 二 一 一 一 


各 
V -1 了 1] dl yo dn 
一 
a1 fa 他 1 
可 得 
7 一 
1 ,+l 
Ql Ua rn 
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我 们 记 


如 ;十 @@s 十 oa 十 证 
zn 
因为 
Yn YnEN, 
limzxn = FT = Ah 
( 动 
limsens= 上 4， 
斯 以 有 


limyn=A. [| 
在 有 关 极 限 的 一 些 证 明 中 ， 常 常用 到 涉及 绝对 值 的 不 等 式 和 
加 减 辅助 项 的 技巧 。 便 如 在 极限 的 加 法 法 则 与 鞠 法 证 则 的 证 明 
中 ， 我 们 用 到 以 下 关系 
[xnt yn tat | [zn -a| + yn ~ 6|， 
[ayn — ab|l= |xnts ~ Ayn + yn — ab| 
Slxa-allyal + fallya —b|, 
车 引用 定理 3 ， 通 过 无 穷 小 序列 来 表示 收 全 Q 序 到 ， 则 往往 可 以 使 
证 明 更 加 平易 显然 ， 便 如 ， 序 列 极限 的 加 革 法 则 与 羔 站 法 则 可 以 
这 样 来 征明: 
设 limx, = a，limy, w=， 出 
xm 二 人 二 Cn Yn=b+t+ brs 
这 里 的 tasj 和 {t6aj 都 是 无 穷 小 序列 。 于 是 
Xn n=+b+on th,, 
ng = +ap, han npn., 
思 为 {84 + 上} 和 {aBr bon + a8aj} 都 是 无 穷 小 序列 ， 所 以 
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lim Cxn + yn) = + b, 
lim({xn vn} = 0b, . 
在 讨论 中 引 和 无穷小 序列 ， 常 常 可 使 复杂 的 问题 简章 化 。 我 
们 再 举 两 个 例子 。 
例 11 设 limx,=4，1limyn=b， 洪 记 
Xia on dl 


起 之 一 一 人 n=] 之 va 
家 ff Es rs 昌 


则 有 
limtt, = AP, 
证 明 ”我 们 有 
0 xn =a+0n yn=b+Brs 


这 里 的 {cns} 和 {8。} 是 无 穷 小 序列 ， 于 是 


_ (Cato +t +t ttata) tb +A) 
伍 


bta 一 一 人 


Qi 十 十 在 
一 | + . 一 全 


, QB 十 +t Gap 
六 
无 穷 小 序列 由 是 有 界 序 列 ， 可 设 
18 | LL, 了 HT 全 。 
因为 
dBr tT +n 


[oo 
7t 入 


< - 工 ， 
所 i 

et te 

\ 


者 


是 无 穿 小 序列 。 又 因为 


Ce 


也 都 是 无 穷 小 序列 ， 所 以 
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lim ur a, [9] 
例 12 设 1im x,=a。 求 证 


X1 + DXg 十 ore + Nn 
也 一 一 


li 
2 


证 明 我们 有 


= 

= 了 。 
. Xn = ons 

这 里 {9s} 是 无穷 小 序列 ， 于 是 

Xi 二 DXs 二 rt xn 

nn 


_ (a+) +2C+ oD) + + RO On) 
= 


+1 a 
on . 
因为 
nt nt nm all +fiea[ fy + an| 
元 = 1 于 
所 起 
。 十 
lm tn 
i jo 十 + a 
入 十 . nl pn 2 Tn 
=lim tliatrlim® 7 ” 


Ti 


2.6 收 钱 序列 与 不 等 式 


定理 6 如 时 lim xn<<lim ys 《这 就 是 说 ， 如 果 lim x = a。， 
limy。=5,a<<b)， 那 么 存在 入 EN， 使 得 n>N 时 有 
Xn yn 
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证 明 对 于 se= 全 >0， 存在 NIEN 和 Ns<N， 分别 使 
得 
nN 2 EX 二 8 
和 
nN Eb eT yr e, 
导入 = max{N,N 和 No}， 则 n> 入 于 就 有 
Xn ate=b- Ey [|] 
注 记 ”定理 6 的 几 种 常 避 到 的 特殊 情形 分 述 如 下 ;: 
(1) 设 Xx 二 4 是 常数 列 ， 这 时 定理 6 成 为 : 邵 果 lim ys>a， 
那么 存在 NEN， 使 得 当 n>N 时， 就 有 
ya > 
C2) 设 yr 二 2 是 常数 列 ， 这 时 定理 6 成 为 ， 如果 lim xn<<5， 
那么 存在 六 EN， 使 得 当 n 六 时， 就 有 
Xn bs 
《3) 综合 (1) 和 {2)， 我 们 得 到 ， 如 果 
a lim zr < b, 
那么 存在 和 NE NN， 使 得 当 n>>N 时 ， 就 有 
dan<b. 
定理 7 如 果 {xw} 和 {yn7 都 是 收 钱 序列 ， 并 且 潢 足 条 性 
Yo Yn N), 
那么 
lim x Elin yn, 
证 明 胃 反 证 法 ， 如 果 lim x,>iim ys， 那 么 根据 定理 6 在 
在 NEN， 使 得 n>NN, 时 
Xn ne 
取 17>max{No,N 和 Ni 就 得 到 地 盾 。 1 
注 记 即使 有 
XZr<yny YAEIN, 
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也 不 能 保生 lim xs< im yn。 本 和 加， 进 *n= 走 ， Hn 二 出 显然 
丰 
， Xn ns N= 1 ,dp 
得 
Lim x = lim 1 一 站 
例 15 设 给 定 自然 数 《 实 2，。 试 对 充分 大 的 n 判别 以 下 三 式 的 
太 小 顺序 : 
_ nt, Kk", ni, 
解 因为 limg = 0 之 1( 套 看 $1 的 例 10)， 所 以 对 充分 天 的 
应 有 人 
Fi<l, ntck®, 


又 因 为 tm 和 = 0< 区 参看 8 1 的 例 11)， 泊 以 对 充分 大 的 并 应 有 


人 "nl, 
这 样 ， 洒 充分 大 的 ni 应 有 ; 
nck nl, 
例 14 设 妥 守 0， a 天 0。 问 当 ? 充分 大 的 时 候 


2 An +hnie 
4n toBntt 与 JnrrBnro 


各 有 怎样 的 符号 ? 
解 ”因为 
lim (4+ 8 r+)= 向， 


所 壕 对 充分 大 的 mn 有 
1 1 
入 二 是 CD0， 


An2 + Bit+ 人 人 
= ns(4 十 且 二 十 Cas)>0, 
又 国 为 


1i ans + bn+e 
.rn + Brnt+C 
i 1 
jjim d+ + on a 
“A+BL+OG A 
， 2 


Aan bnte 


所 以 当 4 充分 大 的 时 候 ， 龙 5 与 4 间 号 ， 因而 与 。 同 号 ， 


$3 站 化 原理 


按照 定 艾 ， 序 列 {*aj 称 为 是 收 伍 的， 如果 存在 一 个 实数 < ， 
使 得 
CYVE>DCINEN CY n> NY xn ~ 2| 5), 
但 是 ， 我 们 事先 怎样 来 判断 能 否 有 这 样 的 实数 < 存在 呢 ? 换 句 话 
说 ， 怎 样 来 识别 一 个 序列 是 否 状 敛 呢 9 本 节 就 来 讨论 这 个 问题 。 


5.a 单调 收敛 原理 


定 尺 ” 〈1)》 车 实数 序列 tx 满足 
ARSXp+ly YNETIN, 
如 称 这 序列 是 递增 的 或 者 单调 上 庆 的 ， 记 为 
{xn} + . 
(2》 若 实数 序列 {ys} 满 足 
Vn YEIN, 
则 称 这 序列 是 递减 的 或 者 单调 下 隆 的 ， 记 为 
{yn} 4 . 


7 了 I 


《3)》 单调 上 升 的 序列 和 单调 下 降 的 序列 统称 为 单调 序列 , 
浅 记 ”如果 (U 中 的 不 党 式 总 是 严格 地 成 立 ， 即 
Xt gm 
那么 我 们 就 说 序列 {xa} 是 严格 递增 的 或 者 严格 单调 上 升 的 。 如 果 : 
《2 中 的 不 等 式 总 是 严 猪 地 成 立 ， 即 
gpPVnr ynEIN， 
那么 我 们 就 说 序列 {yn} 是 严格 北 减 的 或 者 严格 单调 下 洋 的 。 
定理 1 化 增 序 刘 {xaj} 收 襄 的 充分 必要 和 菜 件 是 它 有 上 界 ， 
证 明 ”次 要 性 。 收 殴 序 列 是 有 界 的 ， 
充分 性 。 设 序列 {*zsj 有 上 界 ， 则 存在 上 确 错 
a=sup{xn}, 
对 任意 s>0， 显 然 2 一 EA 因而 存在 xx 使 得 
EAN 
于 是 当 f>N 时 ， 就 有 
Q 一 下 NS。 
这 证 明了 
lim xn, = a=sup{rn}, [1!} 
推论 ” 递 诚 序列 {y 收 总 的 充分 必要 条 性 是 它 有 下 界 。 
证 明 全 xn= -Jn nm=12… 就 可 六 把 这 情形 转化 为 定 
理 1 中 的 情形 ‘直接 证 明 也 很 容易 )。 吕 
十 记 4) 我 们 看 到 ， 递 增 有 界 序列 {x,} 的 极限 助 它 的 上 确 
界 
lim x = sup{xn}, 
间 梯 可 以 证 明 ， 递 减 有 界 序列 {yn} 的 极限 即 它 的 下 确 界 
1im ya = inf {yn}, 
(2) 因为 一 个 序列 的 收 锚 性 太 其 极限 值 都 只 与 这 序列 的 尾部 
( 即 从 某 一 项 之 后 的 项 ?有 关 ， 所 以 定理 1 及 其 推论 中 的 单调 性 条 
件 可 以 间 弱 为 “从 某 一 项 之 后 单调 2”， 即 
Xn TD 
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yy Yn>N, 
例 1 设 a>0, 求 极限 limii， 


解 记 x» = n=1,2,…。. 显 然 有 
xa>0, YnelNN. 


对 于 充分 大 的 ?有 
nei 人 ~!* 
这 时 总 有 、 
a da” 三 
关 关 二 六 a 二 rl 


nl™ nl “站 七 


自 单调 收敛 原理 可 知 ， 序 列 {xw} 有 极限 。 记 这 极限 为 x。 在 以 下 
徐 式 中 取 极 限 


总 
Xr+l— A 


我 们 得 到 
二 0*x= 00, 
这 就 是 说 
lim— = 0 
nl 


rn=V ITVFT TCn 重 根 号 ),…。 试 求 lim x 
解 ” 序 列 {xn} 是 递增 的 
Kn MD TW I Tv Fy 2 cn+1 重 根 号 》 
>V2+YVTTm+YZTi(n 重 根 号 ) 
= ns YnENN, - 
我 们 用 归纳 法 证 明 座 列 {xw} 有 上 界 2。 首 先 ， 显然 有 X=V2 
< 一 2 。 其 次 ， 如 果 xn<<2， 那 么 xnt=w 2 +xr<23。 这 证 明了 


73 


xa<2， YET。 
根据 单调 收效 原理 可 设 


limx, 一 已。 


从 等 式 
取 极 限 得 


要 .一 
Xt 一 区 一 立夏 


如 2 一 人 一 了 一 站 


解 此 方程 得 a。=2 或 4= -1。 但 显然 应 该 有 a>0， 所 以 


limx, = a= 2, 


例 3 设 2>0,x0>>0。 序 列 {xa} 由 以 下 递 推 公式 定义 ， 


xs (rnt n= 1 ,2 ,me, 
试 证 
lim xo = a 
证 明 ”我 们 有 
1 +3>2 Yi>0, 

《这 是 算术 平均 数 与 几何 平均 数 不 等 式 的 一 种 特殊 和 情形。 直接 证 

基 也 很 容易 。) 由 此 可 得 . 
afxni Va -一 
ta (G+ )>a, VREN 

由 此 六 可 得 到 


也 就 是 


. nt ET 
序列 {xw} 递 减 而 有 下 界 ， 可 设 
limxs, = x, 
是 然 有 
rv a > 0, 
序列 {xsj} 满 足 递 推 公式 


了 4 


| 一 全 (xs 于 2). 
位 


在 这 公式 中 让 n 一 + c 取 根 限 就 得 到 


-1 a 
x = >{x + 人 


贡 和 一 世 。 
但 已 知 x > 0， 所 以 * =w a。 我 们 得 到 ; 
limxs=x=wv a, 口 
例 3 提供 了 一 种 通过 选 代 近似 求 算术 平方 根 的 计算 方法 。. 
例 4 ”我 们 来 考察 序列 


1 二 
x = 1+) ; = ,De 


仿 梧 $1 例 3 中 的 作 准 ， 可 以 将 x 表示 为 


区 nn 三 1 十 1 + {1 -二 ) + 二 (1 - 工 jf -二 ) 
21 条 31 Li nl 


二 -二 ja - 2)-( _ 4 !) 
十 vee 二 (i - 工 | (i 一 2 -2 二 1). 


在 xna+ 的 类 似 表示 式 中 ， 前 面 n+1 项 的 每 一 项 都 此 xzv 表示 式 
中 相应 的 项 大 ，。 不 仅 如 下 ，xn+:1 的 表示 式 还 比 xs 的 珊 示 式 多 一 
个 正 项 ， 通 过 这 样 的 观察 ， 我 们 得 知 

van YREN, 
在 31 的 例 3 中 ， 我 们 已 经 证 明了 序列 {xw} 的 有 界 姓 ， 


] ] I 
由 < 扫 - 天 1 十 + 一 十 一 -十 wa 二 一 - 
Xn 27 + 3 


+ 而 
] 
< 小 一 十 一 -十 十 -一 -~ 
< 2 2 2 
1 Cif2)" 1 
= 工 + 一 1 十 =3。 
1- 2 ~ 1-172 


涪 列 {xn} 递 增 而 且 有 界 ， 因 而 必定 收敛 。 人们 约定 用 字母 表示 
这 序列 的 极限 值 : 
Ts 
已 =lim(1 二 元 ) 。 


数 5 是 数学 中 最 重要 的 常数 之 一 ， 它 是 一 个 无 下 数 ， 其 最 证 


几 位 数字 为 
2.?718281828459045vwe。 


在 数学 的 理论 研究 与 应 用 中 ， 以 。 为 底 的 对 数 起 着 重要 的 作用 ， 
这 种 对 数 称 为 自 起 对 数 。 因 而 数 。 被 称 为 自 杖 对 数 的 底 ， 正 实数 
x 的 自然 对 数 通常 记 为 nx 或 者 logx， 即 


Inx = logx = Iogsx, 
3.b 闭 区 间 夺 原理 与 液 尔 查 诺 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 


如 果 一 列 半 区 间 {[eu ,Pa2} 福 足 条 件 

C1) [an ,Bo 一 [asp ]， YNnEN, 

(2) lim(bn, — ar) =0， 
那么 我 们 就 说 这 列 闭 区 间 形 成 一 个 闲 区 间 套 ，. 

从 单调 收 语 原理 出 发 ， 我 们 将 推导 关于 两 个 “相向 ”单调 的 
诬 列 的 收敛 原理 。 这 后 一 诛 理 可 以 用 几何 式 的 语 守 陈述 如 下 ; 

如 果 {[as ,8 形成 一 个 六 区 间 矢 ， 那 各 在 在 唯 -一 的 实 数 e ， 
属于 所 有 这 些 用 区 间 [e ,Bo]。 

大 们 把 这 一 结论 叫 和 散 “ 财 区 闻 套 康 理 *”， 它 在 数学 分 析 的 许 
多 证 明 中 起 重要 人 作用。 下面， 我 们 以 “相向 ”音调 序列 的 形式 ， 
陈述 并 证 明 这 一 原理 。 读 者 应 恋 能 认 出 ， 这 样 的 表述 与 “* 闭 区 间 
赛 ” 式 的 几何 表述 说 的 是 -: 回 事 。 

定理 25 闭 区 间 赛 原理 》 如 果实 数 序列 few 和 12o; 清 是 条 件 

(1) an_1ran bnbn lg 

C2) Hmtpb, ~ an) =", 
那么 

《il 序列 {fan} 与 序列 {2，} 收 合 于 相同 的 极限 慎 ; 

了 


lima, = limb, = 人 ¢, 
Gi) “是 满足 以 下 条 件 的 唯一 实数 : 
dann VNREIN, 
证 明 ti》 由 条 件 (1) 可 得 
Cnn 
我 们 看 到 : 序 刚 fan} 递增 而 有 上 和 界 5,。 同样 可 以 证 明 序 列 1bn} 化 
减 而 有 下 界 4,。 祖 据 单调 收敛 原理 ，7an} 和 {Vw} 都 是 收 全 序列。 
由 条 件 《2) 可 得 
lima, — limp, = limfpn ~ An) = 0, 
这 证 明了 褒 列 {4x} 与 序列 {5} 的 极限 相等 ; 
1ima = limb, = 6, 
(ii) 因为 
eo= supidan: = inf:p,,}, 
所 沁 显 然 有 有 
neny 中 ET 
刘 采 实数 也 识 足 条 件 
nt br, YiEN, 
那么 在 上 式 中 下 ”一 + ce 取 极 限 就 得 到 
0” = lima, 二 limp, 三 
这 开明 了 满足 所 述 条 件 的 实数 5 是 唯一 的 。 贡 
浅 记 闭 区 间 套 原理 的 各 条 件 对 于 保证 结论 成 江都 是 十 分 重 
要 的 。 以 几 人 条 式 的 陈述 为 例 ， 我 们 说 明 以 下 事项 ， 请 读者 予以 注 
意 ， 
(1) 如 果 一 列 讲 区 向 不 是 一 个 套 在 另 一 个 之 中 的 ， 那 么 这 列 
闭 区 间 就 有 可 能 不 含 公共 点 。 财 区 间 序 列 {[n ,n+ 1 oj 就 是 这 样 
的 例子 。 
《2)》 记过 一 列 困 区 闻 一 个 僚 在 另 一 个 之 中 ， 但 这 列 闭 区 间 的 
长 度 不 收 统 于 0， 那么 属于 这 列 闭 区 间 的 公共 点 就 不 下 一 个 。 例 
如 了 闭 区 洱 序 到 {[ 一 1 一 14175,1+177]} 的 公共 点 就 形成 一 个 闭 区 闻 
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于 一 1 了 ]。 
《3) 如果 把 闭 区 间 奔 换 咸 了 “ 开 区 间 套 ” 
{Ca ,bn)} 
《 仍 要 求 区 间 的 长 度 收 缩 于 0 》， 那 么 仍 存在 


t=lima, =1limb,, 


得 。 可 以 不 属于 备 开 区 间 (2a ,8%). 区间 大 fo 工 让 就 是 


这 种 情形 。 
定义 设 {1zaj 是 实数 序列 ， 而 
NN NE NR 
是 -- 串 严格 递增 的 自然 数 ， 则 


nl Yap 了 es 1 Ei 


也 形成 一 个 实数 序列 。 我 们 把 这 序列 {fx ,叫做 序列 {x} 的 子 冯 
列 (或 者 部 分 序列 )。 请 注意 ， 子 序列 {x ,} 的 序号 是 最 下 面 的 标 
号 区 。 

随 着 递增 自然 数 审 {naz} 的 不 同 选 择 ， 我 们 得 到 序列 {z*s 的 不 
同 的 子 序 齐 {x，,,}。 但 如 果 序 列 {f*n} 本 身 是 收敛 的 ， 那么 它 的 所 
有 的 子 序 列 都 收 敏 于 同一 极限 ， 

定理 5 设 序列 {xro 收 效 于 2 ， 则 它 移 在 何 子 序列 {x,,} 也 都 
收 仇 于 同一 极限 < 。 

证 明 对 任意 E 汪 0， 存 在 NEN， 司 得 只 要 nn 省 和 N ,就 有 

[xn 一 和 < 
当时 就 有 mk> 六 ， 因 而 这 时 有 
[x 一 | < 别 

即使 序列 {zn} 本 身 不 收 伍 ,仍然 有 可 能 它 的 某 个 子 序列 {fz。)} 

是 改 证 的 。 例 如 序列 
‘xn = 1)", n=1,2,, 
本 身 并 不 收复 ， 但 它 的 子 序 列 {xar} 却 收 敏 于 I 。 这 方面 的 一 个 
了 名 


十 分 普遍 的 结果 是 著名 的 波 尔 查 语 -维尔 斯 特 控 斯 (Bolzano-Wei- 
erstrass) 定理 : 娃 意 有 界 序列 {*n} 都 具有 收 谎 的 子 序 列 。 我 们 来 
分 析 这 一 定理 的 证 明 思 路 。 假 如 {zs 有 -一 子 序列 {x。，} 收 伍 于 e， 
那么 在 6 点 的 任意 小 的 邻 域内 都 应 含有 {x,,} 的 无 穷 多 项 ， 因 而 
也 含有 序列 {*n} 的 无 穷 多 项 。 以 于 将 看 到 ， 证 明 这 一 定理 的 其 键 
在 于 : 寻找 这 样 一 全 点 ， 在 读 点 的 任意 名 近 都 聚集 着 序列 {x。》} 
的 无 穷 多 项 。 我 们 将 用 对 分 区 间 读 (又 称 波 尔 查 诺 方 法 ) 来 搜寻 这 
样 一 个 点 。 

定理 4 了 plzano 一 角 eierstrassy》 讶 长 sj 是 有 界 序列 , 风 它 具有 
收 敏 的 子 序列 . 

证 明 ”序列 {xn}+ 有 界 ， 因 而 可 设 
assxYnssp， YNnEN., 


用 中 点 < 把 闭 区 间 [a ,5] 对 分 成 两 个 亲子 区 间 


f a 五 | uth . 
和 
在 这 两 个 闭 子 区 间 中 ， 至 少 有 一 个 含有 序列 {xn} 的 无 穷 多 项 ， 我 
们 把 这 一 闭 于 区 间 记 为 
Lea, 


再 把 闭 区 间 [ai,5b1] 对 分 成 两 个 闭 子 区 间 


[oe 和 |] 


在 这 两 个 团子 区 间 中 ， 叉 至 少 有 一 个 含有 序列 {x4} 的 无 穷 多 项 ， 
我 们 把 这 一 闲 子 区 间 记 为 

[Las ,Ps ]. 
一 般 地 ， 和 如 果 已 经 求 得 闲 区 间 [Lax ,bk]， 它 食 有 序列 {xs} 的 无 穷 
多 项 ， 那 么 就 再 把 这 闭 区 间 对 分 为 两 个 闲 子 区 间 


Qk +t bx St kbs | 
[ox 了 | 和 | 竺 + UR fs 
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在 这 证 个 了 闭 子 区 间 中 ， 至 少 有 -~ 个 含有 序列 {xn} 的 无 穷 多 项 ， 记 
这 一 团子 区 词 为 
Ler drt 
用 上 述 方式 ， 我 们 得 到 一 电 团 区 间 
La ,hoe ,Ds Om Tar, br le, 

其 中 第 无 个 闭 区 词 Caxr,bij 的 长 座 为 
pb, an -Le 

号 
报 据 财 区 间 套 原理 ， 可 以 断定 存在 一 个 实数 ” ， 清 是 

2 各 [arp ， YEEN, 

我 们 来 证 明 序 列 {xn} 有 一 个 子 序列 收 钙 于 5。 首 先 ， 因 六 
{xn} 有 无 窃 多 项 在 La1,5,] 之 中 ， 我 们 可 以 选取 其 中 茶 一 项 ， 把 它 
记 为 Xm。 占 后 ， 因 为 {x»} 有 无 究 多 项 在 [4 ,bj 之 中 ， 我 们 可 
以 选取 其 中 在 xn 之 后 的 某 一 项 ， 把 它 记 为 xs。 继续 这 样 估 下 
去 ,一 般 地 ， 在 x,, 选 定之 后 ， 因为 {fyns} 有 无 穷 多 项 在 [apst 
bx+tj 之 中 ， 我 们 可 以 选取 其 中 在 x, ,之 后 的 某 一 项 ， 把 亿 记 为 
x ,1。 内 这 种 方式 ， 我 们 得 到 {xn} 的 一 个 子 序列 {x, ,1}， 它 禄 足 


ra Elar srl, YEEN, 
因为 


“， YY xT 


一 
Ta © | — ax = oF 


所 以 


3.6 柯 西 收 效 厚 理 
如 果 序 列 {xnj} 了 以 训 于 &， 那 么 这 序列 中 序号 充分 大 的 两 项 Yn 
和 xxa* 者 接近 于 aa ， 因 而 这 两 硕 本 身 也 就 外 此 接近 。 更 确切 地 说 ， 
对 性 意 e2>0， 在 在 站 EE 和， 使 得 当 记 ,nn 半 NN 时 ， 有 
|xm — al<e/2, za 一 Ga < 
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] xm 一 xn = (sm 一 0 《xs 一 他 | 
Ixm 一 | +|xa 一 | 


< TEA 


定义 ”如 果 序 列 {xzasj 满 足 条 件 : 对 任意 :>>0， 存 在 EN， 
鸽 得 当 和 ,> 时， 就 有 
[一 me 
那么 我 们 就 称 这 序 询 为 基本 序列 《了 酌 者 柯 丁 序列?。 
首 答 叶 表 示 ， 基 本 序列 的 条 件 可 以 写成 ， 
CY eMCINEDGY mn > N) (Cixm- Xa| <6]。 
从 上 面 的 讨论 可 知 :， 收敛 序列 必定 是 基本 序列 。 我们 将 权证 
明 移 一 个 更 为 重要 的 事实 是 ， 任 何 基 本 序 别 也 必定 是 收敛 序列 ， 
一 一 这 就 是 著名 的 柯 西 收 你 原理 (通常 就 简单 地 称 为 收 玄 原理 )， 
引 理 ”基本 序列 {xn} 是 有 界 的 ， 
证 明 泽 于 =1, 存 在 和 NEN， 使 得 上 只 要 是 贡 ,n 汪 NN, 让 有 
| xm — x | 1, 
于 是 ， 对 于 nn 站 NN， 我 们 有 
ixalE | Xs xXx) + |Xwyri| 1l+ lxwrile 
车 记 
K=maxi{xi| |xyl LI+| xcwrailjy 
则 有 
[xn| 寺 ,vnEN., 口 ] 
波 尔 查 诺 和 柯 西 首先 指出 以 下 重要 的 原理 。 
定理 5 ( 收 合 不 理 )〉 序列 {xs 监 伐 的 必 此 充分 条 件 是 : 对 任 
总 Eu 存在 NEN， 使 得 当 症 ,mn>AN 时， 就 有 
[Xm ~ Xn! < 
换 句 话说， 
序列 {Xr} 收 皱 所 之 序列 [xn} 是 基本 序列 ， 


sl 


证 明 ”必要 性 部 分 的 证 明 已 见于 上 面 的 叙述 。 这 里 证 明 充分 
性 ， 因 为 基本 序列 是 有 界 的 ， 引 用 波 尔 误 诺 -维尔 斯 特 控 斯 定理 ， 
可 以 断定 存在 序列 {xn} 的 收 化 子 序 列 {zw,}， 设 


区 m 全 (> + toy, 


对 任意 2 汪 0， 存 在 和 NEN， 使 得 当 mm 时， 就 有 有 
[Xm — Xn | ef, 
又 ， 存 在 Ni EN， 使 得 上 >>N, 时 有 
[a~ Xr, [<e/2. 
以 下 取 定 一 个 上 >max{N ,Ni}。 对 于 任意 的 m>N 有 
[a~ xal la ro [+ [xa, — xnl 
<ef2+e/2 = ee, 
这 证 明了 
lim xn = 4, | : 
在 收 纹 原理 的 陈述 中 ， 妈 和 1 是 任意 两 个 大 于 的 自然 数 ， 
我 们 可 以 认为 w 汪 n， 于 是 机 可 以 写 
m=n+p, 
这 样 ， 收 敛 原理 可 以 陈 述 为 以 下 形式 《这 种 形式 有 时 更 便于 运 
用 ):; 
序列 {Xn} 收敛 的 必要 充分 条 件 是 : 对 任意 se>>0, 存在 NE 
NNN， 使 得 对 于 任意 7>N 和 pEN， 部 有 


|xnrn — Xn | <E。 


例 5 序列 zx。 =( 一 DD*n=1,2,…) 不 收 襄 ,事实 上 ,不论 
多 么 天 ， 总 有 
| oi ~ Kap! | = 2 


例 6 湛 察 序列 


在 $1 的 例 5 中 ， 我 们 已 经 证 明 这 序列 是 元 界 的 ， 因 而 它 不 可 能 收 
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伐 ， 这 里 ， 我 们 用 收 笋 原理 再 一 次 验证 这 一 判断 。 事 实 上 ， 不 论 


于 多 人 科大 ， 总 有 
1 | 1 
[xsn 一 xr| =A 
nd 
2 2 


国 而 序列 {*n} 不 可 能 收敛 。 
全 7 设 9 人 要 ,19|< 一 上， 


租 
9 =1+tIte t+9"! 


C= 2, 
试 证 序列 {Xs} 收 化 ， 
证 明 我 们 有 
| 一 2 Sl" tt || "tl 
= [9|*C1+e + |9g[?-!) 
TS 


我 们 已 经 知道 im14|" =0 (参看 81 中 的 例 ?7。 因 而 ， 对 任 赵 e>> 


1a|"< Ci — 19|)7e。 


这 时 就 有 


[Xn 一 
例 8 设 c= SI-1 
区 
证 明 ”我 们 有 


[xnrp— Xnl 


1 . rw 二 
TI TY1)》 《如 十 万 一 1 十 万 ) 


Xa| 达 8。 门 
十 woe 十 i 试 证 席 询 {xj} 懂 伐 。 


I 


于 
= rr) 
Cr 十 本 《入 十 万 3 2 
] 


名 


=-( 工 - 1 ) + + 1 ) 
nn +1 n+n—l1 n+p 


1 1 1 


RD 
革 尾 意 8 守 0， 可 让 计 =[1/s]+1， 则 对 性 意 的 ?> 竺 和 ?EN 都 
有 


虽 


[xnip— Xn|l/n<e. 站 


84 无 穷 大 


在 发 散 序 列 之 中 ， 仍 有 一 类 认 列 具 明 显 的 变化 趋势 ， 这 就 是 
无 穷 大 序列 、 本 节 讨 论 这 一 类 序列 ， 


4.& 无 穷 极 限 
考察 序 刘 


Hn = 1, n=1] ,ny 
Un = C1)"n, n=1,2 ,ey 
wa=1i+t1i/2tm +l/ny nel,2,", 
”这 些 序列 虽然 不 收敛 ， 但 却 有 一 定 的 变化 趋势 ， 即 对 充分 大 的 
nn， 序列 的 项 可 以 大 于 性 孝 大 的 正 数 。 这 是 无 旁 天 序列 的 一 种 情 
形 。 

天 于 一 般 的 无 穿 大 序列 ， 我 们 有 以 下 定义 。 

定义 ” (1》 设 {xze} 是 实数 序列 。 如 果 对 任意 正 实数 王 ， 存 在 
自然 数 入 ， 合 得当 n>N 时 ， 就 有 

xm > 五 
那么 我 们 就 说 序列 {xw} 发 散 于 + ce， 记 为 
ITim x = 十 oo。 

(2) 设 1yn} 是 实数 序 询 。 如 果 对 任意 正 实数 EE， 存在 自然数 

于 ， 使 得 n>NN 时 ， 就 有 
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Ja<c 一 了 ， 
那么 我 们 就 说 序列 {yn} 发 散 于 一 2， 记 为 
lim zy = ~ oo, 
(3) 设 {znj} 是 实数 序列 。 如 果 序 列 {1zn1} 发 数 于 + 0， 妈 
lim|z,| = + cc， 那么 我 们 就 称 {zr1 关 无 穷 大 序列 ， 记 为 
lim zn = oo, 
显然 QQ) 和 (C2) 中 的 情形 都 是 无 穷 大 序列 的 特例 . 
几何 解释 我们 引入 记号 
(E,+c0)=ixE RIx>E), 
C-o0,-B={xERiIx<-E}. 
用 几何 和 的 语言 ，lim x4= + co 这 一 事实 可 以 陈述 如 下 : 对 任意 瑟 
汪 9， 认 刚 {xw} 从 某 一 项 之 后 的 所 有 各 项 都 进入 (E, + cc) 之 中 ， 
类 似 地 可 以 作出 lim yn = 一 2 或 lim sn = oo 的 几何 解释 ， 
注 记 上 县 有 无 穷 极限 的 序列 ， 与 具有 有 穷 极 限 的 序列 比较 ， 
在 性 质 上 有 很 大 的 不 同 。 对 两 种 情形 必须 加 以 区 别 ， 所 以 涩 序列 
具有 有 穷 极 限 a 时 ,我 们 说 它 收 喜 子 4 ,而 当 序 列 具有 无 穷 极限 的 : 
有 时候， 我 们 说 它 发 散 于 + co, -co 或 ceo。 
我 们 扩充 记号 aap 了 和 inf 了 的 使 用 范围 约定: 
(1) 者 集 合 £C 叶 及 无 上 界 ， 刚 记 
sp E= +o0s 
《2) 厦 集 合 己 肌 无 下 界 ， 则 记 
int F = — oo0, 
在 作 了 上 上述 约定 之 后 ， 有 关 单 调 序列 极限 的 定理 可 扩充 如 : 
下 。 . 
定理 1 单调 序列 必定 具有 (有 穷 的 或 无 穷 的 ) 和 极限 ,更 具体 地 . 
说 ， 就 是 : 
4 第 并 序列 {xw} 有 极限 ， 
lim xn = sup{xn}s 


(2) 递减 序列 {yw} 有 极限 ， 
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lim ya = inf {ya}, 

证 明 (如果 {xs} 有 上 界 ， 那 么 {Xn} 收 伏 ， 并 且 

lim x = snp{xn} < + 00., 
如果 {xalj 无 上 界 ， 那 么 对 任 共 已 >0， 存 在 xx， 请 足 
xy> 上 . 
于 是 妆 m> 了 时， 就 有 
Zn YXN > 七 
这 证 明了 
lim x = + oo~= sup{xrn}, 
C2) 可 仿照 人 1? 的 情形 给 出 证 明 。 L 
当 有 穷 极 限 的 懂 形 上 类似 ， 对 于 汗 叶 的 无 穷 极 限 ， 也 有 所 谓 
* 夹 挤 诛 理 ”. 
定理 2 设 {x4} 和 {yn} 是 实数 序列 ， 满 是 条 件 
Xn ns ¥nEN, 

则 有 : 

0 如果 lim x = +coc， 那 迄 limyn= + co 

《2)》 和 如果 lim yn = -co， 那 么 limxa= ~ co 

证 明 (1) 对 任意 BE>0， 存 在 NE， 使 得 当 z>N 时 ， 
x>> 王 ， 达 时 就 有 

yn xm。 


C2) 可 仿照 《17 的 情形 给 予 证 骨 。 器 

以 下 定理 也 与 有 穷 极 限 的 相应 结果 类 位 ， 

定理 5 如 果 1lim rn = + co( 上 成 - co ,或 co)， 那 各 对 于 {fxzw} 的 
三 意 子 序列 {xs ,} 也 有 

lim xn = +co( 或 - cc, 或 cc). 

证 明 ” 留 给 读者 作为 练习 。 ” 口 ] 

关于 无 穷 大 序列 与 无 穷 小 序列 的 关系 ， 我 们 省 

定理 4 设 xxn 关 0，Y¥1 所 对 ， 则 
Sb 


iXn} 是 无 穷 大 序列 寺 这 1 详 /xn} 是 无 穷 小 序列 。 
证 明 ” 留 给 读者 作为 练习 。 口 


4.b 扩充 的 实数 膝 
我 们 给 实数 系 及 添加 两 个 符号 - co 和 + co， 这样 就 得 到 了 六 
充 前 实数 条 
R=RU{- ,+ 0), 
我 们 在 灵 中 保留 到 中 元 素 的 顺序 关系 ， 并 县 补充 定义 坑 及 + co 和 
- ce 的 顺序 甘 系 如 下 : 
一 vxXER, 


无 论 是 有 穷 极 限 或 者 是 定 号 的 无 穷 极 限 ，- 一 个 序列 的 极限 都 
不 能 多 于 一 个 。 换 和 句 话 坟 ， 对 于 扩充 后 的 情形 ， 极 限 的 礁 一 性 仿 
然 保持 ， 

定理 5 实数 序列 {x，} 宇 多 只 能 有 一 个 极限 ， 即 至 多 只 能 有 
一 个 cE 及 ， 使 得 


limx, = e。 


证 明 ”如果 {xw} 有 人 印 于 6E 有 及， 那么 它 是 有 界 的 ， 因 而 不 能 
有 无 穷 极 限 。 如 果 {xn} 发 散 于 + co， 那么 {zo} 无 界 ， 因 而 不 能 有 
有 穷 极 限 ， 并 且 从 定义 可 以 大 由 它 岂 不 能 发 散 于 oo。 对 于 {x4} 
发 散 于 一 % 的 情形 ， 可 类 个 地 进行 讨论 。 吕 
对 于 有 穷 棋 限 的 销 形 ， 我 们 曾 证 明 以 下 的 运算 法 则 ， 
limtx, + ya) = lim x + lim ys 
lim Cx yy = lim x + lim ps 
limzyn = lim 业 a 
Fn lim x, 
上 列 每 一 个 公式 成 立 的 条 件 是 该 式 等 号 右边 的 委 极 限 存在 ， 
我 们 希望 将 上 述 运 算 污 则 尽 可 能 地 加 以 推广 ， 鸽 之 能 适用 于 
出 现 示 穷 极限 的 某 些 情形 。 为 此 ， 在 及 中 规定 以 下 一 些 运算 ， 
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(CxO0,1im x 大 0), 


1》 如 果 x 七 及， 那么 

+ 二 0) =( 土 0)} +xX= 土 9， 

x 一 《 士 00) = 和 干 003 

(2) 如 果 xE 有 RR，x 疡 I， 那么 

z 。( 士 co) = ( 士 co) ,X= 土 oo3 
如果 3ER，yY<0， 那 么 

¥* ( 士 207 =( 士 cc ,y= 二 003 
C037 如果 xE 取 ， 那 么 


Er 
(4) +o0)+(C+2) = 十) C+o)- -00)= + oc,. 
CC—-o0)+t-00=-% (0)-(+0)= -or, 
(+eco) to)= to (0.(-0)= + 
一 6 二 = 人 Tec 【一 co 二 一 cc， 
注意 ， 在 及 中 ， 对 于 《+ oo} 一 (+ (+00) (~ 0)y 
[一 co + +ocoo)， 0 ( 士 o)， +o/f+m, 一 cof + oo 


toof ~ oo, 一 co 一 c 等 ， 都 没有 必定 羡 ， 

在 作 了 有 关 规 定之 后 ， 我 们 可 以 验证 ， 以 下 极限 的 运算 法 时 
对 于 允许 出 现 无穷 极 限 的 情形 也 仍然 成 立 ， 只 要 这 些 公式 的 友 辫 . 
有 意义 : | 


lim Cx + yay = lim x + lim yrs 
lim{xn day = lim x "lim yrs 


yn lim yo 
xan im Xx, 


我 们 将 这 些 公式 的 验证 留 给 读者 作为 练习 ， 


lim 


附录 斯 笃 效 《Stolz》 定 理 


如 果 lim x = coy lim ys = co， 那么 对 序列 | 并 | 的 极限 状况 ， 
不 能 利用 极限 的 运算 法 则 得 出 一 裔 性 的 结论 ， 必 须 作 具体 的 分 析 
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订 论 。， 人 们 把 这 样 的 情形 时 做 ceoyeo 未 定型 或 者 co/cc 未 定式 。 
先 请 看 几 个 简单 的 例子 ， 
例 ] 洲 2r 大 gr=m = 1 2 … 则 有 


limye = Iim 一 =0. 
n 了 7 


例 2 洲 xn= 2 Yr = Hl ey ey 则 有 


例 35 著 xzr=TPyo=H=1 2 则 有 
。 gm 
lim, =+%%, 


例 4 若 x=m ys = (1)"n， n=1,2,……， 则 序 列 {yn/xn 
无 极限 ， 

未 定型 的 极限 状况 ， 有 时 比较 蕉 判定 。 斯 等 兹 定理 给 我 们 提 
供 了 处 理 某 些 未 定型 航 限 的 有 效 方 法 。 为 证 明 庆 定理 ， 先 要 作 一 
些 准 备 ， 

在 $1 的 例 12 中 ， 曾 经 讨论 过 如 下 形状 的 序列 变换 (算术 平均 


有 = 守业 六 
ni 


在 那里 ， 我 们 证 明了 : 如 果 {e 小 是 无 穿 小 序列 ， 那 么 {pa} 也 是 无 
次 小 序列 。 下 面 ， 我 们 讨论 更 一 般 的 一 种 序列 变换 ， 

定义 ” 设 给 定 了 一 个 由 非 负 实数 排 成 的 无 穷 三 角形 数 天 (无 
:并 三 角 阵 》 


3 基 三 1 ， 2 a 


tll 


bls zs 


站 1 


如 采 这 数 表 满足 条 件 
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(1) Yigg=1; YneN, 
E=1 


《2》 对 尾 意 给 定 的 下 都 有 
lim tx = 0, 
郑 么 我 们 就 把 这 样 的 数 表 {inx} 中 敌 托 布 利 次 (Toep1itz) 数 表 或 者 
托 布 利益 阵 ， 并 把 序列 变 属 
Bn = 了 n= 1 2 "+y 


呈 做 托 布 利兹 变换 ， 
前 面 提 到 的 算术 平均 变换 是 托 布 利兹 变换 的 一 种 村 殊 信 形 ， 
它 所 对 应 的 托 布 利兹 数 表 是 
tn = 1/n, 
N= 1 R=12 
31 理 1 设 ttwt} 是 任意 一 个 托 布 利兹 数 表 ，{on} 是 任意 一 个 
无 穷 小 序列 ， 并 设 
Pn = 人 下 好 三 二 2 
则 有 
lim 8; = 0, 
证明 对 任何 E>0， 存 在 纪 ENN， 使 得 只 要 《>>my 就 有 
lexr|<<s72。 
对 这 到 定 的 如 ， 又 可 上 服 PE 全 充分 太 ， 使 得 >>p 了 时， 有 
za 


我 们 记 


N= max{m, p}. 
于 是 ， 对 王 ?2A， 就 有 
| 在 过 | 二 


tm m+ tinn|Gnl| 
_E€ 8 
~ Cn tmrn) tn fT tnn) 了 
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< 了 + 一 门 


引 理 2 设 {inx} 是 一 个 托 布 利 想 数 表 ，{uwus} 是 收 剑 于 4 的 一 
个 实数 序列 ， 


则 有 


证 明 我 们 有 


Hn 二 ns 


这 里 1an} 是 无 穷 小 序列 。 于 是 


= > tax 十 a 
La 


王立 tng + DEnkap 


由 引 理 1 可 知 


是 无 穷 小 序列 。 因 而 有 


lim vy, = [1] 


斯 简朴 定理 设 {1xa 和 fy 是 实数 序列 ， OX TXT rh 
Rl 证 且 


lim rn, = + co, 


如 朵 存在 有 穷 极 限 


那么 也 就 一 定 有 
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] it yn 三 让。 
世 


证 明 为 书写 方便 ， 我 们 记 


Xr= Yo = UO, 
考 窦 托 布 利兹 数 表 

tank = Xk Xk 

= 1 9 EE= 1 2 
用 这 数 表 对 序列 
tu Yn Hn-l 71 = 1,?, 
其 下 一 沉 1 

作 变 换 就 得 到 


内 
Fn 二 > 世人 
k=1 


Vk Xk , Ye — YE1 


上 一 1 Xn KE CEL1 


= .Sn 一 一 Ya 
”区 2 CH ye-1) Xn 


n= 1], 2 nr 


我 们 有 


lim wn = &, 


利用 引 理 2 就 得 到 
lim vn, = a, 


外 
lim =a, 广 ; 
例 5 设 tan? 和 {bs} 福 是 条 件 
(Ci) dn > Dy 二 nt oy 
《ii tim 和 一 
则 有 
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im lim 
创 56 ” 考 窒 序列 
on = 1=1,2, 
利用 斯 符 兹 定理 ， 我 们 得 到 
nr 


lm ce, = lm pr nr 


Tim n? 
-pT Tn ee 


_ 1 
六 十 把 
甘于 更 一 般 的 末 定 型 极限 ， 我 们 将 在 第 八 章 $1 中 作 进 一 步 
铬 讨 论 。 下 
$5 消 数 的 极限 


在 预 篇 中 我 们 看 到 ， 求 坊 线 、 求 瞬时 速度 等 许多 实际 问题 都 
归结 为 求 极 限 


]im fix) 一 fre) 

这 类 极限 的 更 一 般 的 形式 是 lim Pi 其 中 三 (0 是 一 定 的 函数 ， 

一 般 说 来 ， 在 讨论 极限 Hm 人 (x) 的 上 时候， 我 们 只 要 求 FCx》 
在 局 点 附近 除 这 点 之 外 的 地 方 有 有 定义， 并 不 要 求 了 Cx) 在 xo 点 有 
定义 。 这 样 才 能 适用 于 较 广 泛 的 情形 包括 我 们 上 面 所 说 的 求 
切线 , 求 瞬 时 速 害 等 问题 的 情形 。 为 了 叙述 方便 ,对 于 Xo 人 RR 和 
夺 尽 ，# 记 0， 我 们 把 

UCxoy TY = Cxo— fy xo + Hy 
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= {rERIIr- xol<n} 
称 为 点 的 #1 邻 域 ， 而 把 
V xo MY = Xo = 7, Xo + MXo} 
={xERI0<Z, x— xo) <n} 
称 为 xu 点 的 去 心 9 邻 域 。 在 讨论 函数 的 极限 iim Fx) 的 时 候 ， 


我 们 一 般 只 要求 消 数 (在 “0 点 的 某 个 去 心 邹 域 上 有 定 六 。 此 
让， 对 于 本 二 及 卫 守 0， 我 们 还 把 
DOr eo, HY)= CH, +00) 
={xeER|Ix>H) 
称 为 + oo% 的 去 心 再 邻 域 ， 类 似 地 把 
UVC- H}=(- ccy ~H) 
= {XE RY- 


称 为 一 500 的 去 心 玉 邻 战 ， 

关于 阔 数 的 极限 ， 我 们 将 介绍 两 种 定义 方式 。 第 -种 中海 因 
《Heine) 提 加 的 施 列 式 定 浆 ， 第 二 种 是 柯 西 (caucay) 提 出 的 2 一 
式 定 义 ( 包 括 6 一 人 AA， 了 -5 和 -A 锋 形 式 的 定义 }。 前 一 种 方式 
能 够 统一 地 处 吾 各 逢 极限 问题 ， 在 某 些 情 识 下 使 用 起 来 戎 为 方 
便 ， 后 一 种 方式 有 -分 东 蝴 的 几何 解释 ， 应 用 天 为 普 壳 。 当然 ， 
这 网 种 定义 是 完全 等 价 的 .第 望 读者 能 驶 右 练 地 掌 漫 其 中 每 一 种 ， 
并 且 能 够 在 应 用 时 说 实 际 情况 的 需要 巢 活 地 选 出 最 适宜 的 - -种 。 


5.a 阔 数 极限 的 序列 式 定 内 
为 了 斤 述 方便 作 如 下 约定 ， 对 于 4zE 有 及， 我 们 用 六 (Q@) 表 示 a 
当 a 是 有 穷 实 数 时 ，5 (00) 的 形式 为 Ca 3 
当 4= 土 wo 时， 痢 (0) 的 形式 为 UC 二 o0,)。 

定义 I 设 4,4E 及 ， 计 证 函数 (x) 在 a 点 的 菜 个 去 心 轨 威 
Ula) 上 有 定义 。 如 果 对 于 任何 满足 条 件 xw->a 的 序列 {xnj 忆 
V (ay , 丰 庶 的 函数 值 序列 {fxn) 都 以 4 为 稻 限 ,那么 我 们 就 说 当 
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za 持 ， 精 数 Cx) 的 极限 为 世 ， 记 为 
lim TO) = A., 
泽 记 ”在 上 面 定义 中 ，4 和 4 都 可 以 是 有 穷 实 数 或 者 十 co， 
配合 超 来 计 有 无 种 情形 ， 如 下 麦 所 未 。 请 读者 分 别 对 每 一 种 情形 
具体 地 研究 极限 的 含义 . 


我 们 还 可 以 用 类 位 的 方式 定义 
lim CX) = 人 4。 
如， 设 铺 数 fx) 对 于 1x| 污 吾 有 定义 。 如果 对 于 任何 满足 条 件 
[xz | >H, xc 的 序列 {xzj， 相应 的 请 数 慎 序 列 {f7(x,》} 都 以 
4 为 极限 ， 那 么 我 们 就 说 当 x-=co 有 时， 函数 fx) 的 极限 为 万 ， 记 
2 询 
lim f(x) = 4. 
避 ， 如 果 | 
limlf0)|= +ee Qim|f()|= +%), 
那么 就 记 
limf (0) =00 Qim f(x) = co)。 
例 1 考察 极限 [lim sin x, 
我 们 有 不 等 式 
jsinxz| 安 jx， YVxCE 机。 
对 任何 满足 条 件 守 .天 0，x 0 的 序列 fx 都 有 


Sin 区 一 


lim sin x =0, 
央 心 上 


因而 
例 2 考察 更 一 般 的 极限 lim sin x， 这 里 ae RR， 


ta, ta 
2 C08—- — 5jn 3 站 


我 们 有 


|sin x ~ sina|= 


对 任何 满足 条 件 <, 关 4，x。>a 的 序列 {x,} 都 有 
这 就 是 说 lim sin x = sin a, 
例 5 考 罕 极限 lim cos x 
我 们 有 


这 -区 一 
—81n ， 
2 


十 
2 510—. 
2 


| eoe x — cos 好 | = 
zn ee 
机 此 很 容易 证 明 
lim cos x = cos 4, 


军 一 四 


例 4 ”考察 极限 Hm |x|, 
利用 不 等 式 
[lx!l- lallS|x-al, 


众 易 证 明 
lim|x|= [al, 
例 5 设 ac RR， GD 试 考 察 极 限 
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limy x 
我 们 下 1€ (0 ,0) ,考察 Ca, 候 中 的 收敛 于 a 的 任意 序列 {x,}。 
因为 


_ x 1 1 
[vx wal a yal 4|， 
所 以 limwx, = 4a、 这 证 明了 
1im X= Va, 


革 一 姜 


在 上 面 几 个 例子 中 ，f(x) 在 4 点 有 定义 , 并且 lim f(x) 恰 好 
就 等 于 f(a)， 这 是 极限 的 一 种 情形 ， 象 这 样 的 情形 ( 即 lim fC*》 


= (9) 的 情形 ;， 我 们 说 销 数 f(x) 在 4 点 连续 。 连 续 性 是 数学 分 . 
析 景 重要 芍 最 念 之 一 。 本 书 将 在 下 一 一 中 对 连续 性 问题 作 深 入 的 
讨论 。 这 里 需 导 提醒 读者 ， 因 娄 的 家 展 决 个 仅 止 于 连续 的 情形 。 
请 看 下 面 的 例子 . 


例 6 考察 极限 lim x sin 1 .这 里 的 函数 fx) =x sin 一 在 
=0 姓 没有 定义 。 利 用 不 等 式 
上 sinl | < Ix, 下 0， 
很 容易 证 明 


lim x sin 1 0, 
FE-"0 此 


例 7 考察 极限 im az。 这 里 的 国 数 f(x) = “在 x= 0 处 
没有 定义 。 从 不 等 式 
sin x<x<tg x, vxE (0,3) 
可 得 
coos el, yxel(0,<). 
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因为 cosx 和 5 江都 是 企画 数 ， 上 式 对 于 *€ ( - 互 ,0) 也 成 立 ， 
所 以 

cos x < el, vxEv(0,3). 
对 任何 满足 条 件 <, 一 0 的 序列 {x,} 忆 六 (0, 半 )， 我 们 有 


sin ba 


008 CO “<1 
和 . 
lim cos xs= 1 (〈 和 参看 例 3) ， 
所 以 
lim ain x, 三 1]。 
贡 
这 证 明了 
Jimsin% X _ 1 
下 一 四 苇 
例 8 ”考察 极限 lim 
我 们 有 
ain Xi 1 . 
| - Ey VY 0 
对 任何 狂 足 条 件 *, 夭 0,xs 一 cc 的 序列 {zsjhs 都 有 
Jim Sin Xs Xs 0, 
所 以 
lim i 0, 
so 


利用 关于 序列 极限 已 有 的 结果 ， 可 以 轻而易举 地 证 明 关于 两 
数 极 限 的 一 些 相 应 的 结果 ， 
定理 1 函数 极限 lim jz) 是 唯一 的 。 
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证 明 对 任意 取 定 的 满足 条 件 x, 关 4，x，-6 的 序列 {zsj 
相应 的 函数 值 序列 {f(x,)} 的 极限 至 多 只 能 有 一 个 。 ” 口 
定理 2( 习 护 原 理 ) 设 fx) ,9Cx) 和 有 (x) 在 4 的 某 个 汉 心 铝 
域 六 (2) 上 有 定义 ， 并 且 满 足 不 等 式 
fFOOEII Eh), YrEUCa), 
如 本 | 
lim f(x} = Lim hr) =A, 


那么 
liwm gtx) = 及 


证 归 对 任何 满足 条 件 ** 一 <a 的 序列 {x,}CV (Ca)， 我 们 有 
Js 下 KW) 
因而 


lim f(r) = lim hx, )}=A, 


lim rp) 二 办， 站] 
定理 35 关于 图 数 的 极限 ， 有 以 下 的 运算 法 则 ， 
Himtf (x) + gCx)) = 1im F(x) + Im gCx); 


Him (Cx) g(x)) = lim x) “lim FX 


lm ytxy 
x) 
um Fe -iin FC 


以 上 每 一 公式 成 立 的 条 件 是 谍 式 右 端 有 意义 ， 
证 明 设 国 数 fix} 和 9(7) 在 a 点 的 某 个 去 心 邻 域 亡 (c) 上 
有 定 艾 ， 江 且 
iim f(x) =A, lim gtx)= 日 
如 有 末 4+ 旦 有 意义， 那么 对 于 任何 满足 条 性 
Xa, {x } CCU) 
芍 序 列 {x,} 都 三 
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‘lim Cf (es) +90)) =lim f(x,) + lim 9 (x,) 
二 入 +t, 
这 证 明了 
lim(f (Cx) Sr = Bim fx) + lim g 0)., 
其 他 公式 可 仿 此 证 明 。 
以 下 关于 复合 函数 求 极限 的 定理 很 有 用 ， 
定理 4 设 函 数 g 在 5 点 的 某 个 去 心 邻 域 首 (6) 上 有 定义 ， 
lm 9t) =6。 及 设 前 数 f 了 在 2 点 的 某 个 去 心 分 域 Vta) 上 有 定 
计 ， 了 把 (9) 中 的 点 映 到 如 必 ) 之 中 (天 记号 表示 就 是 fF(V Ca)》 
CD)) 并 且 lim fCx) =5。 则 有 有 
lim gf tx) = ee 
证 明 ”对 任何 满足 和 条件 za 的 序列 {x,}CV (ey， 我 们 寿 
{fC 0)) 记 攻 BB) 和 fx.) 一 bp， 因 而 
lim g(tf (x.)) = 0, 
这 证 明了 
lim gf (x))=2, 噩 


注 记 ” 道 澡 把 定理 4 的 结论 形式 地 写成 
Hm gfF (XYD = lim gn), 

并 把 这 式 子 说 成 是 ;在 极 服 式 lim 93tf(0)) 中 作 恋 元 替换 y= f(x3。 
这 样 的 号 法 和 说 法 由 起 来 很 方便 ， 但 应 检查 所 要 求 的 条 件 是 莹 香 
到 满足 ( 接 十 理 4 检查)。 

例 9 我们 把 芝 数 0 叫做 零 多 项 式 。 不 是 常数 0 的 多 项 式 虹 
做 非 零 允 项 式 。 科 用 定理 * 的 结果 ， 我 们 得 到 多 项 式 函 数 与 有 理 
分 式 国 数 求 极限 的 法 则 如 下 : 

《I) 设 二 Oot 是 任意 多 项 式 ，aER 玉 ， 由 

lim Pixy = Paary 
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(2) 设 二 (是 任意 多 项 式 ，Q6z) 是非 零 多 项 式 ，aE 及 ， 
了 PC2) 和 ta) 不 都 是 0， 册 


me PC) 
uD CxYy “0 Cay” 


(3) 设 P(x) = QApX" 十 dX ta 
XY = bax" + px! 十 sa + 上 ,Ao 大 0 ,48 六 0, 则 


+ cc， 如 果 mm 之， 
.PP Oxy 一 
| 5。” 各 案 中 = 
0 ， 如 果 吉之 n。 
事实 上 
Pp 40 + + 人 
lim (x ) - lim|x™-* 一 
到- :a (x) te h se 
0 x x 
+co， 如 果 Hn, 
= 29，。 如 果 贡 =n， 
bo 
0 ， 如 果 全 < 一 PP。 
同样 可 证 
955， 如果 mn, 
Ps | an 
CD | 本 如果 m= 
0 ， 如果 站 所 nm。 


例 10 求 limw1t+x- 工 
下 让 妈 


散 人 8 = +x， 泗 x= yy 一 1， 我 们 有 


lim™ I+x-1_ lmy-1 
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例 1] 隶 limsi {ain XY 


昌 


sin 区 
。 ain(sinx ,sin 
Lim Csin%) Jim YY. 1, 
T= Sl | 
-二 一 os 区 . 1g x— sin 
例 12 求 im 一 一 一 利 | Lim 一 一 一 一 一 。 
工 一 站 本 到 一 四 I 
2 一 一 
. 1] — osX 
lim 5 : 
村 一 心 FD0 
， 玉 信 量 
S11 
二 im .上 _ 二 
站 全 
2 
。 多 
- 乌 卫 性 1 
= im 工人 了 = 一 。 
p09 ¥ 2 
.tex Sin ， Bi 了 x 1 — COs 
lim -号 一 一 一 = lim 1 四 | 二 一 
2 0 和 #4 一 CO 革 x 


5.b 画 数 极限 的 2-5 式 定 义 


定 尺 HE， 设 4,AE RR， 并 设 函 数 f(x) 在 4 点 的 其 个 去 心 
邻 域 及 Ca, 们 上 有 定义 ， 和 如 果 对 任意 5 汪 0， 存 在 5>>0， 使 得 只 要 


oIx~4| 二 5 就 有 
[fx) — A|<s, 


那么 我 们 误 说 ;x 一 a 时 冰 数 1(x》 的 极限 是 妆 ， 记 为 
Lim fir} = A, 
几何 解释 ”用 几何 的 语言 , E 述 定 浆 可 陈述 如 下 :对 于 和 4 的 任 
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何 s 邻 域 5C4,e， 存 在 a 的 去 心 5 邻 域 za ,人 的， 使 得 只 要 x* 进 
入 VCa,6)， 相 应 的 函数 值 f(x) 就 进入 CC4 ,es)， 
CVE rE DI x EUCA ,5)). 
例 15 设 aE 及 ,aa>0。 试 用 s-3 定义 证 明 limw x = wa 
证 明 我 们 有 
[x —a] 


1 
[Vx -Val= wr ylx-al. 
对 性 党 5 汪 0， 取 5=minfa, asl， 则 当 4<lx*-al<3 时 ， 就 
有 
Ve-vValc lr-al<e, 0 


例 14 试用。-6 起 定义 证明 lim no, 


证 明 对 于 < ,TA2), 我 们 有 
sin x< Xitg x, 


sin % 
COSX Ol], 
也 


Sin 区 


< 一 -一 一 二 1 一 co8 革 二 28in2 - “< 二 ) ， 
x 2 ~ “2 


姬 ] 


因为 sin xx 和 x?*/2 都 十 惕 函数 ， 毗 然 上 式 对 于 xEC-x/2,0} 
世 成 立 ， 所 以 
Bit Xx _k? 于 
Dl YxE 5 (0, 二 ). 
对 任 党 s>0, 可 取 5=min{z/2,wV2e}， 具 要 0<|lx-0|= |x| 
5， 就 有 


1u3 


定理 5 设 o,AE 及 ， 并 设 函 数 jx 在。 的 某 个 去 心 邻 域 
UV (C4, 四 上 有 定义 。 则 关于 极限 z 
lim f(x) = 人 


的 两 个 定 芯 ( 定 头 I 工 和 定 疼 卫 少 筱 此 等 价 . 
证 明 ” 鞠 设 定妆 工 前 条件 得 到 满足 ， 我 们 来 证 明 这 人 时 定义 
[II ,的 条 件 世 得 到 满足 《用 及 证 浅 )。 候 说 不 是 这 样 ， 那 么 存在 8 放 
01， 对 于 不 论 怎样 小 的 82>0， 都 有 xx EV ,人 四) 使 得 
Ox 一 如 < 六， 1 一 AA 
特别 地 ， 对 于 任意 nnE 入 都 存在 xn Ea ,四 使 得 
Oixs -al<clAn， fxn) - AI 
但 这 时 疗 列 {xn} 二 0 (a, 办， 它 收 证 于 & ， 而 相应 的 国 数 值 序列 
{Fgxa 不 能 收 斌 于 4。 这 一 矛盾 说 明了 :， 当 定 浆 工 的 条 件 得 到 
福 是 时 ， 定 勾 工 :的 条 件 也 一 定 得 到 讲 是 。 
我 们 再 来 证 明 ， 当 定义 卫 : 的 条 件 得 到 满足 时 ， 定 必 工 的 条 
件 世 一 定 得 到 讲 足 。 设 对 于 任 闪 的 se>0， 存 在 5>0， 使 得 只 村 
0<lx-al<s， 就 有 
]7Go -Al<e, 
则 对 于 任何 满足 条 件 *a->a 的 序列 {xn}CUCa,n)， 存 在 NEN， 
使 得 ?>> 避 时 有 
0<<]zn 一 和 < 
这 时 就 有 
ix 一 及 | <5 


这 样 ， 我 们 又 证 明了 ， 当 定义 工 ,的 条 件 得 到 满足 时 ， 定 义工 的 
条 件 也 一 定 得 到 满足 。 至 此 ， 我 们 证 明了 对 所 述 的 情形 定义 工 与 
定义 工 :的 等 价 性 。” 口 
从 e-6 定义 出 发 ， 也 很 容易 证 明 有 关 函 数 极 限 的 运算 法 则 ， 
引 理 设 <,4E 及 ，lim f(x) = 4， 则 存在 ?>0， 使 得 卫 数 


f 在 如 (< ,人 上 有 界 。 
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证 明 对 于 z=1>>0， 存 在 7>0， 使 得 对 于 xEV(a, 站 有 
[fex) — A|<1, 
这 时 就 有 
[fOr) {fC -AL+1AI 
<1+ [4|， 口 
引 理 设 lim F(x) = 这 里 4 4ER，4 尖 0。 则 存 在 9 全 


0， 使 得 对 于 xE5ta, 人 中 有 
fe |> 141/2, 
证 明 对 于 = |AA|1/2 半 0， 存 在 7 汪 >0， 使 得 对 于 xEV(Ca， 
人 站 有 
(fC) 一 上 < 4172。 
这 时 就 有 
IfCx) 宇 [A4| [f(x) -4 
>|Al -1Al/2= 1A|/2. [J 
定理 引 设 4,4,BER, lim f(x) = A, lim g(x) = 上 8, Ld 
lim Cf (x tg0x)) = A B; 
lim (Cf x) “Cr 
lim 1 /fCx) =1/4 (CAO0), 
证 明 ”我 们 有 不 等 式 
[fo0)) 一 《六 十 五 ] | 
If 一 +T9Cc) — Bl|, 
对 任意 5 汗 0， 存 在 51,5; 半 0， 使 得 
0<|xz 一 al<o 时 ，| Frz) -A|<ef?, 
0<| 交 一 al<a 时 ，]96z) 一 了 | <eA2。 
置 6= min{6.,53}， 则 对 于 
< [一 如 | 一， 
就 有 
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| Cf CX) 士 9Cxz (ATED)| 
< 一 凡 | + lgcx) -8B| 
Ee/2+ el2= 8, 
这 证 明了 第 一 个 公式 。 
其 他 两 个 公式 的 证 明 可 仿 此 作出 。 请 读者 自行 补足 证 明 的 细 
节 。 我 们 这 里 只 写 出 所 用 玫 的 不 等 式 * 在 在 9>>0， 使 得 对 于 xE 
节 (a ,人 有 
[fC ox) — AB] 
= FONg) —- Agtx} + Agtx) — ABI 
EF) — AIIgC)] tAllg(x) -BI 
SRI) -AI + Lor) 一 吾 | 


(KE=|IBI+1, TL= |A| +1) 
和 


= -DO 2 A-f|。， 口 


在 证 明报 人 限 的 贡 下 一 些 性 质 的 时 候 ， 采 用 8-5 式 定义 比较 人 饰 
利 。 
定理 6 设 lim (xz)<tm gz)， 则 存在 85>>0， 使 得 对 于 xE 
VD 有 和 
fx gO), 
征明 设 limfCx)=4，Jim g(x)= 了 BB，A<<B。， 则 对 于 = 
(了 -4)7220， 生 在 00>0， 使 得 
OX- a A efx Ate, 
Olx-al< 时 B- eg <B+e, 
记 5=min{6.,6,}， 则 对 于 xEC(a, 信 就 有 
fx) <A+re=B-e<g(x),. 辣 ] 
注 记 ”定理 6 的 几 种 常常 遇 到 的 特殊 情形 如 下 ， 
I08 


(1》 设 f(x) 二 4 是 常 函数 ， 这 时 定理 成 为 ， 如 果 lim g(x) 之 
4， 那 么 存在 1>>0， 全 得 对 于 xEEte ,2 有 
gf 
《2) 设 800 玉 BB 是 常 阔 数 ， 这 时 定理 成 为 : 如 盯 lim fx) 
BB， 那 么 存在 6 汪 0， 使 得 对 于 xE 六 Ca ,6 有 
T(x) < BP, 
《3) 综合 (D2 和 C2)， 我 们 得 到 ， 如 果 
A<lim her} BH, 
那 乏 存 在 >0， 合 得 对 于 xEU(a,6) 有 
4 一 CCxz) TB. 
推论 如果 在 < 的 去 心 娜 域 Vke 人 中 有 
fx) Sg), 
并 有 8 在 在 极限 
lim f(x) = A, lim gx) = 9, 
那 和 就 有 
A<B, 
定理 7 (关于 阔 数 极限 的 站 化 原理 ) 设 函 数 了 Oy 在 (Ca,1) 
上 有 定义 。 则 使 得 有 穷 极 限 lim fCx) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
任意 2 汪 4， 存 在 >9， 使 得 只 要 x 如 x' 适 合 
OE | 区 一 站 | < 站 ， 0< xz al, 
就 有 
| fex) 一 了 (xz | < 
证 明 必要 性 设 lim f(x)= AE 有 R。 则 对 于 任意 8>>0， 存 
在 ?3 汪 09， 使 得 
0< [rz -al<6> | - Al<e/f2, 
才 是， 只 要 
Giral<d, 0c|x’ -al<é, 


ior7 


就 有 
fx) — FYI — AT+|FC’)— AI 
/2+€/2= 58, 
充分 性 ” 设 对 任意 5 汪 0， 存 在 5>0, 使 得 有 只 要 0<|x~-al 
< 0 之 |x -a|<5， 就 有 | 了 C(x) -f(x')]< 之 se。 我 们 来 证 明 这 
时 一 定 存 在 有 穷 极限 lim f(x), 设 启 到 {Xs}CU (Ca, 满足 条 
件 x。.->4a， 则 存在 和 NE IN， 使 得 #2>N 时 有 
0< xn al < 
于 是 ， 当 届 ,n>>N 时 ， 就 有 
|f rm) - fxn) [<ie, 
可 据 序列 的 收 人 就 厌 甬 可 以 断定 ， {f(xn)} 收 敦 ， 我 们 证 明了， 人 尾 
何 潢 足 条 件 xn~>a 的 序列 {xw} 计 5 ta, 站 都 使 得 相应 的 函数 值 序 
弛 4 fx 履 化 , 据 此 又 可 晰 定 ， 所 有 这 样 的 序列 {f(xw})} 都 收 合 
于 同一 极限 人 4。 我 们 用 反 证 法 证 明 这 后 一 论断 。 根 设 存 在 序列 
{xza+ 和 tx， 满足 条 件 
{xw yyfxsy cc 这 Ka 1)， 
XC 
lim fx) = A, jlim f(x) = A*, A’'FAY, 
那么 我 们 可 以 定 关 一 个 序列 {x x} 如 下 : 
Xi 如 果 n=2K 一 1， 
xa={ 


忆 ， 如 果 n=2K. 
这 序列 {zs}C 攻 Ce, 几 满足 条 件 x4 一 a， 但 {f(xa)} 不 收 合 ， 与 上 
面 已 证 明 的 结果 矛盾 ， 这 样 ， 我 们 证 明了 ， 任 何 满足 条 件 xs 一 a 
的 序列 {xs}C(4 ,作者 使 得 相应 的 函数 值 序列 {f Cx) } 收 伍 于 同 
一 值 4。 这 就 是 说 
lim f(x) = A 问 
在 定义 I 中 ， 包括 了 : 4E 尺 ,a= +%0,4= -co 或 a= co 与 A 
< 及 ,4= + 吕 ,A= - co 或 4= co 等 各 种 情形 (a 与 4 相配 合 总 共 
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有 十 六 种 情形 )。 和 而 定义 近 : 只 济 及 其 中 za<ERR,4E 民 这 一 种 情 
形 。 但 其 他 所 有 的 情形 都 可 采取 类 但 的 方式 如 芒 处 理 ， 我 们 这 里 
举例 加 以 介 绍 ， 不 再 一 一 详 述 . 
定义 se = +cs ,4E 及 的 情形 ) 设 凋 数 fx) 对 于 x* 放 吾 有 
定义， 如 果 对 任意 e>0， 存 在 A>0， 使 得 只 要 *>>A 就 有 
Ce — Al<e, 
那么 我 们 就 说 ， 当 x 一 + ce 时 国 数 fx) 的 极限 是 A， 记 为 
lim fx) = A, 
定义 Is (aeER ,4= + 避 的 捕 形 ) 设 国 数 了 () 在 2 点 的 寺 
心 邻 域 六 (a ,1) 上 有 定义 ， 和 如果 对 任意 E>9， 存 在 5>>0， 使 得 
只 要 
站 二 三 一 在 | < 
就 有 
xc 五， 
那么 我 们 就 说 ， 当 x-~xa 时 函数 (x) 的 极限 是 + ce， 记 为 
Him Fr = + eo, 
定义 了 (a = +co,4= + oo 的 情形 ) 设 孙 数 fs) 对 于 zx 
英 有 定 头 。 如 果 对 任意 E>0， 存在 入 汪 0， 使 得 只 要 x 法 A， 就 
有 
(x)=E, 
那么 我 们 就 说 ， 当 x 一 + 0 时 痛 数 f(x) 的 极限 是 + ec， 记 为 


lim fx) = + eo, 


其 他 和 信 形 的 第 二 种 定 六 也 都 可 以 仿照 这 些 格式 写 出 , 
对 所 有 这 些 情形 ， 第 二 种 定义 与 第 一 种 定义 的 相应 情形 的 等 
价 手 ， 都 可 以 仿照 定理 5 予以 证 明 。 
收 母 原理 可 适用 于 判断 苑 数 趋 于 有 穷 极 限 前 一切 情形 。 例 
如 ，x* 一 + c 时 国 数 f(x) 粒 于 有 穷 极 限 的 充分 必要 条 件 是 :对 性 
意 s 汪 4， 存在 A>0， 使 得 只 要 x ,x’ 汗 AA，、 启 有 
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[fx 一 | 6, 
对 所 有 这 些 情形 ， 收 就 原 理 的 陈述 和 证 明和 狠 可 仿 辕 定理 ? 作 
出 。 


36 单 催 摄 上限 


在 上 一 节 中 ， 我 们 要 求 函 数 了 在 a 点 的 某 个 去 心 邻 域 U Ca， 
9) 上 有 定义， 在 此 条 件 下 讨论 了 x->a 了 时 函数 /xz 的 和 极限。 常常 有 
这 样 的 情形 ， 函 数 /只 在 e 点 的 单 侧 《〈 云 例 或 吉 侧 )》 有 定义 ， 或 
者 我 们 需要 分 别 研究 函数 了 在 a 点 每 一 侧 的 状态 。 对 这 些 铺 形 ， 
咒 更 引 人 音 侧 极限 的 委 念 ， 我 们 局 有 序列 式 和 s-5 (或 E-5) 式 两 
种 定义 方式 ， 

定义 (序列 方式 )” 设 aER,AE 久 ， 并 设 函 数 f(x) 在 (2 一 
7,4) 有 定义 ， 如 果 对 任意 满足 条 件 x, 一 4 的 序列 {xn} CS (4 一 1,0)， 
相应 的 函数 秆 序列 {f(xw)} 都 以 4 为 极限 ， 那 么 我 们 就 说 ，x 一 4- 
时 函数 x) 的 极限 为 4， 记 为 

lim f{w) = A 


(有 些 文献 采用 记号 lim J (x) = A。) 
定义 {#- 方 式 ) 。 设 4,AE 及，: 汪 设 冰 闻 7(%) 症 (a 一 7,4) 
有 定居 。 邵 果 对 生意 8 守 0， 存 在 >0， 使 得 具 要 
守信 
就 有 
[Fe 一 se 
那么 我 们 就 说 x 一 2 一 时 沙 数 f(x) 的 极限 为 有 ， 记 为 . 
lixmn Cr = a, 


定义 (8-0 方式 ) ” 设 a€ RR， 并 设 孙 数 了 CX) 在 (a 一 9,4) 有 
定义 ， 如 果 对 任意 E>0， 存 在 5>>0， 使 得 只 要 
a- xen, 
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就 有 
jx) >E, 
那么 我 们 就 说 当 x->a - 时 函数 了 (Xx) 的 极限 为 + 02， 记 为 
Jim {XY = + eo, 
以 上 涝 及 的 都 是 左 俩 极限 。: 寻 右 删 极限 
sn fC) 
本 以 月 娄 伺 的 方式 予以 讨论 。 甘 于 单 全 极限 与 双 俩 极限 的 关系 ， 
有 也 下 结果 ， 、 
定理 1 没 a4& 尺 ， 并 设 羡 数 7tx) 在 a 点 的 去 心 邻 域 U (Ca,1) 
-上 有 定义 。 则 极限 lim f(x) 存在 的 充分 必要 条 件 是 两 个 单 侧 极 限 
存在 并 且 相等 
lim fixy = lim J Cx) = A, 


当 这 条 件 满足 时 ， 我 们 有 
lira fry = 人 
证 明 ”我 们 只 对 有 穷 极限 的 情形 写 出 证 明 。 无 穷 极 限 情 形 的 
讨论 留 给 读者 作为 缂 习 ，。 
必 受 性 ” 没 lim f(x) = 4， 则 对 任意 的 se>0， 存 在 6>>0， 合 
得 只 要 xEPrrcae.5)， 就 有 
[fx -Ai<a, 
于 是 ， 不 论 对 于 xe (a -了 ,a)， 或 者 对 于 xE (a,a+ 的 ， 都 应 有 
17Ge) -Al<s, 
充分 性 设 lim f(x) = lim f(x) = 4。， 则 对 任意 的 *>0 存 
在 站 02>0， 使 得 
YEE AF, Fr} — Ale, 
xE laatrd)H, |f(x) - Al<s, 
我 们 郭 = min{5) ,6,})。 于 是 ， 只 归 
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xEFta,d), 
就 有 
ftx -Al<s,. 
与 寺 面 移 讨 诠 类 伺 ， 我 们 也 可 以 将 极 申 
lim f(xy 
探 成 两 个 “ 单 倒 极限” 加] 以 考 罕 。 为 了 便于 叙述 ， 我 们 约定 记 
Uo, HY=(- ,BYUCH, + oo) 
= {xERIIxI>H}, 
着 抠 这 集合 叫做 ce 的 去 心 分 域 。 
定理 1′ 设 函 数 /《*) 在 站 (oo, 惠 ) 上 有 定义 ， 则 极限 limf (x》 
存在 的 充分 必要 笨 件 是 王 个 “ 章 侧 极限 ”存在 并 且 相 等 : 
lim fOr) = lim f(xy = A, 
上 当 这 条 件 袖 足 时 ， 我 们 有 
lim fx) = A., 
证 明 ”可 仿照 定理 1 的 证 明 写 出 。 癌 
定义 ” 设 傅 数 了 在 集合 SC 入 RR 有 定 父 ， 
1) 如 果 对 任何 x ,XE 5， Xi 之 fo 都 有 
TX ET x), 
那么 我 们 就 说 函数 f 在 集合 5S 上 是 递 弄 的 或 者 单调 上 并 的 。 
{2 如 时 对 任何 *1,X; 筷 ， ET 都 有 
TX fC), 


那么 我 们 就 说 函数 了 在 集合 写 上 是 递减 的 或 者 单调 下 降 的 。 
(3) 单调 上 和 图 数 与 单调 下 降 函 数 统 称 为 单调 函数 。 
浅 记 如果 对 于 任何 xxsES xcxo 都 有 严格 的 不 等 
式 
f(x fx), 
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那么 我 们 就 说 国 数 了 在 集 台 ”上 是 严格 递增 的 或 者 严 烙 单调 上 升 
的 。 类 似 地 可 以 定 关 性 么 器 做 严格 递减 或 者 严格 章 调 下 阵 ， 
单调 国 数 的 单 侧 极限 总 是 存在 的 ， 
定理 2? (1) 设 纯 数 六 xz 在 开 区 间 人 Ga -9,4) 上 递增 (递减 )， 
i 
dim { (7) se cb ,7 ( eis, 1} fC7)), 
《22 设 霄 数 衣 7) 在 开 区 同 (4 ,24+ 办 上 递增 (递减)》， 则 
lim f(x} = inf oo Cx} 【 np ， 了 (xz7)。 


类 二 月 十 看 莹 1 : 
证 明 ”我们 仅 对 图 数 (x) 在 开 区 间 (4 一 9,4》) 上 递增 这 一 情形 
芍 出 证 阴 、 其 他 情形 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


如 果 
su FE = 上 Go， 
那么 对 任意 已 演 0， 存在 reE (a -7 使 得 


Crg)》 EF. 
记 8 =a 一 xg， 则 对 于 
dx a dr 


就 有 


这 证 明了 
lim fx}= sup fOr) = + ooo, 
于 -+ 恒 一 王 记 (站 一 证 宇 ) 
如 果 


se sup 了 = 站 过 二 ce， 


那么 对 任何 s>0， 有 4 ~e<4， 根 据 上 确 界 的 定义 ， 存在 *,E 
(tan,0)}, 使 得 
A~eCf A, 
i 记 35=a 一 x。， 则 对 于 x&€ (a -oa 有 
i 6 = =X,， 
有 Xf) > 
这 证 上 明了 
lim fix) = sup f(x) = 4, [] 
Ei 目 丁 当下 Y 上 一 有 全 ) 
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第 三 章 连续 函数 


31 连续 与 癌 断 


许多 物理 量 都 是 随 着 时 间 而 连续 变化 的 ， 例 如 自由 落体 的 高 
度 或 者 冷却 中 的 固体 的 温度 等 等 。 通 常 我 们 说 “ 量 90) 随 着 时 间 
# 的 变化 而 连续 变化 ”， 共 确切 含义 是 什么 呢 ? 那 就 是 说 ， 量 
4 的 在 变化 过 程 中 不 会 突然 跳跃 ， 只 要 了 时间 t 的 改变 非常 小 ， 相 
应 的 量 9 的 的 改变 也 应 该 非常 小 。 肌 极限 的 语 喜 求 才 述 就 是 
lim T= (to), 


一 般 地 ， 设 硝 数 /0 在 xo 扎 邻近 有 定义 ， 如 归 
lim fx) = fx0), 


那么 我 们 就 说 重 数 了 在 *o 点 连续 。 比 照 极限 定义 的 两 种 方式 ， 过 
续 性 的 定义 可 世 分 别 陈 述 为 以 下 两 种 形式 ， 
定义 I 设 峭 数 1 (0?) 在 xo 点 的 令 域 UCx0, 人 上 有 定义 ， 和 如 果 
对 任何 满足 条 性 x 一 xo 的 序列 [xnj} 祁 CCxo, 四 ， 都 有 
lim f(xn) = FCX0), 
那么 我 们 就 说 晴 数 了 了 在 x 点 连 钱 ， 或 者 说 2 点 起 罗 数 了 的 连续 
定义 巨 ” 设 陪 数 后 在 xo 点 的 邻 域 Utxo ,DD 上 有 定 尖 。 如 果 对 
性 意 E 盖 0， 存 在 >0， 使 得 只 受 |x ~xol< 二 6， 就 有 
fx) — FX0) leE, 
那么 我 们 就 说 消 数 了 在 xo 点 连续 ， 或 者 说 xo 损 是 冰 数 /的 连续 
仿照 第 二 章 § 5 中 前 做 法 ， 很 容易 和 证明 及 上 两 种 定 交 方式 的 


工本 


等 价 性 。 
例 1 常 值 函 数 j xy = 在 每 一 点 x 外 都 是 连续 和 的。 这 基因 洲 
对 枉 何 x 和 xXx, 都 有 
fC) -Fx0) | =0. 
例 2 设 PC 和 Q(o 是 多 项 式 ,在 第 二 章 8 5 中 ,我 们 证 明了 
lim P(x) = P(xo), 


POr) POXo) 


Lm 
lin ge) “Ge (QO) #0. 


因而 多 项 式 函数 P(x) 在 任意 me 民 处 连续 ， 有 理 分 式 隙 数 上 人 > 


Vx) 
在 任何 使 得 所 Kxroz 基 0 的 xzo 点 处 连续 
例 3 在 第 二 章 # 5 中 ， 我 们 还 证 明了 


lim sinx = sinxo, 
sii 


lim cosr = CO06X 0。 
区 下 


由 此 容易 得 到 
lim tg = tx (ef:kr 十 >), 


lim ctg x =eig Xo (Koi), 


ie 


因而 基本 三 角 了 消 数 在 它们 有 定 多 的 地 方 都 是 连续 的 ， 
以 下 一 些 结果 很 容易 从 关于 极限 的 相应 结果 导出 。 
定理 1 庶 约 数 了 在 x*o 点 连续 ， 则 看 在 699， 使 得 国 数 在 
(x0;6) 上 有 界 ， 
定理 2 设 孙 数 了 x} 和 和 g(x) 在 Xo 点 连续 ， 则 
(4》 fCx) 土 9( 东 在 zo 处 连续 ; 
C2》 了 Cx) g(x) 在 向 处 连续 ; 


(3) 下 在 使 得 9Cxo) 冯 0 的 *。 处 连续 . 


汪 记 ”因为 常 值 函 数 joc? 反 ?在 任意 xo 点 连续 ， 所 以 从 (2 
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可 以 得 到 ， 
《4) 5005 在 xo 点 连续 ， : 
”定理 了 设立 数 交 x) 在 韦 点 连续 ， 则 通 数 | C9 也 在 各 点 连 
EE 
证 明 我们 有 
FOD1 |r) | | -fx |。 站 
定理 4 设 函 数 x) 和 gC 在 6 点 连续 ， 如果 jx0) < 9 {x9)， 
那么 存在 ?5 宝 0， 使 得 对 于 x EE UCx0,5) 有 
fx or), 
注 记 ”这 定理 的 以 下 特殊 情形 带 膏 过 到 ; 
《1) 设 1 Cx) 三 A 是 当 值 孙 狼 . 这 时 定理 4 成 为 ， 如 村 0f2 在 x6 
点 连续 ，9 (x6) 半 及， 那么 存在 i>0， 司 得 对 于 x EU Cw, 区 有 
Bt。 
《2) 设 9(x) 三 B 是 常 值 了 消 数 。 这 时 定理 4 成 为 如果 f(x) 在 
x 点 连续 ，f (xo) 二 8B， 那么 存在 5 守 0， 使 得 对 于 xE UCxe,6) 有 
f(x) 所 
”C3) 综合 (1) 和 《2) 的 结果 ,我 们 得 到 :如果 k(x) 在 xo 点 连续 ， 
及 < 之 hx0) < 二 昌 ， 那 么 存在 5 计 0， 使 得 对 于 x E (xo,5) 有 
A<h(tx) < B, | 
以 下 结果 当然 也 可 以 从 极限 的 有 关 定 更 导出 ， 但 由 于 其 特别 
重要 性 ， 我 们 再 一 次 写 出 证 明 (这 一 次 用 #6 方 式 )。 
定理 5( 复 合 尔 数 的 连续 性 ) ” 届 晃 数 拓 雪 在 *o 点 连续 ， 国 数 
(0 在 加 = /Co 点 连续 ， 那 各 复合 状 数 g ofCx) = fx 企 x0 . 
点 连续 。 
证 明 对 任意 e 盖 0， 存 在 rc>0， 使 得 只 要 坟 一 Jol 之 9， 就 有 
9 一 2 <s, 
对 这 0>0， 又 存在 >0， 使 得 上 只要 x 一 xol 三 5， 就 有 
| fC — J =| fr) ~ fOr)! < 
于 是 ， 当 | x 一 xol 之 5 上 时， 就 有 
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Jae ftxy— 9° fr)) = 1 Cf (x) — gCF (xo) 
= Jf 一 fo Le 工 ] 

”有 了 时候 ， 我 们 只 关心 国 数 7z) 在 xo 点 的 其 一 侧 ( 堪 侧 或 右 届 > 
的 变化 ， 或 者 需要 分 别 考 罕 硝 数 1(x) 在 xo 点 各 侧 的 变化 。 与 这 些 : 
情形 祖 适 应 ， 有 单 侧 违 续 人 性 的 概念 。 

定 半 ” 设 阔 数 1 在 txo 一 7,xoj 上 有 定 艾 ， 如 时 
lim f(x) = f(x0), 
邦 么 我 们 就 说 函数 7 在 xo 点 左 个 连续， 
类 伏地 可 以 定 艾 页 全 连续 ， 
我 们 引 人 记 号， 
flxo—) = lim f(), flxy+)= ,lim 了 Ce)。 


于 是 ， 阔 数 / 了 在 xe 点 左 侧 连续 的 定 兴 可 以 写成 ; 
| fx0—) = fx) 
而 函数 f 在 xo 点 右 侧 连 续 的 定义 可 以 写成 ， 
Txot } = fro), 
我 们 知道 ， 极 眼 Jim fx) 存在 的 充分 必要 条 件 是 两 个 单 侧 极 限 存 - 
在 并 且 相 等 , 即 
jxo -= 了 (xco)。 
” 妆 这 条 位 清 足 时 就 有 
lim HD = Co 一》 二 CE 
因而 ， 国 数 ,在 xo 点 连续 的 定义 可 以 写成 
f(xo—) = 了 (xzo+)=FCxoy。 
从 这 些 讨 论 ， 我 们 得 到 |; 
定理 6 设 函 数 1(x) 在 UCxo, 们 上 有 定 六 ， 则 f (x) 在 x 点 连续 
的 充分 必要 条 件 是 它 在 这 点 堪 侧 连续 并 且 右 侧 连 续 。 
现在 ， 设 示 数 六 xc 在世 Cxo, 帮 有 定义 但 在 xz 点 不 连续 。 依 上 
面 的 讨论 ， 这 时 必 出 现 以 下 两 种 情形 之 一 。 
特 形 1 子 数 /07) 在 xo 点 的 两 个 单 侧 极 队 / (xo 一 和 了 Cxo 十 都 
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fx 一 ?天 feat+D) 


了 (CD 一 = 了 CSe 二 六 了 Co 
情形 ? 对 数 0*%) 在 0 点 的 至 少 一 个 单 人 出 极 幅 不 在 在 。 
定 尺 ” 谱 函数 (x) 在 U (Cx, 四 上 有 定名 ， 在 误 点 不 连续 ， 如 
果 出 现 上 上 述 情 形 1 ,那么 我 们 就 说 zo 点 是 孜 数 的 第 一 类 问 断 点 ; 
如 果 出 现 上 述 情 形 2 ,那么 我 们 就 说 *e 点 是 戎 数 /的 第 二 类 问 斯 点 。 
例 4 考 罕 函数 


sz ， 如 果 z 二 0， 
f(x) = 


0 ， 如 果 x*= 0， 
我 们 看 到 ， 任何 xE€ R\{0} 都 是 1 的 连续 点 ， 而 + = 0 是 的 第 一 类 
间断 点 ， 对 这 一 例 的 情形 ， 因 为 
fC0-)=f(0+) = lims ax = 1 ， 


所 了 以 只 要 将 靖 数 在 > =0 处 的 情 改 变 为 1 就 能 得 到 一 个 处 处 连续 的 
雇 数 

I 如 果 x 友 0， 
了 :一 


1 ， 记 归 YY= 必 ， 
因而 我 们 说 <= 0 是 国 数 J 的 可 去 间断 点 ， 
例 5 ”考察 国 数 


jin 二， 如果 z 大 0， 


0， 如 时 x = 人 
我 们 看 到 ，*= 0 是 销 数 1 的 第 二 类 间断 虑 ， 而 其 他 点 都 是 靖 数 /的 
例 6 ”考察 狗 里 克 荣 《Dirichlet》 函数 
i18 


/oo-| 


[: ; ”如 果 * 是 有 理 数 ， 
Dex)y=1. 
0， 如 来 x 是 无 理 数 ， 


我 们 看 到 ， 任 何 *E 民 都 是 隔 数 口 的 第 二 类 间断 点 ， 
例 7 考察 黎 螺 (Riemann) 困 煞 
1/9， 如 果 x 是 既 约 分 数 ?/49 ,920， 


0 ， ”如果 x 总 无 理 数 , 
”我 们 来 证 明 ， 对 任意 aE 中 都 有 
Ria -Y= RO}=0. . 
设 X 是 离 s 最 近 的 整数 ， 则 azE (太一 1,K+ 1)。 对 任意 给 定 的 8 守 0， 
可 以 选取 NE N， 使 得 


Riry = 


lj/N<e, 
在 区 间 C 人 -1,K+ 让 中 ， 满 足 条 件 9 二 4 入 和 的 弃 约 分 数 p/9 上 内 有 有 
报 多 个 ， 设 共 中 离 4 最 近 而 又 不 等 于 4 的 一 个 是 3。 我 们 记 


$= |p-al, 
于 是 ， 只 要 
Ox al 
就 有 
| RO < <e, 
这 证 明了 
limnR(xY 二 已， 
也 就 是 


Re-)=Rae+)=0， 
我 们 看 济 ， 所 有 的 无 理 点 都 是 黎 曙 函数 民 的 连续 点 ;所 有 的 有 理 
虞 都 是 这 函数 的 第 一 类 间断 点 。 
$2 闭 区 间 上 连续 函数 的 重要 性 质 


在 上 一 节 中 ， 我 们 讨论 了 函数 /在 其 连续 点 zu 邻近 的 局 部 性 
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质 。 例 如 ， 当 /xz >>0 时 ,我 们 能 断定 在 xz 点 邻近 有 站 >0。 录 
果 国 数 /在 一 个 于 区 间 [a, 约 的 每 一 点 都 连续 (在 去 端点 4 右 删 连 
续 ， 在 右 游 点 ) 左 侧 连 续 )， 那 么 这 函数 在 整个 闲 区 闻 上 能 具有 你 
样 的 整体 性 质 呢 ? 本 节 将 讨论 这 一 重要 问题 ， 

定义 ”如果 嚼 数 在 用 区 疗 [4,?] 上 有 定义 ， 在 每 一 点 xE 
C4, 站 连 续 , 在 4 点 右 侧 连续 ， 在 ?点 左 例 连 续 ， 那 么 我 们 就 说 函数 
了 在 闲 区 闻 [La ,的 和 连续 ， 

在 以 下 药 讨 论 中 ， 我 们 将 用 到 寂 及 闭 区 间 L2,] 的 一 个 简单 
的 事实 : . 

引 理 设 {xa}CLa,b xn>xX0， 则 xaEE [2,5J, 

征明 从 4 夺 Xn 和 ,n=1,2,*…， 本 以 得 到 


Tlimen 一 站 三 


2.a 分 值 定 埋 


考察 0XY 举 标 系 中 的 一 段 连 续 曲 线 。 如 果 这 段 申 线 的 一 疯 
在 z 轴 的 下 方 ， 另 一 端 在 * 轴 的 上 方 ， 那 么 它 一 定 在 中 间 的 基 一 点 
与 x 毗 相 交 。 这 一 事实 弃 很 直观 ， 叉 非常 有 几 《 例 如 我 们 可 以 笠 
用 这 一 事实 寻找 方程 的 实 根 }。 下 面 ， 我 们 就 来 证 明 这 一 重要 事 
二 
定理 1 设 函 数 / 在 闭 区 闻 [e,51 连 钱 。 如 果 f (0) 与 1(5) 异 号 . 
fla) fF 0b) <0, 
那么 必定 存在 一 点 eE (a, ， 使 得 
100) = 0, 


证 明 ”不妨 设 1(a) 过 0 之 f(b) (相反 的 情形 可 类 似 地 讨论 ) . 考 


察 闭 区 间 [e, 杂 的 中 点 全 了。 营 凡人 沁 ) = 0， 则 可 取 c= 了 


车 人 (全 二 0， 则 它 必 与 1(0) 或 1(5) 之 一 异 号 ， 这 就 是 说 ,在 于 
个 闲 子 区 闻 
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- 站 和 和 CT Hin pbb Fa Wipe A Or rr 


EE ,| 和 : 2 


之 中 ,必定 有 一 个 使 得 在 其 两 端点 异 号 , 记 这 闭 子 区 间 为 Lar;b]， 
铀 [al,511 满 足 条 忻 : 


b ,| 
二 


a 


[La ,bloLa, vl, 


ban 


站 < 4;= 


3 


Ta oy, 
我 们 可 以 用 [a ,5b 代替 [a,b]， 重 复 上 面 的 讨论 ， 一般 地 ， 假设 
已 作出 一 串 闭 区 间 [Laeiypj，…， [apyek]， 庙 足 条 件 ; 
La ,La 上] 一 ‘Ear, Dr] 
9be an = 


flac) Of br), 


我 们 再来 考察 闭 区 闻 [ex,bx] 的 中 吉 下 人 . 若 1 如 ) =0, 则 
可 取 e = 全 地, 落 玫 全 让 二 0， 则 在 两 个 闭 子 区 间 


| 和 | 
之 中 ， 必 有 一 个 使 得 了 在 其 两 端点 异 号 ， 我 们 记 这 闭 子 区 间 为 
[Lars ,Prri | 
接 照 上 述 程序 做 下 去 ， 可 能 出 现 两 种 情形 ， 或 者 得 到 一 个 
c= 人 使 得 fo) =0; 或 者 得 到 一 个 闲 区 间 序 列 {Fa ,5。]}， 
满足 本 
[La 一 [ai 一 一 [anypa OO, 


pn 


OU — dn = 2 业 
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fan) Oo,), 
诸 区 间 套 {Lzn ,bwjj 收 编 到 瞧 一 的 一 虞 
oe=lima, = limp, EL,b1, 
因为 陪 数 了 在 闭 区 闻 [a ,8] 上 连续 ， 所 以 
Frc) = limf (an) = limf (8.,), 


从 不 等 式 
fan) 0 bn) 
可 以 得 到 
Fe) = limf Can) S01limf (Qn) = 1 (0), 
于 是 只 能 有 " 


Ce = 0。 Li 
例 1 设 函 数 了 在 闭 区 间 Fe, 杂 连续 并 是 满 是 F[a, 的 ) 己 : 
[64,5]( 这 就 是 说 ，f (x) Efa,5]，Yx+E [a,b])。 斌 证 明 存 站 cE€ 
fa,y1， 合 得 
、 Fe) = ec， 
(这 样 的 点 称 为 是 了 的 一 个 不 动 点。 本 例 说 明 ， 把 Fa ,5] 映 入 
到 [a ,5 之 中 的 连续 苗 数 必定 有 不 动 点 。 一 一 这 是 沙 和 名 的 Breuwer 
不 动 点 定理 葛 一 个 特殊 情形 。) 
证 明 记 9(x) = 了 Cx) -x， 则 甬 数 g(x) 在 斌 区 间 T4 ,5] 连 续 、 


调 人 条 件 
a) Eb, YXEla,bl, 
可 知 
jta2a, FID3<P， 


.” 即 


gE0, g0) 0. 
如果 800) =0 (或者 909) = 0)， 那 么 <c=a (或 者 c = 让 就 满足 要 
求 ; 
ge} =0, CO = 0。 
如 果 8() 守 0>>g(b)， 那 么 (根据 定理 ]) 存在 CE (C4, 中 ,使得 
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ge)=0, Fo =c [0 
定理 1 不 但 在 理论 上 很 重要 ， 而 且 还 为 我 们 提供 了 求 方程 的 
根 的 一 种 提 位 态 容 一 一 对 分 区 疗法 ， 
例 2 考 闪 方 程 x 2x 一 5=0。 我 们 记 


一 


因为 

f= -1<0<1(3) = 16， 
所 以 方程 fx) = 0 在 (2,3) 中 有 一 个 根 。 我 们 用 对 分 区 阅读 求 这 根 
物 近 似 值 ， 得 到 如 下 的 结果 ; 


判 叶子 [5 二 0 于 (下 袖 定 根 的 浪 围 Co，b%) 


| 
FDLOCFY | (2, 3) 
FDO.) | {9 2.5) 
TB Of 25) | {2 2,.265» 
FOF,125) | (2, 2.125)} 
fi.0625) < 0<f 2.125) ; 《2 .9625。，2.I25》 
T209876) Of ,125) | (2.09375; 2.1265) 
了 (2 DT Of, 1083753 C2 O075s 2 109575 
我们 取 根 的 近似 值 
2.09375 + 2,.109375 an 
d= .1015625,. 
损 者 的 办 为 
1 1 
| 一 cir7= 128 = 0.007515, 


以 下 的 介 值 定理 是 定理 1 的 推广 。 

定理 2 ( 介 值 定理 ) ” 设 前 数 f 在 闭 区 间 [a, 门 连续 . 如 果 
在 这 六 区 间 的 两 端点 的 为 数值 Fe) = a 与 1(5) = 1 不 相 舌 ， 那 么 在 
这 两 点 之 间 国 数 了 能 够 取得 介 于 a 与 8 之 间 的 任意 值 ”。 这 就 是 
说 ， 如 果 f (9) 7 有 0) (或 者 fa) ?人 2 六)， 那 么 存在 c< (a， 
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5)， 使 得 jcy 
二 YY, 


证 明 考察 销 数 9(7) = f(x) ~ 显然 销 数 5 在 闭 区 间 L2,4] 
连续 ， 并 且 在 这 用 区 间 的 两 端点 取 异 号 的 值 ， 由 定理 1 可知: 在 
在 cE Ca,b)， 使 得 9(e) =0， 即 ， 

fe) =y, [| 


2.b 最 大 人 入 与 最 小 值 定 理 


”如 果 函 数 在 x 点 连续 ， 那 么 它 在 这 点 邻近 是 有 界 的 。 这 是 
一 个 局 部 性 质 ， 对 于 在 闭 区 间 连 续 的 函数 ， 我 们 来 讨论 相应 的 整 
体 性 质 . z : 
定理 3 设 函 数 了 在 闭 区 间 [4,5] 连续 ， 则 f 在 [4,65] 上 有 
界 。 
证 明 ”用 反 证 法 。 假设 /在 [a, 执 上 无 界 。 考 察 La,5 的 两 


个 闭 于 区间 
2 


可 以 断定 了 至 少 在 一 个 闭 子 区 间 上 无 界 ， 我 们 记 这 闭 子 区 间 为 
Li,51]。 然 后 以 Lai,81j 代 赫 [a,b]， 重 复 上 面 的 讨论 ， 又 可 得 到 . 
困 于 区 阅 Las, 加 JJ， 图 数 了 在 这 周子 区 间 上 庞 界 。 继续 这 样 的 手 
续 ， 我 们 得 到 一 巾 闲 区间 
[Lab oa dO OLan, bn ,. 

满足 条 件 

C1》 0, ,= i 

(2》 .函数 了 在 Lan ,58sJj 上 无 界 。 
所 区 间 善 {Lanpa]} 收 纺 于 唯一 的 一 点 

= liman = limb, 和 [2 

因为 陪 数 在 ° 点 连续 ， 所 以 存在 9>0 使 得 f 在 U (Cc, 办 上 是 有 界 
的 : . 
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|f 0) [EE, YrxEUC,N). 
了 又 可 取 届 充分 大 ， 使 得 


lan— co|<n, jp —e|<n. 
这 时 就 有 


因而 有 


Tan bm jcU Co, DD, 


FO) EK, YrELam,bn], 
担 这 与 闭 子 区 间 [am;,bmj] 的 选取 方式 矛盾 ( 按 照 我 们 的 选取 方式 ， 
函数 了 应 在 闭 子 区 间 [sw,8o] 上 无 界 )。 这 一 矛盾 说 明 , 所 作 的 反 
证 涉 假 设 不 能 成 立 ， 函 数 f 在 闲 区 间 [&,5] 上 应 读 是 有 界 移 。 口 ] 

和 如果 函 数 f 在 开 区 间 (a, 引 连续 ， 那 么 关于 了 在 (a,5) 上 是 否 
有 界 不 能 得 出 任何 一 般 性 的 结论 。 请 看 下 面 的 例子 . 

例 3 应 数 (x) =1/x 在 开 区 间 (0,1) 连 续 ， 但 它 在 这 开 区 间 
.上 上 汛 界 . 

例 4， 国 数 g(x) = sinx/x 在 开 区 间 (0,1) 连 绪 ， 它 在 这 开 区 
机 上 是 有 界 的 : 

(gO El, YXxEC0,1), 

定理 4 《最 大 值 与 最 小 值 定理 ) 设 函 数 f 在 闭 区 间 [fa ,91 连 

萤 ， 记 
M -= sap f(x), ma cp， 


二 ors!l 
别 存 在 zx' ,x*€ Fa,b]， 使 得 
fx Y=M, fOr)=m, 
证 明 ”由 定 理 3 可 知 

~ CACMNEMT+o0, 
根据 上 确 界 的 定义 可 以 断定 ， 对 任意 "EN, 必定 存 在 xa E [a,b]， 
-使 得 

M- Tf EM, 


以 有 办 序列 {xvC[a ,的 之 中 ,可 以 选取 收获 的 子 序列 {xw}, 设 
xn,—*x’ [a,b 


下 函数 在 *“ 点 的 连续 性 可 得 
fra CT ). 
但 我 们 有 


1 
MM- n)SM. | 


在 上 面 不 等 式 中 让 k~> + oo 取 极限 即 得 
Fx’) = limf (xng) = M。 


关于 最 小 西 的 论断 可 仿 此 作出 证 明 。 ” 口 


2.5 ”一致 连续 性 


设 上 CR， 户 数 了 在 £ 的 径 一 点 连续 ， z 是 互 的 任意 一 个 
点 。 按 照 连 续 性 的 定 艾 ， 对 任意 #8 汪 >0， 存 在 56>0， 使 得 |x 一 xo| 
之 6 时 ， 
[fC — fro 1 <e, 
请 注意 ， 寻 于 给 定 的 2 汪 0， 在 不 同 的 点 xo 处 ， 相 应 的 5 不 一 定 椰 
同 。 我 们 提出 这 样 的 问题 ， 洁 于 任意 的 : 汪 (， 是 否 存 在 适用 于 一 
切 xo EE 的 5 汪 0， 使 得 上 只要 
x,XoEE, lx-xo|<d, 
就 有 
[fx) ~ FFCxoy | <e? 
如 困 不 对 集合 加 以 限制 ， 这 问题 的 管 案 是 不 一 定 的 。 请 看 下 孜 
例 5 考察 E = RR, 了 CX) = x 的 情形 。 对 任意 Xx,XxoE 及 有 
{fCx) — Txo0) | = [x -xol, 
因此 ， 对 任意 >>0， 存 在 适用 于 一 切 me 及 的 5=。>>0， 使 得 殿 
ww 
x,xoE RR, |x-xol<o, 
就 有 
(fx) — fro0) |<e, 
126 


例 6 考察 E= 民 ,5(x}=* 的 情形 。 对 于 给 定 的 E>0, 不 论 
5 是 怎样 小 的 一 个 正 数 ， 总 存在 这 样 一 点 


人 号 
各 邻 谋 Xo 和 的 号 一 点 
. . 2€ 由 
M81 


使 得 


12 一 xo| = 6/2<26, 
[9 Cr) 一 g(xoy| = CX + Xo CX — Xo) 
这 就 是 说 ， 不 存在 适用 于 所 有 的 x6 的 5>>0., 

如 果 玉 = [at 是 一 个 闭 区 间 ， 那 么 对 前 述 问 题 的 回答 就 是 
肯定 的 了 。 本 段 就 来 证 明 这 一 重要 事实 。 先 介绍 必要 的 术语 ， 

定义 设 是 及 的 一 个 子 集 ， 函 数 了 在 已 上 有 定 交 。 如 果 对 
任意 s 半 0?， 存 在 6>>0， 使 得 只 要 

TX Ee, |x -xal<6, 
就 有 
[feD -fl<e, 
那么 我 们 就 说 函数 / 在 集合 已 上 是 一 至 连续 的 。 

定理 5 (一致 连续 性 定理 ) 如 果 函 数 了 在 人 闭 区 间 =[a,5] 连 
续 ， 那 么 它 在 了 工 上 是 一 致 连续 的 ， 

证 明 ”用 吧 证 法 。 假设 函数 了 上 在 财 区 间 工 上 连续 耐 不一致 
连续 ， 那 么 至 少 存在 一 个 e 汪 01， 使 得 不 论 5>>0 怎 样 小 ， 总 有 x/， 
x* 毛 J， 满足 条 件 . 

EC 
对 这 样 的 s 利 8 =1/n (n=],2,*…》 存 在 ,x* 1， 满足 
xa — Xl, fx fx | ee, 


因为 (x,}C 己 1 是 有 界 序列 ， 它 具有 收 伊 的 子 序列 {x }: 
12¥ 


xxeE 了 
因为 


旬 此 — 


< xp 一 革 [+ linrs 


lxo ~ Xa lS [Xo — Xp | + :x 


所 以 区 有 


下 
Y a os 


又 因为 函数 在 xo 点 连续 ， 所 以 
limf xs 一 limf C(x",) = 70)., 
但 这 与 
fc) -fxs ) | 


相 耻 盾 。 这 一 六 盾 说 明 函 数 f 在 1 上 必须 是 一 发 连 绪 的 ， 站 


附录 “一致 连 续 性 的 序列 式 描述 
为 了 帮助 读者 从 另 -~- 角 度 认 识 一 臻 连续 性 ， 我 们 陈述 并 证 明 
似 下 定理 。 
定理 6 设 王 是 及 的 一 个 子 集 ， 国 数 了 在 已 上 有 定义 。 则 7 
在 BE 上 一 至 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任何 满足 条 件 
limCxn ~ yr) = 0 
的 序列 {rn}CB 和 {yw} 都 有 
lim(f C(x) — fyn)) = 0, 
证 明 必要 性 ” 设 了 在 己 上 一 私 连 续 。 则 对 任何 se>>0， 存 在 
>0， 司 得 只 要 
x,yEE, jx-y|<5, 
就 有 
[fF -FO |<e. 
如 果 fxn} 二 BE 和 {5y%} 二 E 满 是 条 件 . 
limtxn — yn) = 0, 
那么 存在 YE N， 使 得 ">A 时 有 
[Xn — ya | < 
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这 和 肝 也 就 有 
[fen) -TD Ee, 
我 们 还 明了 
lim tf (x5) 一 了 Cn 三 
充分 性 ”用 反 证 法 。 假设 了 在 三 上 不 一 琉 连 续 。 则 对 某 个 
s >0 不 论 3= 17n 取 得 怎样 小 ， 总 存在 xynE 荆 ， 使 得 
[xn— Vn| rn, fra) — fyn) |e. 
序列 {xx} 和 和 {yn} 福 上 满足 条件 
lim {xs 一 了 no = 0, 
但 序 多 {f(xn) 一 了 Cyw)} 却 不 能 收 钱 于 4。 这 与 所 给 的 条 件 世 上 盾 ， 
口 
利用 定理 6 胀 揭 示 菏 些 沙 数 的 不 一 长 连续 性 是 很 方便 的 。 请 
看 下 面 的 例子 。 
例 了 7 也 数 /tx) = 1/x 在 平 开 举 闭 的 区 间 (0,1] 上 是 连续 的 、 
但 却 和 不 一 致 连 续 。 事 实 上 ， 存 在 序列 


{ir}.{#} ee 
lim( 坟 -去 ) =0, 


06 的 -全 )- = 


例 7 说 明 ， 在 定理 5 中 ， 闭 区 间 的 要 求 是 不 可 少 的 。 


使 得 


但 却 有 


§3 单调 隙 数 ， 反 蝗 数 


我 们 把 闭 区 间 fa,513， 开 区 闻 (4,5),C- 00,5),(a,+%)， 
(- co, +ec)， 半 开 区 间 [a,b ,a,b],《 一 00,b],Za,+00)， 以 及 
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退化 的 闭 区 间 ( 即 单 点 集 f4: = La,a 了 等， 统称 为 区 间 。 以 下 引 
理 指出 所 有 这 些 类 型 的 区 间 的 共同 特征 . 

引 理 ”集合 7J 一 屎 是 一 个 区 则 的 充分 必要 条 件 为 对 了 于 任 党 
体 个 实数 a,8E7 介 于 8 和 用 之 间 的 任何 实数 7 也 一 定 属于 了 . 

证 明 ”条件 的 必要 性 是 显然 的 。 我 们 来 证 明 这 条 件 也 是 充分 
药 。 记 

= infy， B=sup], 
浊 显 然 有 
TTA,B8], 

按照 确 界 的 定 闵 ， 对 于 任意 YE (4, 上 )， 存 在 01 各 BE4， 使 


得 
ACNAP ThEB, 


拟 而 YEJ， 这 证 明了 
(#4,B)CI. 
再 来 考察 4 , 旦 两 点 。 视 4 ,如 是 否 属于 了 ， 必 有 以 下 几 称 情形 之 
一 成 立 ; 
J=5A,BI, j=LA,8), 

了 = 《4,8],， 或 者 了 = (4,B). LL 
利用 这 一 引 理 ， 可 以 给 介 什 定理 一 个 很 好 的 几何 式 的 陈述 ;: 
定理 1 如 果 函 数 f 在 区 间 7 上 连续 ， 那 么 

= 站 和 一 TCD ET 
也 是 一 个 区 间 。 
定理 1 的 逆 命 题 一 般 说 来 并 不 成 立 ， 
例 ] 湛 赛 诗 数 
sn 二， 如 果 x 坟 0， 


0, 如 里 X=0， : 
我 们 看 到 菌 数 了 把 区 闻 了 =[ ~ ?J 中 下 映 成 区 国 ) j=[ -1,1., 
但 了 并 不 连续 。 
但 是 ， 对 手 一 类 出 较 特 殊 的 靖 数 一 一 单调 闻 数 ， 定 理 1 的 逆 . 
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闪 题 是 成 立 的 。 

定理 2 设 函 数 疗 在 区 得 上 单调 ， 册 了 在 二 连续 的 充分 必 
要 茶 件 为 : fC 站 出 是 一 个 区 间 ， 

证 明 ”必要 性 部 分 即 定理 1。 这 里 证 明 条 件 的 充分 性 。 设 f 
在 1 上 谴 增 六 且 了 (站 是 一 个 区 局 。 我 们 来 证 明了 在 [连续 (用 反 
证 法 ) 。 假设 了 在 xoE1 不 六 续 ， 那 么 至 少 出 现 以 下 两 种 情 形 之 
一 ; 或 者 xo~)< 二 了 xo)， 或 者 了 CO) 三 ftxs+)。 对 这 两 种 情 
形 ， 我 们 分 别 用 (4, 户 表 二 xo 一 放 ;C0)) 惑 者 (f x0) ,xo 237。 
于 是 ， 在 开 公 间 (4,P) 的 两 侧 都 有 和 集合 fC 门 中 的 点 ， 但 由 于 函数 

f 的 单调 和 性， 任何 YE 0,p) 都 不 在 集合 了 (站 之 中 ， 因 而 1) 不 
龙 是 一 个 区 间 。 这 一 涵 上 盾 说 明 了 必须 在 工 的 每 一 点 连续 。 口 ] 

设 函 数 /在 区 闻 本 过 续 ， 则 = 了 (On 也 是 一 个 区 间 。 邵 果 防 
数 了 在 区 间 工 上 还 是 严格 单调 的 ， 那 么 了 是 以 工 狂 了 = 8 门 的 一 
一 对 应 。 这 时 ， 对 任 痢 YE7= AD 门 ， 愉 好 只 有 一 个 xET 衣 使 得 

了 DO=z 我 们 定义 一 个 国 数 9 如 下 ， 对 任意 36 六 函数 信 g Cy) 
规定 为 由 关系 /xc =y 所 决定 的 唯一 的 +EI， 这 样 定义 的 函数 
称 为 县 函数 了 的 反 元 数 ， 记 为 
9= fA 1 
我 们 看 到 ， 函 数 及 其 反 了 污 数 9= 广 : 满足 如 下 关系 : 
yy) = = 

定理 3 设 阔 数 /在 区 间 : 上 严格 单调 并 且 连 续 ， 则 它 的 反 
玛 数 9= 六 :在 区 间 了 = 7 了 上 严格 单调 并 且 过 续 ， 

证 明 我们 对 姜 数 了 在 区 间 工 上 严格 递增 并 且 连 续 的 情形 给 
出 证 有 明 《函数 了 在 区 间 7 上 严格 递减 并 且 连 续 的 情形 可 类 似 地 讨 
论 ) 。 对 于 任意 的 冯 ,y2E JJ 过 V2， 我 们 来 比较 训 = gC 与 
xo= 了 t 弛 0 的 大 小 。 普 先 ， 不 能 有 2 = Xs， 否则 将 有 总 二 了 x1) = 
了 Gray = V2; 其 次 ， 也 不 能 有 as 人 否则 将 有 护 = FDC 

= Ys，。 因 而， 只 能 有 二 Xo， 即 9 人 0) 三 98(y2)， 这 样 ， 我 们 还 明 
了 半数 9 在 区 间 了 上 严 祝 递 增 。 又 因为 gm = 了 是 一 个 区 间 ， 所 
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也 9 在 了 连续 。 二 | 

例 2 函数 fx) = sinx 在 区 间 7=[ -yy2ry2j 上 严格 递增 并 
且 和 连续 ,了 = TD 门 =[L[ 一 1 1 , 因 抽 反 盐 数 9f 的 =arc siny( 即 sin™1yy 
在 了 上 有 定 交 并 有 旦 连续 ，5 的 让 值 范围 为 [ - 72 ,5/2]， 

例 3 函数 cosx 在 区 间 [0, 扑 上 严格 递减 井 且 违 续 ， 它 把 区 
间 [0,rx] 瞎 成 -1, 1。 因而 其 反 蚊 数 arc cosg( 即 cos 殷 在 区 了 向 
[一 1,1j 卡 有 定义 着 且 连续 。arc cosy 的 取 值 范围 为 [0,r]。 

例 4 获 数 好 x 在 区 闻 (5- 7/2,7/2) 上 严格 递增 并 且 连 线 ， 它 
把 (~ zj/2 ,7/2) 腕 成 (一 00, 00)。， 因 而 这 了 消 数 的 反 国 数 arc tgy 

“有 即 tg1 人 在 区 间 ( 一 02, 二 “上 有 定义 并 且 连 续 。 arctgzg 的 到 植 

范围 为 (- 7/2, 5/2). 

例 5 《算术 下 的 存在 唯一 性 问题 非 负 实数 < 的 非 负 的 = 次 
方 根 称 汶 瘟 术 梳 。 这 样 的 算术 根 吓 存在 而 且 唯 一 的 ， 我 们 用 记号 


1 


并 后 二 所 “人 
表示 各 。 事 实 上， 图 数 y= x* 芷 区 辣 [L0， oo) 上 严格 北 增 并 且 渗 
续 ， 它 将 区 闻 [0, + so) 觅 成 区 间 [0, + co)。 因 而 ， 对 任意 cEf0， 
+ ce， 存在 肉 一 的 EL0, + 20) 使 得 


让 有 一 在 
这 4 妈 为 4 的 nn 次 算术 根 ， 
从 上 面 的 讨论 ， 我 们 看 到 : 对 任意 的 EN 菌 数 4=2 的 


反 郧 数 z= 入 在 区 闻 [0, + coy) 上 有 定义 ， 严 格 递 增 并 且 连续 。 
我 们 还 注意 到 ， 如 果 了 1 那么 六 >>1。 


8$4 指数 函数 与 对 数 函 数 ， 初 等 
基数 连续 性 问题 小 结 
有 了 算术 根 的 定义 之 后 ， 就 可 以 进一步 定义 分 数 次 方 客 。 
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设 ae 民 ,4 守 0,m,nEN， 我 们 把 4 的 m/n 次 方 赛 定义 为 ， 
a {Cals Ym, 
这 里 
al = Wa, 


对 子 a>>0 的 情形 ，a 的 -人 /次 方 涯 定义 为 : 


一 


看 一 一 一 
并 全 量 


而 a 的 0 次 方 种 定 浆 为; 
a9 = 1, 
这 样 ， 当 40 时 ， 对 任意 的 有 理 数 4， 方 窒 4 都 有 定义 。 
定理 1 对 于 4€RR,a>0，P,IEQ， 我 们 有 ， 
《19 a 一 区 站 
《23 1,P<g->07<a9， 
dD 
证 明 ”借助 于 通 分 手续 ， 我 们 可 以 写 
p=k/ny 9=17n， 
-这 里 EEN, Kk,iE ZZ. 


[| 
1? +2 一 " = (al Yt+tt 


[ 
= (a Yea ) =ar as, 


(2) 设 a>1,p=K/4<q9=4An， 则 41 渤 1,<l。 于 是 
Aft = (Kala ta yt = as, 
设 4<1 ,p=k/n<9=1/n， 则 qr 之 1,K<i。 于 是 
az = (avi (ae=a 门 - 
我 们 将 通过 极限 手续 定义 正 数 药 无 理 指数 方 震 。 为 此 ， 需 要 
时 到 以 下 荐 个 引 理 ， z 
引 理 1 设 aER.a1:1p,9EQ，|n~4| 三 1， 则 有 


lar ~ a la (a—1)|p- 94|. 


1 和 4 闻 


证 明 ” 困 为 有 
- 1a7 一 4 一 221a22 一 |， 
所 以 只 须 证 明 
le? 到 (一 TDP 一 9|。 
下 面 ， 我 们 来 证 明 ， 
le 一 1 和 妥 人-TIrl， 
yreQ, 1ri<l。 
情形 1 7=0。 对 这 情形 结论 显然 成 立 。 
情形 2 r=fAceEt0,Ii)。 对 这 和 情形， 利用 关于 几何 平均 数 与 
算术 平均 数 的 不 等 式 可 得 
dar = CO) 一 《Ge lt my 
aI) + 
= {4— 1}r+1, 
Oar 1a 1)r, 
精 形 3 r= -sE-1,0)。 对 这 人 情形， 我 们 有 
le" -1 = 1 一 = 一 a 


好 ”一 
= 


(a1)s=C4 ~- 1)1r|, 
综合 以 上 几 种 情形 ， 我 们 看 到 ; 对 任意 的 reQ,Iri<i, 都， 


[la -1l(a -21rl,， 站 
引 理 2 恋 sEe 习 ,6a>>0xE 了 R， 则 有 ， 
《1)》 训 果 {pajC 人 ，pao7z， 那 么 {a7 收 伍 ; 
《2》 如果 {fpaj,f9s} 一 人 QQ,pn 一 xz qnY， 那么 
lim ar = lima’ a., 
证 明 ” 先 对 e>1 的 情形 给 出 证 明 。 
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《d) 疏 数 序列 {pa} 是 有 界 的 ， 荆 设 对 于 将 EN 有 
PaM, YYPEI。 

胶印 序列 {pn} 又 是 基本 序列 ， 对 于 任意 的 EQ,1), 存在 NE 
入 ， 使 得 m,n 汪 N 时 有 

1pm 一 Pr <es 
于 是 ， ,n>N 时 就 有 

1a7e ~ asia?a ta ]) 1pn~ pnl 
Eada — 1)e, 


我 们 证 明了 (ta 是 基本 序列 ， 卫 就 证 明 了 这 序列 的 收 敏 性 ， 
(2) 收 然 序 到 是 有 界 和 的 ， 可 设 对 于 MEN 有 
qnM, VnEN, 

又 因为 limtkpn 一 4n) =0， 可 设 2>>N 时 

pn -In|<e<l, 
于 是 ，n>> 和 时 就 有 

[a 一 aaj ssaraga 一 1)1Ppa 一 9n 
Raa 一 1)8。 

我 们 证 明了 


Limgare 一 4 一 0 


由 此 得 到 
limazrs = lim (ers assay+limars 
= lim ar 
再 来 考察 0<4 志 1 的 和 情形， 如 果 4 = 1， 那么 {ar ，} 和 {a'，} 都 


是 常数 序列 1 ,1,1,…， 因 而 结论 G3) 和 (人 2) 当然 成 立 。 如 果 0<a 
二 1， 那么 1/4 汤 1， 因为 | 


所 以 结论 {1) 和 (2) 也 仍然 成 立 。 口 
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根据 这 3 引 理 ， 我 们 给 出 以 下 定义 。 
定义 设 4E 有 R,a 半 0，x* 是 无 理 数 . 
我 们 定义 、 
a* = iimars, 
这 里 {4n} 是 收 钙 于 x 的 任意 有 理 数 序列 ， 
注 记 ”如果 xEQ,{9n}CCQ,49n 一 x， 那 么 仍 有 
a*r=lima?s., 
这 是 因为 我 们 可 以 把 + 视 为 当 数 序列 
Dn 二 其 ， n=] ,2 ,r,s 
于 十 由 引 理 2 可 得 
. a =ima= lima’s, 
定理 2 对 于 4E€ 及 ,4a 半 0 和 x,yE 有 了 R， 我 们 有 
{1Y artT =o0" sary 
(2) dix a aY, 
< a 
证 明 QQ) 设 {nn},19n} 是 有 理 数 序列 ，Pn 一 x ,4 一 yy， 则 Pn 
十 9a-xd+3ge 于是 
dar dlima?atds 
=limtars + afny 
=limars + limats 
=a sa 
(2》 我们 对 a>>1 的 情形 给 出 证 明 (e<1 的 情形 可 类 似 地 讨 
论 )。 设 {ps] ,19a} 是 有 理 数 序 列 ，pn 一 x，4n 一 y。 因 为 x 之 y， 所 
刀 对 充分 大 的 7 就 有 
Prin 
于 是 
让 ?< ng 


A" 二 lim 他 as lim A 二 如 


为 了 得 到 严格 的 不 等 式 ， 我 们 在 与 y 之 疗 持 人 两 个 有 理 数 ?和 
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SE 


Te r,sSE 心 ， 
于 是 


这 样 ， 我 们 证 本 了 
da ,ra a L 
引 理 3 设 ae 及 ,ao>>1，x，3yE 取 ,xz- 引 < 拓 1， 册 有 
la —a!|ar a-1)lx— yl, 
证 崩 设 f2n}, {9494} 是 有 理 数 序列 ，pn 一 x，4s 一 y， 则 对 充 
分 大 的 1# 有 
[pr 一 | < 本。 
于 是 有 - 
[a7e 一 CI4| sr 一 1 pa — 4%|。 
在 上 式 中 证 上 > + co 取 极 限 就 得 到 
1a 一 上 | ar 一 1]z 一 2。 中] 
定理 5 设 aE 习 ,aa>>1。 则 指数 困 数 o* 在 耻 =(- se ,Too 
上 有 定 立 ， 严 格 递 增 并 且 连 续 ， 
证 明 只 剩 下 关于 连续 性 的 结论 尚 待 证 明 。 设 xu€ R,t{xn} 
CR ,Xn—xeo 则 对 充分 大 的 # 有 
[xn — Xo| 1, 
于 是 有 
[are — aro| sarota —1)|xn — xol, 
由 此 得 知 函 数 a 在 x 点 连续 。 国 
推论 设 aE 及 ,0<a<1。、 则 指数 国 数 a 在 到 =(- ,+ oo》 
有 定义 ， 严 梭 递 减 并 且 迷 上 续 . 
证 明 我 们 有 


1 
a 1 


利用 定理 3 就 得 到 本 推论 。 口 


1 理 4 设 <E 取 ,4a>1。 则 有 
(1) lim ar= +co， 
<2) lim a*=0, 
证 明 (1》 我 们 有 不 等 式 
2 = (+t Dl+na -1), nely, 


对 任何 >0， 可取 A=; ;+1， 则 当 *>A 时 ， 就 有 
ar>at 21+[xle -1) 


E 
1 一 ita — 1} EE. 


设 2E RR ,4a 汪 1。 我 们 看 到 ， 严 格 递 增 的 连续 函数 y=a" 把 区 
鲁 (- ce ,> 00) 一 对 一 地 映 成 区 间 C0, + ce)。 困 而 对 任意 的 7GE 
《0, + oo)， 存 在 崔 一 的 xEft- so, + co0)， 使 得 

A = 9, 
我 们 把 这 样 由 # 唯一 确定 的 x 称 汶 尺 4 为 底 5 交 对 数 ， 记 为 
t= go 

作为 指数 函数 y=a" 的 反 国 数 ， 对 数 获 数 x=1o86oy 是 连续 
的。 我 们 把 这 一 事实 写成 以 下 定理 ， 

定理 4 设 a&R,a1， 则 

(1) 对 烤 国 数 *= logoy 在 区 间 (0, > sy 上 有 定 勾 ， 严 略 递 增 
并 且 连 续 ; 


Co) limlogey= +oo, lim logay = ~— to, 
Le 六 一 人 讲 

证 明 ”结论 (1) 可 以 从 关于 反 崩 数 的 一 般 定 理 (§ 3 前 定理 3》 
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得 由。 结论 (27? 的 证 明 如 下 : 对 任意 E>>0， 可 取 AA=a >0, 和 干 
是 对 于 3 六， 就 存 
logy >logui = EE, 
这 证 明了 

lim logey = + 20, 
内 此 又 可 得 到 

Hm logey lin, logo( 5)) 
= lim € — logn=) 
二 LT L] 
在 数学 的 理论 研究 和 应 用 中 ， 常 常 末 用 数 。 作为 指数 函数 或 

者 对 数 尔 数 的 床 。 这 里 数 。 定 六 为 


a= lim(1 + 去 ， 
以 e 为 底 的 对 数 称 为 身 狼 对 数 。， 记 为 
lny=logey, YJy>0. 

我 们 已 经 看 到 ， 多 项 式 国 数 ， 有 理 分 式 苑 数 ， 三 角 国 数 ， 反 
三 角 冰 数 ， 指 数 函 数 ， 对 数 畏 数 等 函数 在 它们 有 定 交 的 范围 内 都 
是 连续 的 ， 这 些 浅 数 称 汶 基本 初等 济 数 。 由 基本 初等 函数 经 过 有 
限 次 四 则 运算 和 复合 而 成 的 函数 称 汶 初等 东风 。 于 是 ， 我 们 有 1: 

定理 5 ”初等 水 数 在 共有 定 闵 的 范围 内 都 是 连续 的 ， 

例 ] 考察 和 尔 数 y=x*(x 半 0,pE 民 }) 的 连续 性 .我 们 可 以 
碟 它 视 为 复合 因数 ， 

一 一 einr 
四 指数 函数 和 对 数 函 数 的 连续 性 可 知 ， 宪 函数 在 它 有 定义 的 范围 
内 是 连续 的 . 

例 2 ” 考 窒 国 数 (x) = wtx)":， 这 里 (lx) 和 +(x} 都 是 连续 

阔 数 ，u(x) 汪 40。 我 们 把 这 了 芒 数 改写 为 ; 


1]39 


fixy 一 puisilnuir) ， 


和 出 此 可 看 出 它 的 连续 性 . 


8 5 “无穷 小 量 ( 无 穷 大 量 ) 的 比较 ， 儿 个 重要 的 极限 


定义 1 设 困 数 ago 在 4 点 的 某 个 去 心 邻 域 如 (ea 上 省 定义 。 
如 果 
Lm atx) 一作， 
那么 我 们 就 说 aCx) 是 x->a 时 的 无 穷 小 量 。 
设 a(*) 和 8(D 都 是 x 一 a 时 的 无 穷 小 量 ，a(*) 取 6。 关于 比 
慎 
上 B(x) 
0 
韵 极限 ， 可 以 有 省 种 各 样 的 情形 。 请 看 下 匣 的 便 对 (在 这 些 例子 
户 ， 我 们 考察 x->0 时 的 无 穷 小 量 》. 
例 ] 8atx) = x,B(r) = x 
. P(x) ,, 
lm ocx) = He #=0. 
例 2 a(x =x, B(x) = Xx. 
lim BC) = lim 工 -co 
了 atx) st " 


Ms rr = ,Pry = sin 和 
pixy sin x 


上 xy 当 一 必 XX * 


例 4 oCx) = x， B(x) = x sin 二 


lim -不 存在 ， 但 和 -有 界 ， 


苔 一 和 Gr 


例 5 ar》 = < PO) =x sin， 


4 人 


Bex) 
Tim * Cx 3 -不 存在 ， 并 且 2 无 界 ， 


zx 


定义 2 设 函 数 4Cx) 在 a 点 的 某 个 去 心 邻 域 U(a) 上 有 定 
义 。 如 果 . 
lim ACx} = co 
那么 我 们 就 说 A(x) 是 x->a 时 的 无 穷 大 量 ， 
设 ACx) 和 BCz) 都 是 x-*a 时 的 无 穷 大 量 ，4(z) 二 0。 关 于 比 
B(x 。 
值 元 5 -的 极限 ,也 有 各 种 各 样 的 情形 .读者 可 以 仿照 上 看 的 例 1 一 
例 5 ， 作 出 相应 的 例子 来 . 
为 了 便于 比较 无 穷 小 量 ( 无 穷 大 量 )， 我 们 引入 适当 的 记号 . 
定义 5 设 函 数 w(*7 和 多 (在 a 点 药 某 个 去 心 邻 域 了 Ce 上 
有 定义 ， 并 设 在 疼 (a) 上 gpCD 地 0， 我 们 分 别 用 记号 “O”，“oy 


与 “~” 表示 比值 pC 入 在 a 点 邻近 的 几 种 状况 ， 


(1) YCx) = OC (x)) 央 示 3 C9 是 xa 时 的 有 界 变量 ( 即 8 


和 人 二 人 太志 有 办 


(GyYCD = olp(x)) 表示 $65 是 ze 时 的 无 穷 小 量 ( 邑 


PLD 
lim 多 人 一 
se PX Xx) 中 


《3) Cx) 一 gx 表示 


“0 ,0 和 ~ 这 些 记 导 都 是 相对 于 一 定 的 极限 过 程 而 言 的 。 使 
用 时 通常 村 附 以 记号 (x-xa)， 以 说 明 所 涉及 的 极限 过 程 。 例 如 : 


sinx=0x) 《一 GO 


Simx ~ CX 
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我 们 特别 指出 : 记号 
”x = O00) (ra) 
囊 示 $C 在 a 点 的 某 个 去 心 名 域 上 有 界 ; 而 记号 
z W(x) =00) (sr->a) 
有 漂 示 
Lmetx) = 0, 

设 pCx) 和 间 (x》 都 是 无 窃 小 量 (无 穷 大 量 )， 如果 多 (X) = 
oy?)) , 闭 乏 我 们 就 说 (x) 是 比 5Lx) 更 高 阶 明 无 窃 小 (更 改 阶 前 
无 穷 大 ) ,如果 gx ~ P57) ,那么 我 们 就 说 WX) 是 与 p(X) 等 价 的 无 
穷 小 (等 价 前 无 穷 大 )。 

例 8 设 fx) = (x 一 20)”"，g(x) = (x -a)*， 则 有 

. 0 ， 如果 涡 < 过 nn， 

c， 如 果 m>7n, 
这 说 有 明 ， 越 大 时 ，《x 一 中: 的 无 穷 小 的 阶 就 越 高 。 


例 7 设 fx) =o 9(%) = 让 二 55， 则 有 


¢ ， 旭 时 内 >>m。 


这 说 明 ， 大 越 大 时 ，z 的 无 穷 大 的 阶 就 越 高 
例 8 设 了 (x) =x"，g(x》=x"， 则 有 
| 如 时 mn 


lim kx - 


0 了 (xy 1 ， 媳 果 机 =， 


0 ， 如 果 本 全 nm 


这 说 明 : 对 于 极限 过 程 *>c， 于 越 天 时 ，x* 的 无 穷 大 的 阶 和 就 越 
高 。. 
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鲍 9 设 Fr =a C1 ,9 =X (NO07。 
我 们 指出 ， 
2 Xx 
Fe im, fr = 二 0。 
团 而 指数 函数 a* 的 无 穷 太 的 阶 比 插 何 符 函 数 x* 高。 为 了 说 明 这 
一 事实 ， 我 们 先 来 看 4&5=KEN 的 情形 。 已 经 知道 (第 二 全 $I 的 
例 10) 


条 此 易 得 
Jlim C7 + DD). = lim .~ 31+ 1) = 0。 


对 任意 e>0， 存 在 六 EI， 合 得 na 了 时 有 
0 一 所 -<e. 


取信 = 和 +1， 则 x 二 入 时 就 有 
DD! 
如 


0< 7 
这 证 明了 


对 于 一 般 的 2 汪 9， 我 们 可 以 取 EN, Kh， 于 是 ， 对 于 x 
宇 1 有 


辆 而 


由 
- 于 
lim 一 二 9 
二 


例 10 设 了 (x) =x 人们，8(x = 1logox at。 我们 指出 
区 


lim -ee =0, 
震 一 十 喇 
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这 说 明 对 数 函 数 log。x 是 比 任 何 野 函数 x"” 更 低 阶 的 无 穷 大 基 。 
事实 上 ， 仿 y= log ,x， 则 闭 


| 108 ox x _ yy 
Ln nas) 


我 们 对 符号 0,o 的 用 法 作 一 点 说 明 。 记号 OcpCx)) (或 者 
otyCx))) 不 是 表示 一 个 具体 的 量 ， 而 是 表示 车 的 一 种 类 型 。 式 于 
办 Cx) = OCp(lx)) 表 示 w(x) 是 属于 Oty(x)) 这 种 类 型 的 一 个 量 。 式 
中 的 等 号 *%=” 应 该 当 作 属于 符号 *E>7 末 理解 。 而 式 子 
OCp(x)) = 就 没有 明确 的 意义 ， 因 此 、 涉 及 符号 D 或 o 的 
“等 式 ?， 丰 能 象 通 节 的 等 式 那 样 将 其 左 布 了 两 边 殉 换 ， 
定理 ] 设 g(x) 和 V(X) 在 # 点 的 某 个 去 心 邻 域 0C4) 上 有 定 
gCxy 关 0。 则 有 
PO 一 pI = PAE) TT 下 《的 
证 明 ”我 们 有 : 
lim $09 = = 二 一 > lim ($2 一 1) 一 小 


er 人 + 一 “只 


=0, 


沈 


二 


< lim¥ 一 Px) - 
Px) 


< 一 站 二 DEC 
< = + OF), [.] 


关于 局 各 0， 有 以 下 关系 : 
定理 2 设 5() 在 a 点 的 森 一 沁 心 邹 域 土 有 定义 并 且 不 等 于 
0 ， 则 有 
(1) oP OK)) = O00): 
(C2) ON) F OP CK)) = OF XO) 
C3) Op) + OPCXY) = OCP LEI), 
4) oPCAIIOCY = op Cx)), 
DCDCDC 一 DT OCX7 


了 二 


证 明 ”只 要 和 弄 清 艳 省 式 的 含义 ， 证 明 就 是 显然 的 了 。 
结论 (1) 诬 ， 一 个 oC(p(x)) 型 的 量 必定 也 是 CYCx)) 型 的 
量 ， 即 如 果 (x 二 oC9(?))， 那 么 W(x) = O09LX))。 这 是 因为 ; 


和 如果 姑 沪 是 无 穷 小 最 ， 那 么 它 出 必定 是 有 界 变量 ， 
结论 C2) 说 。 如果 f(x) = Otp(x))，9(x) =OCy(x))， 那 和 


f(x) + 9(x) = OCe(x))。 这 就 是 说 ， 各 果 50 和 9 部 是 有 界 


变量 ， 那 么 J bs 90O tb 是 有 界 变量 


结论 (3) 的 说 明 与 结论 C27 类 要， 

结论 (4) 依 据 的 是 这 样 的 事实 ， 无穷 小 量 与 有 界 变量 的 垃 积 
是 无 穷 小 早 。 ” 门 

以 下 几 个 模 限 是 分 村 中 经 党 浊 到 的 ， 希 沁 流 者 并 记 、 


T | Jim in 1, | 
这 一 事实 的 证 明 已 见 于 第 二 章 § 5 的 例 7 
1, Dm) = 


我 们 来 证 明 I[. 首先 ， 根 据 定义 有 有 


出 此 可 得 
imfa 十 i) = lim( 1 + 二 iimfl 十 1) 三 8， 


: ， 1 m+1 
lim (1+ 一) 
lim{1+ ] 1 ) 一 福村 了 
n+ lim (1+ 1) 
全 十 荆 


于是 ， 对 任意 c>4， 存 在 NEN, 使 得 n>N 时 有 


二 也。 
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了 出 1 
一 — 一 -- 让 十 
© s< (I+ <(1+ + 8 


取 A=N+1， 则 当 x>>A 时 就 有 [xI>N， 


因而 有 
一 s<( [x i) <( - 2) 
<(1+ 让 | ee 
这 证 明了 
lim (1 十 二 =e 
由 此 又 可 得 芭 
in (+ 了 = im (2-1) 
= lim (2 ) 
= lim (+ 三 
-Ge 
我 们 证 明了 
tim (+) = lim (1+ 1) = 
因而 有 
lint) = 
下 的 另 一 种 表述 为 
I | limC1 + a)t/ =e, 


利用 对 数 函数 的 连续 性 ， 我 们 得 到 
146 


Jim (Lo 一 lim lntl 十 | 1 
| 


血球 只 
-lns= 


类 亿 地 有 


本 log ytl +a) ,1 
lm lB op 


这 样 , 我 们 证 明了 ; 


lim - 
生 “ 详 
En 1 《 ? ] | 
_ Op 二 于) 1 | 
Rs 
由 此 丸 可 得 到 ” . | 
7 I © 一 
jn z lim- 五 一 =]， | 
事实 上 ， 令 =e" 一 1， 我 们 得 到 
， en 一 T_ 1: 8 _ 
im mT" 
类 位 地 有 i 
lim* ly 了 
季 - 了 山 | _ | 


最 后 我 J 有 


| 


V, lim . 
事实 上 
Jimel 0 一 1 Tim 6 -1 
全 四 - 明 闻 


anlnti al 一 1] 了 ln‘1 + CD 


= lim 一 - 
站 一 站 nlncl+t+o) 位 
二 贞 ， 
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从 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 涉及 某 些 初等 国 数 的 量 奔 的 一 些 公 
泸 ， 这 些 公式 在 求 某 些 极限 时 很 有 用 处 。 

定理 5 对 于 极限 过 程 x* 一 0， 我 们 有 1; 

Cy Sin xox+oCr), ig X= x+ otx), 

(2Y coasx=1-— Xi OCXY), 

CY) eT =1+x+ ox); 

C1) lacl i x) = +oC): 

{5) (Cl +x) =1+hx+ OD, 

证 明 (1》 我 们 有 


lim -一 一 i, 
fC 
《2)》 从 关系 式 
.af 2 
cosx—1 si 2 
1? se ~ 
2 2 2 
可 得 
] cosx 一 上 =1. 
一 站 1 x 
2 
3 nme -1 
(3 Jn 1, 
C4) limln Cl +x)] 
FE .性 站 
十 六 一 
6 jim dl 


下 面 的 定理 说 明 ， 在 求 怀 积 或 商 的 极限 的 时 候 ， 可 以 等 任何 
-一 个 国 式 用 它 的 等 价 因 式 来 替换 。 
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”定理 4 ”如果 x-ra 时 YCx) ~ p(x)。 那么 就 有 
《TI lim Px) FOr) = lim PCOXYI FLY 


Co FE) 10 pF Cx) 
(Dm no 


sa BCE) OX za PCXIICKY 
这 里 ， 我 们 说 所 有 的 函数 在 a 点 的 茶 个 去 心 铝 霹 上 有 定义 ， 


作为 分 母 的 函数 在 这 个 夫 心 外域 上 不 为 0， 并 设 各 式 右 端 的 模 限 - 
存在 。 


证 明 ”绪论 G1) 的 证 明 是 这 样 的 : 


layco7CD = im| (E02). Co FC)) | 
一 lim PXI Fr), 


结 褒 人 2 与 结论 0) 移 证 明 可 和 仿 此 作出 。 训 


我 们 知道 ，x 一 0 时 有 
是 be 
ln YX tgx~X, 1—-Co8x~—, 
ny 


lnc x ~ C+X) 一 一 HL， 


利用 这 些 结 果 与 定理 4 ， 我 们 很 容易 求 出 以 下 各 例 中 的 极限 。 


+ 


于 一 四 从 基 [te 


例 1 limasiapx m6 


例 12 lim EC5 2 - lim BY- 1 


于 -+ 站 省 


例 13 lim YI+z2 一 1-lim .2 -~ 1。 
#0 -09k s-0 1 x 


例 14 lim ln +#) im EN =9 


s—0 1 — cosx #0 1 
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第 二 篇 
微 积分 的 基本 概念 及 其 应 用 


第 四 章 导 数 


在 预 篇 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 切 线 和 速度 等 问 题 的 讨论 ， 痢 归 
质 到 以 下 形式 的 极限 
fx) 一 fo) 


Eo— Xo 


lim 
有 -上 


本 价 就 来 系统 地 研究 这 样 的 极限 。 


$1 导数 与 微分 的 概念 


Ta 导数 的 定 尺 
定 针 设 阔 数 7x 在 ro 点 邻近 有 定义 ， 如 果 存 在 有 穷 极限 
lim 0) -了 Czo) 


sm 也 - | 


那么 我 们 就 说 范 数 六 裤 在 ze 点 可 导 人 (deriyable)， 并 且 把 上 述 极限 


值 称 为 函数 fx? 在 xo 点 的 导数 (derivative)， 记 为 了 ' (x0)。 
几何 解释 “在 预 篇 里 ， 我 们 已 经 看 到 ， 曲 钱 y=jfz 在 点 
《xo, 了 (Xo)) 处 的 切线 的 斜率 应 该 等 于 极限 
im 二 《区 一 了 Kx 一 Fo) 
宇 一 至 中 坚 一 Xn 
这 就 是 导数 的 几何 意义 。 
注 记 ”因为 讨论 的 是 当 x 一 xo 时 的 极限 ， 所 以 引入 记号 和 = 
Xxo 比 较 方便 ， 于 是 x=xo+ 有 ,我 们 可 以 把 导数 的 定义 写成 : 


Cp = Lim fet DA) 
0 nm 有 ， 


这 里 的 半 称 为 自 变 量 的 增 量 。 请 注意 , 增 量 4=x--xo 可 下 可 杭 ， 

负 的 增 量 即 减少 的 量 ， 也 许 把 站 电 艇 “改变 量 ” 更 为 合适 。 相 应 : 
于 自 变 量 的 增 其 #, .我们 把 /Ceo+ 了 D -了 (Cro) 称 为 函数 站 的 增 量 
《或 差分 }。 人 人 们 还 习惯 于 用 符号 Ax 表 示 征 变 时 x 的 增 量 ， Ax= 
x 一 Xo;y 有 用 符 导 Ay = 入 fCx0) = frot AX) -了 (x 表示 阔 数 y= f(x》 


的 相应 增 量 。 肥 用 这 举 的 沁 号 ， 字数 的 定义 又 可 写成 
六 Cxo) = lim f xo 二 Ar) 一 fxro) 
和 于 + EE 


本 贡品 时 起 TE 一 OD Ax - 
与 此 相应 ， 基 于 国 数 3 了 = (在 如 点 的 导数 ， 除了 采用 上 面 介绍 
的 拉 烙 识 目 (Lagrange) 的 记号 (x) 而 处， 还 常常 采用 药 布 尼 兹 


{Leibnitsyf 号 
Gf xo) dy 
| ~ (或 ). 


后 一 记号 提示 我 们 导数 是 闫 商人 ( 滩 寞 的 极限 。 也 正 是 由 


于 这 一 原因 ， 人 们 还 把 导数 叫 敌 撒 南 . 
过 论 导 数 的 时 候 ， 先 要 确定 一 个 “基点 ”xz， 然 后 考 赛 自 蛮 
与 商 数 在 这 点 邻近 的 变化 (考察 从 xo 点 起 始 的 增 量 )。 在 许多 
问题 中 ， 一 定 范围 内 的 每 - -点 都 可 当 作 基点 来 考 虚 。 这 时 人 们 往 
往 直 接 用 记号 x 表示 基点 〈 以 这 样 的 记号 代替 不 怎么 方便 的 记 寻 
x0o)。 对 这 种 情形 ， 用 增 量 方式 来 写 导 数 的 定义 更 显得 方便 ; 


CD = lim f+ -1 


{xt SO = -co 


= lim + 
六 二 一 0 


对 这 一 情形 ， 如 时 采 取 直 接 的 形式 ， 惠 么 导数 的 定 六 议 轩 号 成 


13 和 4 


7 x) = lim (Se fy 


1 一 


1.b 求 导 数 的 例子 


例 1 ” 试 求 常 值 国 数 (站) 二 的 导数 。 
解 ” 我 们 有 
fx 了 机 一 Kx _C Ct ~ 0, 
h 


馈 而 

f’ (7) = lim jc 一 = 
例 ? 设 mEeI， 试 求 函 数 fx = x” 的 导数 。 
解 ”我们 有 


了 十 站 一 了 (3 -人 二 有 一 
RR 


[oe] 


= x" ! + mm—D 1) 一人 


Hl 


条 而 
fCxt+ = fx 


m—] 
PIX 4 


fxy =lim 一 


例 5 设 mEN， 试 求 图 数 /cy =x "(x 了 0) 的 导数 。 
解 ” 我 们 有 


HD | 1 | 

k RL (xth)™ x™ 
= 1 E mm | i 一 一 -一 1 . . ” 二 呈 卫 一 _ 
= 1) rb We 


一 ~， ..- 1 - [| 中 一 一 -- | — 十 mm 下 | # 
Cx th EE iA Ce" Xe 


本 而 


lm8 


Kg? 一 lml C+ 二 = frY 


tL 一 网 一 
= m= 一 放 ” » 
人 


例 4 求 窜 汞 数 了 (x) =x*Cx 守 0) 的 导数 C4E 名 的 情形 已 见于 
例 1,2,3。 这 里 讨论 AE 及 的 一 般 的 模 形 )， 
解 我 们 有 
i a 2 


i CI + RA 1 af 二 Ar 一 1 
本 h x 
因而 
fF Cx) = jm/ + hy -f(x) 
A a 
Gr 1. 


= Xr 11im 
ho 


特别 地 ， 对 于 4 上 =I72 和 = 0 我 们 有 
Cv XY = Cx 了 二 地 X12 -1 


1 ) 一 “12+ 一 ， 1 一 7 一 1 
一 一 一 到 区 一 一 -一 上 一 ”人 
( ? 2 


例 5 求 函 数 Cx) = sinx 的 导数 。 


解 ”我 们 有 
Orrhy x) sintx t+ hy — sinx 
2eos( x+ zjsin gin 
-一 1ain 二- 一 
一 2 2 _ 必 2 
= 二 -二 = 《08 (x+ -人 
2 


铬 而 
f’ (x) = lmf 十 DD— Tx) 


= ¢osx, 


例 6 求 函 数 Fe = oss 的 导 煞 - 
解 ”我 们 有 
{th — fx = + ~ eo 


振 而 
fF’ CY = im 人 一 直人 = 一 sinx, 
例 7 求 阔 数 了 (x) =e* 和 gC =a (4 站 的 导数 ， 
艇 ”我 们 有 
fx + hy -fry er er 。 8 一 1 
3 
在 而 
F 疡 (CD = limi (x + 全 一直 = a 
类似 地 可 以 证 明 
og (x) = 41na, 
以 6 为 底 的 指数 国 数 Fe = 时 具有 一 个 极 好 的 性 质 ; 
f° C70) = CX), 
.这 一 事实 在 数学 理论 和 目 然 科学 的 研究 中 有 极其 重要 的 应 用 。 
例 8 求 国 数 Fe = lnx 和 xy = 1logax 的 导数 (x 守 0)。 
解 ”我 们 有 
HX+tD TTD) n(xth lnx 
nh h 


Intl+ hfx) 


_ nC +h/x) 
大 /x 


= 
x 


瀚 而 


i 


jy FT 1 
1 On 
回 样 可 证 
8 - 1 _1 
0’ CxY = vin logos, 


通过 以 上 各 俩 ， 我 们 求 晶 --. 些 重 叙 的 初等 沙 数 的 导数 ， 所 得 。” 


结果 列表 如 下 : 
导 数 家 
E 数 导 数 备 注 
| 一 一 一 1 一- 
¢ | 0 
看 风 | im 光 惟一 LL 和 m 是 肯 然 数 
首 一 全 . 一 名 光一 丙 一 1 m 是 自然 玫 ， 工人 
RTE-1 4 是 家 数 ，z 守 0 
Sin 全 六 路 
心性 如 芝 一 及 1 
从 至 性 灾 . 
时 于 局 Fr 
lnz 1i% aD 
log oar Tlogae 让 2 全， 卫生 


利用 关于 极限 运算 已 有 的 绪 果 ， 立 即 可 得 以 下 简单 的 法 则 。 
”定理 ] 设 男 数 二 和 8 在 愤 点 可 导 ，cER， 则 了 +9 和 2 也 
在 点 可 导 ， 并 且 
CF) + HEX) = f° Cx) + 9 OX) 
{of x) =0F’ C(x), 
这 样 ， 对 于 上 表 中 各 男 数 经 过 有 限 次 相 加 或 乘 以 常数 的 运算 
所 得 的 一 切 竺 数 ， 我 们 也 能 求 出 其 导数 例如， 对 于 多 项 式 国 数 
f(x) = aox* + Em dm 
我 们 求 得 ， 
fC = maox™ ll t+ Cm 1a x ml, 


在 下 一 市 中， 利用 那里 证 明 的 更 多 的 求 导 洁 则 ， 我 们 能 够 求 出 更 
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多 的 函数 的 导数 。 

例 9 应 用 导数 的 概念 ,我 们 来 证 遇 旋 转折 物 面 的 光学 性 质 。 
据 物 线 9 = 志 “ 况 它 的 对 称 加 x =0 旋转 所 成 的 曙 面 就 是 旋转 抛 
物 面 。 放 在 焦点 Pt0,pA2) 处 的 光源 所 发 出 的 光 ， 经 过 旋 转 据 物 
- 面 各 点 反射 之 后 就 成 为 平行 光束 。 大 们 利用 这 一 性 质 制 造 需 履 爱 
射 平 行 光 的 虹 具 ， 例如; 探 照 好 ， 汽车 胸 前 司 每 《 风 Ee 了 


图 4-1 
我 们 来 证 明 上 述 性 质 ， 设 0Cxo,yo) 是 抛物 线 y= 去 ** 上 的 任 


意 一 点 [因而 w= 起 3)， 抛 物 线 在 这 点 的 切线 为 


y= V+ x0) 
这 切线 与 对 称 轴 xX=0 相交 于 点 S CX, 9): 


_ 加 
*1= 0 Vi = do CO— pap 
为 了 证 明 从 光源 下 发 出 的 光线 ， 经 过 旋转 抛物 面 反射 之 后 ， 上 反射 
光线 ee 平行 于 对 称 轴 x = 0， 上 兵 须 指出 
FOS=/ FSO=/ GOT, 
事实 上 上 ， 我 们 有 
了 5 他 


其 以 FS= FO, 


1.6 单 侧 导 数 ， 不 可 导 的 例子 


_ 定义 ( 章 便 导数 ) - 设 函 数 f 在 (x - pz 有 定义 。 如 果 存 在 有 
穷 的 去 例 极 限 
1 LS 1 


真一 在 一 


对 我 站 遇 性 驮 数 ， 站 全 二 二 于 站 ， 站 把 上 壕 丰 轴 李子 
蚤 数 了 在 x* 点 的 霸 导 数 ， 记 为 
fF Co = im， 
类 仆 地 可 以 定义 国 数 了 在 x 点 的 右 侧 可 导 姓 以 及 布 导数 
FAC) 一 im -= 二 7) 。 
我 们 知道 ， 极 限 
nd (Xi+ 二 =- FOXY 


lim 


存在 的 充分 必要 人 条件 是 两 个 单 侧 极 限 都 存在 并 县 相等 。 由 此 得 则 
议 下 定理 ， 
定理 2 ” 设 函 数 在 x 点 邻近 有 定义 。 则 了 在 “点 可 导 的 充 
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分 必要 条 件 是 它 在 这 点 的 两 个 单 全 导数 都 存在 苍 且 相等 ， 
1 (C7) =。 
当 这 条 件 满足 时 就 有 
fx) = A) =。 
我 们 米 看 两 个 导数 不 存在 的 例子 。 
例 10 渗 察 冰 数 Cx) = 1x| 在 x= 1 处 是 否 可 导 ( 见 图 4-2)。 
解 ” 我 们 看 到 z 
fo0+ Di 0) 


下 下 | { ls 如 果 #8 守 0， 
T= 
. - 一 二 如 时 < 
于 是 
fF (0) = —1, fC0)= 十 荆 。 
因而 图 数 了 在 xz= 0 处 的 导数 不 存在 。 容 易 看 出 ， 在 x 关 0 的 地 方 ， 
函数 f 的 导数 总 是 存在 的 : 
,cy = 1 如果 x>0， 
1 = 人 如 果 x*<0。 


图 ”42 


例 11 考察 霄 数 g(z) 在 * = 0 处 是 否 可 导 ， 这 里 


f sin 克 ， 如 果 x 汉 0， 
J(X) = 

9, 如 时 xx 一 0, 
和 解 ” 我 们 有 


gC0 + 2 340 in 


~ 


18¥ 


洞 为 当 h->0 时 上 式 没 有 极限 ， 所 以 函数 9 在 x = 0 处 不 可 导 ， 还 可 
以 证 明 函 数 9 在 * = 0 处 没有 任何 一 个 单 侧 导 数 ， 


],4 可 微 性 ， 微 分 


三 请 数 在 一 点 的 二 导 性 紧密 联系 着 的 一 个 氢 念 是 可 投 性 。 本 
所 就 来 解释 这 一 接 念 ， 
在 例 2 中， 为 了 考 罕 洋 数 P(x) = ”在 x 虚 的 可 导 性 ， 我 们 将 
户 数 的 增 量 
按 诛 的 方案 展开 : 
px 十 了 — pCx) 


二 mx ih + Fh 


PX+h) px) 


鞭 实 ， 为 了 考察 可 异性 ， 关 不 需要 了 解 了 的 高 次 项 的 具体 的 形 
式 ， 仅仅 需要 这 样 的 信息 ， 它们 是 一 些 高 于 一 -次 和 的 项 ， 即 
plxthy — pixy = ph" lh +ochy, 

出 此 可 得 : 


i 上 h4 一 0 朋 得 到 
， p’ CY = Me™ 
定义 设 溯 数 f( 了 在 * 点 缉 近 有 定 半 ， 如 果 
f+ fF) = AhT ohy, 

其 中 妆 与 于 无 关 ( 可 以 优 束 于)》， 邢 和 我 们 就 说 函数 ff 在 XY 成 可 
概 ， 

定理 3 国 数 地 在 x 点 训导 的 充分 必要 条 件 是 它 在 这 后 可 
摄 。 
证 明 ”充分 性 ， 如 果 

fix th fx} = AR+oln), 


162 


It -fo A400, 


二 而 fC 在 交点 可 导 : 
jx 二 一 A 
i 一 主 


了 人 = lim~ 
4 一 


必 朗 性。 如 虹 在 在 极限 
limd ce =f’ (x), 


那么 当 h->0 时 


= 


Ht Df y(n)»0, 


rth f= ht och, 


frtD fr = CF+oCD. 上 
注 记 《1》 由 于 这 定理 的 缘 艾 ， 人 们 把 可 叶 和 可 和 赚 这 两 个 术 
语 当 栈 同 多 词 来 使 用 ， 求 导数 的 方法 及 称 为 微分 法 。 
《2) 存 定 理 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 看 到 ， 从 表示 式 . 
Tx hy fr) = A oC), 
可 也 断定 
= 了) 


由 此 可 知 ， 上 述 表示 式 中 下 的 系数 4 是 唯一 殉 定 的 。 

定理 4 设 阔 数 六 2 在 Yo 点 可 微 ( 可 导 )， 那 么 它 在 这 点 连 
续 。 

证 明 我 们 有 

Fro a) — FX = AA- oh), 
押 而 
ss d(C) = Lim fxot hy) = f(x0), L 
浅 记 ”定理 主 之 道 并 不 成 立 。 如 例 10 和 例 ;1 中 的 闭 数 都 在 
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+ 二 0 人 处 连续， 和 但 在 该 点 不 可 导 ， 
设 函 数 耻 在 Xo 虑 可 导 ( 可 微 )， 如 有 
fret — fx) = 7 Crh + oy, | 

荣 用 记号 Ax=k,Ay= 了 Cxo- 为 7) 一 f(xo)， 又 可 将 上 式 写 成 

Ay= 7 rN + oNEY), 
这 样 ， 我 们 把 号 数 的 增 量 Ay 表示 为 两 项 之 和 ， 前 一 项 是 自 变 甚 
增 景 Ax 的 一 次 式 ( 线 性 式 )， 后 一 项 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 
福 0XY 毕 标 系 中 ， 作 出 盟 线 #= (x) 以 及 这 曲线 在 xo 斥 的 团 线 
(其 斜率 为 f(xo))。 我 们 看 到 ， 对 于 给 定 的 自 变 量 增 量 Ax， 景 
了 Cx)Ax 正好 是 切线 薄 数 的 增 姑 ( 见 图 :-3)， 


YY 


当 我 们 用 式 子 定 交 一 个 量 的 时 候 ， 采 用 记号 “#: =” 是 很 方 
使 的 。 例 如 
fx) :=x2 十 2 
表示 了 tx》 用 式 子 x? + 2 来 定义。 记号 《: =” 读 做 “ 定 浆 为 了 。 
定义 ” 设 晴 数 y = f(x) 在 xo 点 可 微 ， 我 们 引 人 记 号 
dx: = Ax, : 
dy: =f (xo dx = (x0 x, 
并 把 dy 做 孙 数 y= 了 Cx) 在 点 的 向 分 ， 
泽 记 ”关于 微分 的 意义 ， 从 上 面 的 讨论 我 们 已 经 得 知 : 
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《1 从 几何 的 前 度 炒 看， 微分 dy = fCxo4x 正 好 是 切线 消 数 
” 鹊 增 量 。 

Cc2) 从 代数 的 角度 来 看 ,微分 4 = 了 Cxo)dx 是 增 量 Ay = f(xo 
+ 入?) 一 了 Cx) 的 线 社 主 部 ，dy 与 Ay 仅 仅 相 英 一 个 高 阶 的 无 穷 小 
量 oCAx)， 因 而 当 AAx 充 分 小 上 时， 可 以 用 dy 作为 Ay 的 近似 人 入， 这 
一 实 是 蔬 分 的 省 多 实际 应 用 的 基础 。 


C3》 原来 ， 我 们 引入 下 作为 导数 的 记号 ， 省 了 微分 的 概念 之 
后 ， 又 可 以 把 记号 于 解释 为 by 与 dx 之 商 ; 


| 
3 =f (x0). 


3 2 求 守 法 则 ， 高 阶 导 数 


本 布 的 重点 是 求 导数 的 方法 。 

按照 定 六 ， 导 数 表示 为 一 个 和 极限。 但 直 搂 根据 定义 去 求 这 一 
极限 ， 并 不 总 是 一 件 容易 的 事 ， 有 时候 蕊 至 很 难 办 到 。 好 在 人 们 
已 经 发 展 了 一 整套 行 之 有 效 的 求 导 法 则 。 利 用 这 些 法 则 ， 我 们 能 
轻 而 复 举 地 求 出 许多 师 数 的 导数 一 一 包括 所 有 的 初等 函数 的 导 
数 。 

2.a 锐 ， 凑 、 积 、 商 的 求 导 法 则 


定理 1 设 隙 数 & 和 vw 在 xo 点 可 司 ， 则 以 下 各 或 在 c= xs 处 成 


KE 


CI) VEC oCeYY = Cr) + Cr), 
¢2) (utr) 0 = CIV) UC Cx)s 


az ou CGV) — uv (xD 
(37 人) 0) 


《这 里 要 求 "Go 天 0)。 


证 明 结论 人 1) 已 见于 上 一 节 中 ， 其 证 明 是 显 然 的 。 这 里 只 
验证 结论 (2 和 (3). z 
C2) 所 上 Ge 二 HX)62Cx)， 则 有 
fx + hy) ~ fx) 
= ur+t A rt RY UI vy 
= u(r + RY — ux utr + A) 
十 Ht) Cur -vx)), 


fx th f(r) 
h 


HCxX+R) 一 UC) 


FA vit) 


+ ux yt 00), 


因而 有 
f° (Cx) = limf + — f(x) 
二 VC + HxYe Cr), 
G) 记 gx) = ax ， 则 有 


ux)’ 


Cx+h) ucx) 
(x +hy vr) 


Cr 了 一 IC = 
_ ux RVCx) -TCD 十 
rr) 


UX) ux Lx) 
Ux RUCXY | 


UC) Cx TH vex)) 
v(x 十 下 JOY ' 


下 (和 十 站 utrxy) vxY 
gx+h)- gtx) ed 
二 
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A UK “+ 


HE + vc * 
国王 右 
Cx) = lim? + 2 - OCX) 


uu’ CauCx} — HCEYV C7) 
改线 [ 7 本 


汪 记 在 人 ?中 取 #4Cx) 半 1 就 得 汉 


GL) = A) 
v Cx) Cw)? 
公式 63) 的 这 一 情形 经 常 被 用 到 ， 所 以 我 们 特别 提出 来 ， 请 读者 
加 以 注意 ， 
定理 1 设 函 数 4 和 ， 都 在 :点 可 微 ， 则 有 
C1 du(x) tC) = duCx) + d(x); 
C2) dCuCxIVCEY) = vr) dX) + ux dv x) 


UxXINV _ vrYduCx) 一 uCx) doy) 
3) PC) oY 


(这 里 要 求 s(x) 夺 0)， 
证 明 将 定理 1 中 各 式 两 边 部 乘 以 tx， 就 得 到 本 定理 中 相 
应 的 式 子 ， 口 
例 1 求 函 数 fx) = ersin x 的 导数 。 
解 ” 我 们 有 


FC = 0) "sin vw +e (sain x)’ 


二 raln Td 二 Aicos Xx 


一 中 《sin x + cos 区 


例 2 求 函数 tx 和 ctg x 的 导数 ， 
解 ”我 们 有 


i167 


《ft 名 YY) ”一 ( 


3910 =) 
OD 区 


_ C3iNx) eosx 一 SINXCCOaXY’ 
(Coogr)? 


_ COgX + sin2x 
Conix 


1 


- (zfs+ 工 )， 


083 
Cetg xr} = (这 <) 
四 
。 = Fk), 
例 3 求 孙 数 8" 的 导数 。 
艇 ”我 们 有 
-arf ee _ ss 
0 (8) -wi 


例 4 函数 chz= 所 二 2 和 shx= 2 二分 别 被 称 为 双 曲 作 


2 


全 和 到 曲 正 绩 。 它们 有 许多 性 质 在 形式 上 与 三 角 耳 数 很 相似 ， 例 
如 z 

ch{—x) =ehr, sht—x)}= ~ sbhxr, 

chix +t yy = chxrchy + shxshy, 

shix +y} = 3hxehy + chrshy, 

chix ~ sh2x = 1,， 

chox = ehix + shix, shox = 2sbroehxr, 
这 些 性 质 都 可 以 用 定义 直接 验证 ， 容 易 求 内 双 曲 余 荡 与 双 坦 正 获 


的 导数 ， 
{ohxy’ =shx, (shxy’ = chx, 


2.b 复合 图 数 的 求 寻 。 微 分 表示 的 不 变性 

很 多 函数 可 以 君 作 是 由 更 简单 的 函数 复合 而 成 和 的， 例如 前 数 
sin x? 可 以 看 作 是 由 函数 y=x? 和 落 数 #=siny 复合 而 成 的 ， 而 
芍 数 e**” 可 以 看 作 是 由 函数 y = cosxy 看! 荡 数 =e? 复合 而 成 的 . 
本 段 就 来 讨论 复合 函数 的 求 导 落 则 。 

设 国 数 了 =FOzy 在 2 点 可 芋 ， 并 数 4= 8 办 在 如 = 了 了 C0) 点 
可 忌 ， 闭 么 ， 半 于 复合 前 数 4=9。f(x) 存 x 点 的 可 屠 性 ， 我 们 
能 得 出 怎样 的 结论 昵 ? 分 析 这 问题 的 途径 自然 是 考察 这 复合 函数 
的 差 商 。 记 gCr) = g。f(x)， 我 们 有 
C9.1) Pz) — pn) 9CFCc)) 一 DCFCxo)) 


= C0)) ~ gCF Cx0)) Ff) 一 了 (xn 
Fx) — fxo) XxX, * 


由 此 似乎 就 能 得 出 这 样 的 结 论 ， 函 数 gCx) =9。f(x) 在 xo 点 可 
导 ， 并 且 (x0) = BF Cro。 这 分 析 的 基本 思路 是 对 的 * 
但 有 一 个 漏洞 ， 那 就 是 ， 在 x 一 x 的 过程 中 ， 昌 然 x 到 加， 也 仍 
可 能 对 某 些 * 有 f(x) = f(xo)。 请 看 下 面 的 例子 . 
例 4 考察 函数 
: 1] 。 
x?sin .-.， 如 果 *- 坟 0 
fCO={ 
0 ， 如 果 x = 0. 
我 们 看 到 ， 函 数 六 2 在 xx=0 处 可 导 
一 :mf CO +h -FC0) 
f’ (0) = Jim 一 


但 在 0 点 的 任 总 邻近 ,， 仍 有 >* = 一 (是 绝对 值 充 分 大 的 整数 》 
使 得 f(x) = fC0), 
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明说 如 此 ， 上 面 的 分 析 仍 给 我 们 有 益 的 和 启发。 其实 上 只 要 把 上 上 
面 的 表示 方式 稍 作 改 变 ， 就 能 得 到 正确 的 证 其 。 
”定理 2 ” 斌 畏 数 了 GD 在 xz 点 可 导 ， 国 数 35 拉 在 加 = jx 点 
可 导 ， 则 复合 邱 数 kxy = 9 。fz 世 在 xo 点 可 和 学 ， 并 下 
Px) = gCF XD Ax), 
证 明 考察 辅助 哨 数 


gC 一 94fCx0)) 二 y 汪 
革 YY 二 {, y— fxo) ， 如 果 y 于 f(x0)， 


‘Cf CX)), 如 果 = Cx)。 
显然 这 函数 在 fx 点 连续 。 另 外 ， 我 们 有 
(2.2) 人 二 = yp (Fx)) 9 


事实 上 ， 对 于 jc 二/ 的 情形 ， Ca 元 大 为 前 面 讨论 中 
《2.1D 式 ， 如 上 时 12) = /ro， 那 么 人 2.2)? 式 就 是 


9F 0) -IF 0 gf D29700, 


XxXo 


在 2.2) 式 中 让 x->*xo 就 得 到 


lim gs 一 co) f° Cx0) 


i . 


= 0 CXF CX), 
这 证 明了 定理 的 结论 ， ] 
下 面 ， 我 们 来 介绍 复合 函数 求 导 法 则 的 另 一 表示 方式 。 将 复 
全 函数 fj (p(t)) 对 t 求 导 得 ， 
CFE) = pF’ C2)., 
这 式 子 两 了 边 都 乘 以 di 就 得 到 
afp = (p00 d vei), 
这 就 是 说 ; 不 论 x 是 自 变量 , 或 者 x=p() 是 男 一 变量 t+ 的 遇 数 ， 
踊 数 fx) 的 微分 表示 式 部 有 共有 相同 的 形式 
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dc = (Crd x, 

一 结论 是 做 微分 表示 提示 变性 。 它 员 然 只 是 复合 国 数 求 导 公 式 
的 男 一 岩 壕 ， 应 用 起 炉 却 极为 便利 。 这 在 以 后 学 习 不 定 积分 时 会 
看 得 更 清楚 . 

守 昌 2 2 中 搞 述 的 复合 斋 数 求 导 法 则 又 称 为 链 式 法 则 。 对 于 栈 
= 8D 与 y= 了 2?) 的 复合 ， 这 一 守则 可 以 形式 地 写成 
ds ds ,dy 
dx dy Qx 
并 本 陈 述 如 下 : 
欲求 复合 函数 对 自 变 量 的 导数 ， 可 以 先 求 它 对 中 间 变 量 的 导 
数 ， 再 线 议 中间 变 量 对 自 变 量 的 导数 ， 
在 实际 解 题 时 ， 并 不 一 定 每 次 用 新 的 记号 表示 中 间 变 量 ， 只 
要 在 心中 默 记 储 我 们 当 作 中 癌变 量 的 式 子 了) 就 可 以 了 。 问 入 
地 稳 担 这 一 方法 就 能 大 大 加 扎 计 算 速 度 。 书 写 的 格式 通常 是 
CgCFOXOND = (Ff OO CF xD) 。 
请 看 下 面 的 例子 。 
例 5 求 (sinax), (tgpx)’ 和 Ce”)’， 
解 为 了 求 (sin ax)*， 我 们 在 心目 中 把 y=ax 当 作 中 间 变 
其， 人 先 对 中 间 变 量 求 导 ， 再 乘 以 这 中 间 变量 对 * 的 导数 。 具体 的 
书写 格式 如 下 : 
CSinax)’ = CCOSAXYA CAN) = a e038 axr, 
业 伺 地 可 求 得 


Ctg Hx}” = | CD = 


cossb cossbx" 
(20°) = Ce (tor) 二 Ce 
例 6 求 (eos(tx + 上) 和 UnCx + 0) 
解 ”利用 复合 函数 求 导 法 则 可 得 
{Costx bY = CC— sntx rb’ 
= — sintx ~— bY}, 


- :rol 7 
(ln Cx + 6 = Ta + 6) Tie 


例 7 求 (sinx)! 和 (e737 
解 我们 有 
(sin x3)’ = Ccos x2) . (x2)’ = ox cos Xx, 
(0 = Cer2)s CX) = 2x0 
例 8 ” 试 求 孙 数 Inlx|(x 关 0) 和 阔 数 Ia]jx+cj (x 六- c) 的 导 
煞 。 
敌对 隆 *>0， 我 们 已 经 知道 


(nlxl)’ = nz/ = 
设 *<0， 则 1x1 = -~x。 对 这 情形 我 们 有 


{ln|x|y’ = 《ng — xyy’ 


=-1]. 一 ， =- 工 
ph 


对 于 x 二 0 和 x<<0 这 两 种 情形 ， 我 们 都 得 到 ; 
(In| ry’ = 1/x, 
由 此 又 可 得 到 


Cn]x +.el)’ = +o = 


着 十 外" 


例 9 求 (In 21)， 


T+ 
解 我 们 有 
一 | | ， 
(mn | ) = (ln|x—al lnlx+aly 
= i 
XxX-a x+a 
2 
一 


为 了 求 得 某 些 更 复 素 的 函数 的 导数 ， 可 以 接连 运用 复 台 函数 


求 导 的 法 则 若干 次 。 
例 10 求 (esne 7) 。 
解 


{Carinir2r 0) Y” = erintr?+e) CainCxs 4 6)}’ 
= Grinlste) cos(xt + oe (x2 +e) 
= 2x Cos(xi + Cc)esntsere) 
例 11 求 Clnlsinxs|77。 
解 


Cn|sinx:|)” = 《sinx2) 1 


rg 
= 一 一 一 二 668 XICx 
sin x2 (Xx) 


=2x ctg x? (Xv kr), 


例 12 丈 (w x2+ a) 
解 


《wx 十 如 及 ”一 = 7 二 — +a" 
=_ ~ 
VE 
俩 13 求人 lnkx +w xt aD)’, 
解 | ” . 
Cnr + wv xitaiyy)’ = 


1 TE 
i) 
+ x+ ( ) 


(i) 1 
r+ via Vin)’ yar 
例 14” 试 求 筹 -指数 式 (u(x)) "中 的 导数 ， 这 里 4(x) >0， 桥 
数 t 和 在 x 点 可 导 ， z 
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解 ”我 们 有 
u(r}?! 一 了 ， 
故人 7 二 Kenly)lnafs 1 ， 


二 ern (Cpr) lnutcxryy’ 


= enue) (> (xYlantx) + urY 0) 

= UKEY (> Cxy lnutxry + Cry “A 

= UXT Cn CI CX + prYIN XY lu Cx), 
我 们 看 到 ， 窒 -指数 式 的 导数 为 两 项 之 和 ， 这 两 项 分 别 相 当 于 把 
该 式 尖 作 指 数 国 数 和 须 司 数 求 时 所 得 的 结果 。 


2.c 反 画 数 的 求 导 法 则 

设 函 数 y=pCx) 在 包含 xo 点 的 -个 开 区 间 了 上 严格 单调 并 且 
连续 ， 在 *, 点 可 导 并 且 9' (x0o) 浆 0。 根据 第 三 章 § 3 的 定理 3 ,二 
数 y =yCx) 的 反 鱼 数 x=y(y) 在 开 区 间 全 =v() 上 有 定 义 。 我们 
来 考察 反 国 数 x= #yk 妃 在 yo=9(xo) 点 的 可 导 性 ， 儿 何 的 直观 告 
诉 我 们 ， 这 问题 的 答案 应 读 是 肯定 的 。 因 为 在 0XY 坐标 系 中 ， 
”人 钞 数 7 了 = P07) 的 图 象 与 其 反 师 数 x*=( 让 的 图 彰 应 读 基 同一 共有 则 
线 ， 而 销 数 y= 了 C0) 在 xo 点 的 可 导 性 与 滑 数 x 一 J 办 在 J 二 P(xo) 
点 的 可 导 性 都 表示 这 曲线 在 点 (xo,yo) 具有 切线 。 设 该 切线 与 OX 


轴 的 夹 角 为 ,与 OY 畏 的 夹 角 为 8， 则 有 = 二 -2。 于 是 
即 


正面 我 们 用 分 祈 的 方式 证 明 上 述 结果 。 
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国 hd ih 2 


定理 3 设 函 数 #= 9 在 包含 xo 点 的 开 区 闻 工 上 严格 单 
调 并 且 连 续 。 如 果 这 国 数 在 xo 点 可 导 并 旦 导数 9 (xo) 关 0， 那么 
肥效 数 = 久 的 在 点 加 =YVCxo 可 导 ， 并 且 


和 1 四 
di rr 


证 明 在 所 给 的 条 件 下 ， 国 数 工 =$CO 世 严格 单调 并 此 连 
证 。 于 是 ， 当 1/ 兴 加 ,一 如 肘 , 应 有 间 (8) 天 节 C) 让 一 yy), 
因而 


Dm DOD PYo) 
Lt JH— Ho Ei HH 


CH 一 pV 

lim tt .. 

ss0. PEA 一 PLAXo) 
xX— Xo 


- 1 .1 

px) p90)" 时 | 
泽 记 如果 冰 数 y= p(x) 在 开 区 间 二 严格 单调 ， 在 这 区 间 的 
”每 -点 + 都 可 导 并 且 有 w(x) 才 0， 那 么 反 函 数 x=y0y) 在 开 区 笨 
了 了 =v《 站 的 每 一 点 y 处 都 可 导 ， 并 且 


‘ol1.. 
士 式 可 以 形式 地 和 写 为 
dy 1 
dx dx " 


dy 
例 15 设 gx) =es ，(y) = Iny。 我 们 知道 这 两 个 沙 数 也 为 
及 函数 ， 并 且 也 已 经 知道 
/yes = 
"(x = ，, -Wp CD = 了 
工 实 ， 只 要 知道 其 中 任何 一 个 国 数 的 导数 ， 利 用 反 国 数 求 导 疲 朵 
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就 能 得 到 号 一 个 国 数 的 导数 。 如 和 尘 已 知 % (x)=e”， 那么 由 反馈 
数 求 导 突 则 避 以 得 到 


! 1 -= 上 
$Y) Pp CEEWYI) es 


又 ， 如 果 已 知 #《 纺 = 1/y， 那 么 册 反 函数 求 导 法 则 可 得 


1 
yy 


Pp” CX) 


二 一 一 了 一 1 三 加 
Pp PAXYY 1 

例 18 球 交 =are siny 的 导数 。 

和 解 ” 崩 数 六 (二 arc siny 是 畏 数 pz = sinx 的 民 诸 数 ， 因 陡 

-= 

由 CHEV CosfKarc sinyy v1 一 

例 17 求 # 拉 =arc cosgy 的 导数 。 

解 因数 多 (的 = are cosy 是 孟 数 94x) = sosz 的 凡 立 数 ， 国 位 


站 CD) = 


1 
pV "sin(arccosyy | wl 


$CH) = 


例 18 求 ¥(y) =arc tgy 的 导数 . 
狠 ” 琴 数 9) = are tgy 是 函数 ?C(x) = 18x 的 反 锋 数 ， 因 而 


中 - 1 -| 
ep | 


cositarc igy) 


1 一 
1 +tgtarc tgy) 


= Cost(arc tgy) = 


通过 一 系列 例题 ， 我 们 已经 求 出 了 所 有 的 基本 初等 男 数 的 异 
数 。 吏 将 所 得 的 结果 列表 作 一 小 结 。 


E78 


茵 数 了 tz) 


ter 

TC BIN 
且 工 癌 心心 昌 定 
arc tg 


Bare ctew 


忆 疗 


杠 盏 


Ja|z| 
Ioga|zi 
ntet a 十 让 2 


lner tw xi dry 


Te 


初等 削 数 的 导数 表 


导数 1 《r) 


| 


2.4 参数 式 或 覆 式 卖 示 的 西数 的 求 导 
有 时候 ， 人 们 用 参数 形式 表示 变量 y 对 变量 * 的 函数 关系 、 


例如 ， 立 数 关 系 


| 


| 
| 
1 


-一 -一 一 一 -… 


am. 一--m--- 一 ---- 一 一 一 一 -: -一 .-… 


省 注 


C0 是 常数 
玩 蚌 自 邱 焉 
而 是 宜 然 敖 。 工 闫 站 
二 基 实 数 ，r 守 0 


1 
ba 


下 4s1s 
由 5 


17]~>1al 


177 


yd axsid, 
可 以 用 参数 表示 为 
X00, y=asint, 下 ssT 
一 般 节 ， 设 有 参数 表示 陈 
XP, y=p(t, teES, 
其 中 国 数 m 在 区 闻 . 上 严格 单调 共 且 连续 ， 尔 数 放 在 区 向 了 和 连 
续 。 我 们 可 以 把 t 表示 为 * 的 连续 函数 
t= 0), xET=PC)), 
二 是 J 兰 示 为 * 的 连续 铺 数 
y= CY), xx 了 
如 果 阔 数 # 和 都 在 区 辣 了 的 内 点 二 外 可 导 ， 并 入 w(t0) 天 0, 那 
人 么 由 民国 数 与 复合 凋 数 的 来 民法 出 可知 国 数 风 sf 在 = wkt 处 
可 导 ， 并 且 有 
(Po pI CX = CE CKP) Cri) 
eo 
Co) rordeisy “0 
我 们 得 到 了 如 下 法 则 ， 洒 二 参数 表示 的 随 数 


=p}, y=, 
可 以 按 下 式 求 导 
dy Y(t) 
dx vp’ (ty 
“这 盟 要 求 @ (引子 0)， 
由 此 可 舌 ， 参 数 井 线 
X=ptt), y(t), 


在 X=$(t0) 20= 昌 (to 外 的 切 比 的 斜 深 为 


这 团 线 的 方 促 可 以 写成 
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从 一 多 ta) YD) 
Pp tio) 区 《to “ 
从 几何 的 角 论 来 观察 ， 过 曲线 上 两 点 
Cpt pt) RH Ct) pt) 
的 割 线 的 方向 系数 应 该 是 
Co — Fito), PAY pty) 


或 者 
OD Po) POD 2 
f=to * ft-t, ， 


i 上 tt 取 极 限 就 得 到 了 切线 的 方向 系数 ， 
Cp’ {to) 及 (tn? 
倒 19 考察 由 极 绎 标 方程 给 出 的 曲 厂 
r =, . 一 


试 求 这 曲线 在 茶点 (7 ,9) 的 切线 . 
解 ”由 极 坐 标 方程 可 得 曲线 的 参数 方程 


的 cot， y=rCsind, 
于 是 


_T {Hsing + ro)eoss 
reosd — rm sind 


人 人) 
ted 均 ry 
aT eH 


以 4 记 蕊 线 与 模 加 (也 就 是 OX 机) 的 夹 角 ( 见 图 1-1)， 则 有 
工 ?全 


出 这 式 子 叉 可 得 到 
ray _ tga — tge 
r’ (的 1+tgatge 
一 tgta ™ 9) 一 tep, 
这 里 6= c- 6 恰好 就 是 切线 与 极 径 的 夹 角 。 


于 是 ， 我 们 得 知 ， 对 于 由 极 坐 标 方程 *= "( 的 表示 的 曲线 。 其 切 
线 与 极 径 的 夹 角 的 正切 应 为 
0) 
rr Coy" 
有 时候 ， 变 量 y 对 变量 * 的 函数 关系 通过 一 个 方程 来 给 出 。 
例如 ， 按 照 方程 
. 如 十 多 一 
对 每 一 个 xe[ 一 1,1]， 有 唯一 的 yef0, + ec) 与 之 对 应 《容易 看 
出 y = VT-7x7), 于 是 ,方程 x* + 六 =1 确定 了 从 集合 PD = 上 -1,1] 
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到 集合 号 = [0, + co) 的 一 个 函数 . 对 一 般 情形 , 设 站 一 及 ,BE 一 良 。 
如 果 按 照 方程 
上 Yo = 0, 
对 每 一 个 xED 和 抬 好 有 唯一 的 ySE 与 之 对 应 ， 那 么 我 们 就 说 : 
由 条 件 
Frsy)=0, xXED,yELE 


确定 了 一 个 隐 国 数 . 有 了 时候, 隐 国 数 可 以 用 显 式 和 解 出 .例如 由 关系 : 
x y=] Cl #0 

瑞 定 的 隐 范 数 ， 可 以 用 显 式 表示 为 
y=w1-22 ， 1x 人 1; 


而 由 关系 

二 = 
确定 的 隐 国 数 ， 可 以 用 最 式 表示 为 

y= Vx rl, 


其 上 述 例 子 可 以 看 出 ， 要 由 方程 确定 一 个 隐 国 数 ， 仅 仅 指 出 的 : 
变化 范围 是 不 够 的 ,还 需要 指出 y 的 变化 范围 .至 于 由 方程 确定 隐 
桩 数 的 一 般 条 件 以 及 所 确定 的 隆 国 数 的 分 析 考 质 ， 这 些 都 是 十 分 
重要 的 课题 。 本 书 将 在 多 元 函数 部 分 予以 讨论 ， 这 里 仅仅 指出 ， 
对 于 隐 冰 数 存 在 并 且 可 导 的 情形 ， 并 不 一 定 需 要 先 解 出 显 式 表 示 : 
绸 求 录 ， 直 接 对 隐 国 数 记 请 足 的 方程 求 导 ， 往 往 更 为 便利 。 请 看 . 
下 面 的 例子 。 
例 20 求 由 以 下 条 件 确 定 的 隐 男 数 ”= yz 的 导数 : 
3 : 
解 以 y=ytx) 代 人 方程 x+ 六 =1 应 读 得 到 一 个 得 等 式 。 
对 这 人 恒等式 两 这 求 导 得 
2xT28Y = 
y= — xy, 
用 显示 表示 来 验算 ， 我 们 得 到 
18L. 


有 时候， 有 从 函数 的 直接 表示 式 求 录 数 比 较 复 杂 ， 改 用 《人 为 
潮 》 隐 式 表示 来 求 这 国 数 的 导数 也 许 还 要 简便 一 些 。 所 谓 对 数 来 
- 寻 法 证 人生 稍 玫 表示 站 有 全 作 吉 情 玫 )， 就 是 一 个 很 好 的 
例子 ， 

例 21 (对 数 求 导 法 ) 为 了 求 赛 一 指数 式 y = 407 (ae) 
> 及 的 导数 ， 将 其 两边 取 对 数 而 得 到 

lny = vx) lnu xy, 
-按照 隐 国 数 求 导 的 办 法 ， 对 上 式 两 边 求 导 得 


如 ， Wu’ CX) 
二 (xinncxy + Ux)—— rye 
:由 此 得 到 
Vy = y(» Cx) lnu(Cx) + oo 全 
2,8. 高 阶 导 数 


设 函 数 f 在 开 区 间 卫 的 每 一 霹 可 导 ， 则 以 下 对 记 关 系 定 义 了 
xzH->f x), YXET. 
.这 函数 称 为 是 肾 数 了 的 导 育 数 ， 记 为 1 。 对 于 导 函 数 语 ,我 们 及 
可 以 讨论 它 的 可 导 性 和 导数 。 导 函数 请 在 * 成 的 导数 (f(x*)， 
- 称 为 是 函数 了 在 x 点 的 二 阶 号 数 ， 记 为 


2 
f7(x)， f 多 (x) 或 者 了 二. 
-我 们 用 归纳 的 方式 来 定 光 全 所 导数 W(x)。 首 沈 约定 ; 7! (Xx) 
= 一。 如 果 了 和 0 (xz 对 一 切 xE1 都 有 定 头 ， 那 么 由 对 应 关 
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系 

x 《天 一 了 全) Cx) 
定义 了 畏 数 的 nn 一 1 阶 导 畏 数 了 mT?。 如 果 导 国 数 1'" 在 x* 
点 具有 导数 (4 0) (x)， 那 么 我 们 就 把 这 蛙 数 称 为 是 录 数 人 在 
x 局 的 HH 阶 导 数 ， 记 为 


这 性 
fm (x) 或 者 I" 


高 阶 导 数 在 实际 问题 中 也 有 有 广泛 的 应 用 。 信 如 在 力学 中 ， 如 
时 以 x(t) 夫 东 沸 直 线 运 动 的 质点 的 坐标 ， 那 么 一 阶 导 数 二 (9 
表示 运动 的 速度 ， 二 阶 导 数 x* (区 就 表示 质点 运动 的 加 速度 。 于 
是 ， 征 顿 第 二 定律 的 数学 表示 就 应 该 是 


高 阶 导数 的 计算 ， 原 则 上 只 是 各 求 叶 法 则 的 反复 使 用 。 但 在 
有 些 情 祝 下 ， 汐 了 求 出 表示 任意 阶 导数 的 公式 ， 往 往 需 要 采用 一 
些 技巧 性 的 手段 ， 对 每 次 求 导 的 结 汪 加 以 整理 ， 以 便于 “ 猜 出 ” 
和 因果 的 一 般 形 式 ， 

例 22 设 y=x”, 求 y'"， 

解 9 = ax" 


y= —1)x" 2, 


yD = 1) {tit 1 x 
训 困 4=mEN， 那 么 n> 碌 有 时 就 有 人 = 0。 
例 25 设 y=ef', 求 yy 个 ， : 
解 yy’ =pBesr, y” = 有 eg vr ym = Brets, 
例 24 设 ?=lngl+ 人 切 ， 求 了 。 


"1 
YY = C+) nn 
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— Coo ho 1 x) 


《7 一 下 7 
1 
TD dr 
例 25 设 #=s3inx， 球 上 人 
解 了 一 os y= — ainx, 
-一 OBST Yt = sinx, 


yD = — 1) icoax, 
yr = 1 iiainx, 
为 了 用 统一 的 公式 写 出 求 导 结果 ， 可 采用 以 下 办 法 ; 
久 = ce03x = in(x rT T/2), 
“= co nf2) = sintx + 30/2), 
了 并 


(ny 一 gj 上 + -一 
y sin (x 了 )， 


对 于 := cosx， 同样 可 得 


如 开 
= cos(x 才 —; 小 


作为 颖 积 求 导 公 式 
Cu = + 
的 推广 ， 我 们 有 以 下 的 Leibnitz 公式 。 
定理 4 设 苗 数 上 和 1 于 在 za 点 寺 次 可 民 ， 则 这 两 国 数 的 乘 
积 2 也 在 xo 点 工 次 可 导 ， 并 县 在 这 点 有 


a 
Cuv) = 
ut 2 


) = 是 二 顷 式 姑 数 ， 寻 


(站 =: 
.11is 
0 


一 此 
和 yt 


这 里 ( ， 


]84 


(= 


(= 1, 2, "11), 

证 有 明 ”我 们 用 归纳 法 证 明 Leibnitz 公式 ， 证明 中 关键 的 一 步 

将 用 到 以 下 和 恒等式， 
n i nL 
(Ce 

这 关系 可 以 直接 用 定 尺 加 以 验证 ，。 

对 于 n=1 的 情形 ，Leibnitz 公式 即 熟 知 的 乘积 求 导 公式 . 假 
设 对 于 naE 已 经 证 明了 Leibnitz 公式 .我 们 来 考察 了 + 1 的 情形 . 

Ka tl = Cup) YY 


-Pe ) 


= 


人 . . . 
— > ) stn uy ) 
上 . 


这 里 
oi1= wy( jm nv ， 
x 


Uo = B31 


有 ， 
yo 


在 0 的 表示 式 中 ， 令 7= 太 一 1 可 得 


明寺] 性 
Ca = Ut 
8 - | 
于 是 ， 我 们 得 到 


《HB MH} So Ty 
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n 总 ! 天 
二 > ( je 加 > 及 Cn+ti— Fy) tt 
ra 
£-1 Kl 


Ut yy ww 十 tl 
SC 


-1 
十 uv (ntl 


1 1 
= >( . uvn, 让 
2=-0* 下 


在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 对 复合 函数 、 反 函数 以 及 参数 式 表 示 
的 隙 数 的 高 阶 导数 的 求法 ， 作 简单 的 说 明 。 本 来 ， 这 些 情形 下 高 
阶 导数 的 计算 ， 都 只 是 相应 情形 下 求 一 阶 导数 手续 的 重复 使 用 ， 
但 对 高 阶 导数 的 计算 ， 初 学 者 容易 犯错 误 ， 所 以 仍 有 必要 特别 提 
设 冰 数 f 和 9g 都 至 少 是 一 阶 可 导 的 ， 并 且 9 与 可 复合 ， 这 
时 复合 函数 4= 9 。F 也 至 少 是 二 阶 可 导 的 ， 其 二 阶 导数 可 按 以 下 
办 法 计算 : 
/ hi’ (x) = Cf x (0), 
Rs = Ch Cx 
= Cg CPDF CY 
= (9 GOON SF CO) + FO 00) 
= "CFO CO FE CF FY, 
更 高 阶 的 导数 也 可 用 类 似 的 办 法 计算 ， 
设 在 开 区 闻 1 上， 沙 数 y= FCx) 产 格 单调 ， 至 少 二 阶 可 导 ， 
并 且 满 足 条 件 FCx) 尖 90， 则 下 的 反 函 数 x=Cly) 在 了 也 至 少 是 
二 挤 可 导 的 。 我 们 已 经 知道 
: VDF) 
对 这 式 再 求 导 就 得 到 
0 
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FOGG (的 
《GD 


F(t (yy) 


更 商 阶 的 导数 也 可 用 类 似 的 办 法 求 得 
设 消 数 8C 避 和 由 ( 悄 在 开 区 间 三 宗 少 过 阶 可 导 ; 函数 9( 人 在 J 
严格 单调 六 旦 满足 条 件 (过 0。 我 们 来 考察 由 参数 式 
Xapt), y=¥$), tEJ, 
所 定义 的 函数 
y= =p Cr)), 
已 经 知道 ， 这 说 数 的 一 阶 导 数 可 以 夫 示 为 


dd 
为 了 求 二 阶 导数 ， 我 们 把 一 阶 导数 守 看 成 参数 式 表 示 的 函数 


d “(Ct 
x= P(t), =, A 


对 这 说 数 又 可 应 用 参数 尾 示 尘 数 的 求 导 公式 


这 样 ， 我 们 求 得 


Ey DDD DE) 

2 (*) = Cp’ 2) 

更 高 阶 的 导数 也 可 于 类 似 的 办 法 求 出 ， z 
对 于 参数 式 表 示 的 阔 数 的 二 阶 导数 ， 有 的 初学 沉 误 以 为 


dy _ (CE 


i PCE) 
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我 们 特别 指出 这 一 错误 ， 希 望 读 老 引 以 为 戒 。 


$ 3 无穷小 增 量 公式 与 有 限 增 量 公式 


函数 的 导数 为 我 们 了 解 这 函数 的 变化 提供 了 相当 有 用 的 信 
息 。 无 穷 小 增 量 公式 与 有 限 增 量 公式 是 我 们 利用 导数 研究 函数 的 
重要 工具 。 


5.a ”无穷小 增 量 公 式 


我 们 已 经 知道 如果 国 数 了 在 xo 点 可 导 ， 那 么 就 有 
FOX) = FX0) + fF’ CXo) CX — x0) TF OX — x0), 
这 式 又 可 写成 
fxot RY = FOX) tf’ Cxoh + oCh), 
或 者 
fxot AXY = 0 tf rNAx + oCAx), 

以 上 这 些 公式 称 为 无 穷 小 增 曙 公式， 它们 反 腊 了 当 Ax== 
+ 一 Xo 天 0 有 时 函数 的 变化 状况 . 

作为 上 述 公 式 的 应 用 ， 我 们 来 讨论 函数 的 极 值 问题 。 

定义 设 ! 是 一 个 区 间 ，x6oE1。 如 果 存 在 #4>0, 使 得 
Te 及 CD 那么 我 们 就 说 mm 是 区 间 工 的 一 个 内 点 。 

区 间 上 除去 端点 而 外 的 所有 的 点 都 是 内 点 。 它 的 全 体内 点 的 
集合 是 一 个 开 区 阅 ， 记 为 也 

定义 ”设立 数 疗 在 区 闻 {有 定义 ，xoE 『。 如 果 存 在 xo 的 一 
个 邻 域 UCxo, 旭 C1， 使 得 对 和 全 何 xEUtxo,5) 都 有 

Fx) Cxo) F(X) x0)) ? 
那么 我 们 就 说 吸 数 在 3 虚 取得 被 大 值 ( 抽 小 “ 秆 》 了 (x0)，。 这 时 ， 
和 如果 对 任何 xE 了 (ro 人 都 有 

TOXIC fx)), 

那么 我 们 就 说 函数 7 在 x, 点 记得 严格 前 报 大 值 (严格 竟 梳 小 值 )。 
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函数 的 极 大 值 和 极 小 值 统称 家 值 ， 使 隙 数 琉 得 极 情 的 点 x。 称 
为 极 值 点 ， 

注 记 ” 航 值 蚌 一 个 局 部 的 概念 ， 所 谓 沙 数 了 在 一 点 x。 取 得 极 
大 秆 ( 极 小 值 )， 仅 仅 意味 着 ， 与 邻近 各 点 的 孟 数 值 相 比 较 ， 这 点 
的 销 数 值 f(x) 是 较 大 的 ( 较 小 的 )， 函 数 f 在 区 间 了 上 的 最 大 值 
《 受 小 值 ) 则 是 一 个 整体 的 概念 ， 

引 理 设 4e 民 ,4 庆 0。 如 果 

PR) = AR+tOONY CA—0), 

那么 可 以 断定 ， 对 于 充分 小 的 了 0，p( 有 与 Ak 同 号 ( 即 同 时 大 于 
4 或 者 同时 小 于 4 )， 
“ ”证明 因为 


所 以 | 充分 小 时 也 有 
kh 
220。 噩 
关于 可 微 冰 数 在 区 间 的 内 点 取得 极 值 的 必要 条 件 ， 有 以 下 的 
费 马 (Fermai) 定 理 . 
定理 1( 极 慎 的 必要 条 件 ) 设 函 数 j 存 区 间 7 有 定 六 ， 在 这 
区 间 的 内 点 *o 处 取得 极 值 。、 如 量子 在 xo 点 可 导 ， 那 么 公有 
f' Cxo) = 0。 
证 明 用 反 证 益 。 我 们 写 出 无 穷 小 增 量 公式 
FOXY — Fro = A Xp) OK 一 20 
这 里 
及 = 无 CXo), 
慨 设 4 了 9?， 那 么 按照 上 面 的 引 理 ， 当 = x ~ xe 充分 小 时 ，f (x) 
一 站 (x 与 4r-xo 则 号 。 如果 4>0， 那 和 


三 0， 对 于 XE(ro- 06,x0)， 


1 Cxy -Feo 对 于 XE Cro, wo + 8), 
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这 里 5 是 充分 小 的 正 数 。 我 们 看 到 ， 如 果 4>0， 那 么 7 在 mm 点 
不 可 能 取得 极 值 。 类 似 地 可 以 证 明 ， 如 果 太 <0， 那 么 了 在 点 
也 让 可 能 取得 极 值 ， 因 此 ， 只 要 因数 了 在 区 间 的 内 点 x* 处 下 导 ， 
它 在 该 点 取得 极 值 竟 .必要 条 件 就 是 产 (xo =0。 口 

定义 ”我 们 把 使 得 Cxo) = 0 的 点 xo 叫做 菌 数 上 的 临界 点 ， 

注 记 ”函数 了 在 极 值 点 处 可 以 没有 导数 。 例 如 函数 f(x) = 
Tx 在 x= 0 是 取得 极 小 值得 在 这 点 不 可 时 ( 见 图 1~5)， 如 果 函 数 
在 极 值 点 Xo 可 导 ， 那 么 由 费 马 定理 可 知 xo 是 f 的 临界 点 。 但 即使 
对 于 可 时 的 情形 ， 临 界 点 也 只 是 取得 航 值 的 必 娄 条件 而 不 是 充分 
条 件 。 例 如 函数 fCx)》 = x? 以 x= 0 为 临界 点 ， 但 在 读 点 并 不 取得 
极 值 ( 见 图 4-6)， 


Y 
| f(x) =x 


费 马 定理 帮助 我 们 缩小 了 搜寻 极 值 点 的 范围 。 特别 是 对 于 
六 (xz = 只 有 有 限 个 根 的 情形 ,我 们 只 须 对 这 些 根 逐个 进行 检查 ， 
从 中 找 出 极 值 点 来 。 对 于 许多 实际 问题 来 说 ， 需 要 寻找 的 是 函数 
取得 最 大 忆 或 者 最 小 值 的 点 。 这样 的 点 如 果 是 区 疝 的 内 点 也 就 必 . 
定 是 极 慎 点 ， 所 以 也 可 按照 圭 面 说 的 办 法 搜寻 。 于 是 ， 我 们 得 到 
以 下 定理 ， 
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定理 2 误 国 数 了 在 La, 门 连续 ， 在 他 ,及 可 导 。 如 时 方 和 本 
f(x) =0 在 ta,5) 中 具有 有 限 个 根 xi,xo, 呈 ,Xr 那么 国 数 了 在 
区 间 La, 纪 二 揭 最 天 介 闻 和 最 小 慎 刀 分 别 为 

M = max{f a) ,fr) ,fre), FEL)} 
和 
m= min{f (ay ,fx ,FOXE) ,FOP }. 

证 明 在 闭 世 间 [a, 扑 连续 的 汞 数 了 必定 取 到 它 的 最 大 值 半 
(最 小 值 凡 7)， 这 最 大 盾 闻 (最 小 秆 如 7) 可 能 在 区 间 的 访 点 取得 ， 也 
可 能 在 区 间 章 内 点 取得 。 如 果 在 内 点 xo 取 得 景 大全 (最 小 慎 )、 那 
么 xz 必定 是 函数 上 的 一 个 临界 点 ， [j 

注 记 ”上面 定理 对 了 在 他 ,她 中 无 临界 点 的 情形 也 适 用 。 这 - 
时 和 许 有 : 

M = ImaxfFga)y,FCb)j 
和 
m= min{f (a) ,Co 
在 本 有 上段 中 ， 我 们 特 襄 对 极 值 的 充分 条 件 作 一 些 讨 论 。 


3.6 有 限 增 量 公式 


无 穷 小 增 量 公式 到 映 了 当 ”xzo 有 时 函 数 了 的 新 近 性 态 。 它 兵 - 
适合 于 赋 究 国 数 的 局 部 状况 。 为 了 考察 函数 在 较 大 范 轩 中 的 状 
帝 ， 我 们 需要 考察 对 “有 限 增 量 ” 成 立 的 相应 的 公式 。 

以 下 的 罗 尔 CRolle) 定 理 是 费 马 定理 的 推论 ， 它 虽 然 简单 者 : 
很 有 用 处 。 

定理 5 设 冰 数 了 在 朵 区 洒 1a, 纪 这 续 ， 在 开 区 间 人 ,四 可 导 ， 
并 且 满 足 

fea) = 0). 
则 存在 cE Ca,5)， 使 得 
Fo) = 0, . 
证 有 明 ”在 闭 区 间 [4, 站 连续 的 函数 了 必定 能 取 到 它 的 最 大 值 : 
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对 和 最 小 值 说 。 如 果 好 = 各 ， 那 名 了 是 常 值 图 数 ， 当 然 对 任何 一 
六 VE ta,b) 都 有 fC07 =0。 如 时 好 > 人， 那么 至 少 有 起 中 一 个 值 
在 内 点 CE C2, 站 取得 {因为 (a) = 7 六 执 ?。 根 据 园 马 定理 ， 在 这 点 
就 有 fC0) =0。 口 

罗 和 外 定理 的 几何 解释 如 下 ， 如 果 联 结 光 请 曲线 段 两 端点 的 号 
是 水 平 的 ， 那 么 在 这 此 线 段 上 (两 端点 之 疗 > 必定 有 一 点 的 切 钱 阳 
是 水 平 的 ( 见 图 4-72?。 从 这 一 几何 解 县 出 发 ， 报 容易 联想 到 以 下 
推广 ， 不 论 联 结 泡 滑 曲 线段 两 端点 的 纺 是 吾 水 平 ， 在 这 曲线 段 上 
《两 端 访 之 间 ) 必 定 有 一 点 的 切线 平行 于 这 续 ( 风 图 4-8)。 这 一 推 
广 的 确 雪 陈述 ， 就 是 以 下 的 拉 格 朋 日 (Lagrange) 定 理 . 


定理 4 设 藻 数 了 在 闭 区 间 [a,9] 连 续 ， 在 开 区 和 间 (e， 乡 可 导 ， 
:出 至 少 存 在 一 点 eE Ca,by， 司 得 
_ 7) ~ f(a) 


证 明 人民 辅 盈 国 数 
PFCD = F601) dD o), 
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容易 渔 到 ， 因 数 了 在 [ec , 妇 连 续 ， 在 忆 , 纪 可 虹 ， 并 用 满足 条 件 
Fa = 了 (9 = 人 

根据 罗 尔 定理 ， 存 在 cE (ta,b)、 和 使 得 

to) =0, 

辆 

1 = fo) 


Fo = 一人。 口 


拉 格 庆 日 定理 又 称 为 中 值 定 环 、 芍 值 定理 尝 。 定 理 的 绪论 可 

以 改写 成 : 下 在 ecE (2,b)， 使 得 

FD = Fa) + fC0 (8 — a), 
这 一 式 子 到 可 写成 

fla) = bY) F (0 (ab), 
现在 ， 设 工 是 任意 一 个 区 间 (5 不 一 定 是 闭 区 间 ?， 并 设 范 数 上 在 
连续 ， 在 部 可 是 。 则 对 任意 mxE 玉 不 论 是 zo<Y 或 者 是 x<xo) 
都 存在 介 于 xo 和 xx 之 间 的 上 (或 者 *o< < yx， 或 考 x<<xo， 使 
得 
3. fx) = FX0O) + fF) CX- x0), 
这 具 须 对 团 区 间 [xo,xj 或 者 [x,xo- 用 控 格 良 日 定理 就 可 得 证， 如 
采 记 


” 则 有 


E=xo+0r— x = 7+ = OAx, 
于 是 公式 (3.1) 可 以 改写 成 
x) = 0) 1 Cot Ox — xo) Cx — xo)s 
Fxot RD = fx0) + Ff’ Cxo t+ OAR, 
或 者 


193 


frot Mx) = Fo 十 于 xo + OATYAX, 
《3.1) 式 和 以 上 三 式 都 称 为 有 限 增 重 公 式 。 在 这 些 公式 中 ， 增 量 
Ar=#=x -2 不 再 限定 是 “无 穷 小 量 ”， 它 可 以 是 任何 能 够 使 得 
x+ hh=xot TET 的 * 有 限量 ”， 
虽然 在 这 些 公式 中 含有 不 知 其 确切 位 置 只 知 其 范围 的 s 或 者 0 
《 具 知 道 f 介 于 x6 与 * 之 间 ，8 介 于 0 与 1 之 间 )， 但 这 并 不 妨 码 我 
们 利用 这 些 公式 对 函数 的 状况 作 定 性 的 研究 。 
定理 5 设立 数 f 在 区 间 二 迷 续 ， 在 站 可 导 ， 则 
1 三 常数 寺 >f CG #0， Vx 人 EI. 
证 明 “> ”部 分 是 显然 的 。 这 里 来 证 明 “< 千 ”部 分 ， 设 
f’ (x) =0, YYxEL, 
对 于 任意 x1,x2E€1， 存 在 介 于 x 和 x 之 间 的 ， 使 得 
fo) = KD) fF EY CX — I), 
拘 汶 7) = 0， 所 以 有 
Fxo) = FX), 
因为 上 式 对 任意 的 x1,xs ET 都 成 立 ， 所 以 了 是 常 慎 尔 数 。 癌 
推论 设 7 和 3 在 区 间 工 连续 ， 在 瑟 可 导 。 如 果 
9 CX) =F" (区 人力 ， 
那么 存在 常数 ， 使 得 
gD) = tO, Yrxel, 
例 1 设 函 数 了 在 及 上 有 二 阶 导 数 。 如 果 
天， YYER， 


:那么 
fir) Cor + CC), 
证 明 因为 
(fF) =)=6, YXxER, 
以 
| (7) 二 CC 《常数 )。 
记 


px) = f(x) ~ Cer, 
便 有 


gx)=f (x -Co=0, YXxER, 
二 而 
PE ( 常 昭 》。 
村 
f(x) — Cor=aC 1 
出 此 得 划 


fr) Cox + Ci, Li 
例 2 设 函 数 了 在 RR 上 有 n+1 阶 导数 。 如 果 
fn x) =0, vxER, 
那么 
fraCXT OKT + em Cn, 
证 明 《用 归纳 靶 》 n=1 的 情形 已 见于 上 一 例子 中 。 假 设 对 
于 ?= 太 的 情形 结论 成 立 ， 我 们 来 考察 n=+1 的 情形 。 这 时 
在 及 上 有 大 +1 阶 导数 ， 并 且 
《人 Y¥xtER, 
朱 而 《根据 归纳 的 假设 》 有 . 
fxr)sC rt +O xiTlt + Ci, 


这 第 C0, Ci ,CE 是 常数 、 记 


?GD = 162) - a 


则 有 . z 
PX = fF Cx) ~ OX OX 
| 二 站， YxcR， 
雪 而 
px 一 Cl 《常数 ) 。 
我 们 证 明了 


站 (下 0 十 四 十 TT CpX + Chg 
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， 这 里 


5.c 夯 数 的 升降 与 极 值 


我 们 当 采 用 “ 升 ” 与 “ 降 ” 这 类 形象 网 说 法 描述 汞 数 的 单调 
人 性质。 “上升 ”意味 着 “递增”, 即 只 要 2<xa 就 有 FocD 所 
fCxz)} “下 降 ” 意 昧 着 “ 递 威 ”， 即 只 要 < 如 就 有 fx) 之 
f(x), ，- 
定理 6 ” 谨 图 数 了 在 区 间 二 连续 ， 在 站 可 导 ， 则 有 
C1》 了 在 I 递增 < 寺 >f 了 CO 守 0， vxen: 
(2) f 在 1 递减 二 > 了 C00，Yxen, 
证 明 ” 先 证 论断 上 人) 的 “一 ”部 分 。 如 果 ff 在 1 递增 ,xEn， 
那么 对 充分 小 的 4 尖 0， 不 论 是 >>0 或 者 是 4&<0， 都 一 定 有 
+ -= i) 
出 此 得 到 
pr in DD 176D 、 0 
再 来 证 月 论断 1) 的 < 部 分 ， 
fe0, Vxen, 
那么 对 任意 的 xi,xsE1,x, 之 Xs 都 有 


fre) = fr) Ft re £1) Cr), 


我 们 完成 了 论断 (1) 的 证 明 。 论 断 (2) 的 证 明 可 仿 此 作出 ， 口 
定理 7 设 函 数 了 在 区 间 卫 连续， 在 1? 可 导 ， 则 有 
0) ff 在 1 上 严 烙 递增 的 完 分 必 计 条 人 忻 是 : /' (x) 之 0， 
YrxED， 并 且 了 Cx) 不 在 1 静 任 何 一 个 开 子 区 间 上 秆 等 于 0s 
(2〉 了 在 1 上 严格 递 碱 的 充分 必 时 条 件 是 ， f' (x) 志 0, XE 
fa， 并 且 了 (x) 不 在 人 的 任何 一 个 开 于 区 间 上 和 恒 等 壬 0. 
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证 明 ”我 们 只 对 论断 (1) 写 各 证 明 。 条 件 的 必要 性 是 显然 的 . 
下 面 证 明和 条 件 的 充分 性， 假设 论断 人 7 中 的 条 任 得 到 满足 .由 定理 
6 启 知 请 数 了 在 区 间 了 上 是 递增 的 。 如 日 存在 zxsETYicYa， 
使 得 fx = 了 (xe)， 那 双 对 了 于 x 所 Xx,Xi) 记 有 

jc = f(x) = (x2), 
因而 在 开 太 间 Cxi, xa》 上 上 就 有 
f' Cx) =0, 

但 这 与 我 们 的 条 件 矛 盾 。 这 一 了 矛 舌 说 明了 在 工 上 只 能 是 严格 递增 
的 ， 加 

遇 数 了 升 距 性 或 变 之 处 ， 应 该 是 这 菌 数 的 极 值 点 。 从 这 一 简 
音 的 观 窒 出 发 ， 可 以 得 到 一 些 判 别 极 值 点 的 充分 条 件 。 在 以 下 的 
讨论 中 ， 我 们 设 盖 数 了 在 区 间 了 上 育 定 电 ,2z 是 了 工 的 一 个 内 点 。 

着 先 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 在 xo 点 的 两 侧 导 冰 数 了 Cx) 有 相反 
的 符号 ， 那 么 冰 数 了 在 x 点 应 该 取得 辽 格 的 极 信 。 更 具体 地 说 ， 
就 是 : 

(1) 如 果 厌 xo 堪 便 到 xo 右 便 ， 导 落 数 六 ( 悦 从 抽 变 到 正 ， 
那么 钢 数 zx 在 xn 点 取得 严格 的 极 小 值 : 

《2) 各 果 从 xo 左 性 到 xo 右 倒 ， 导 国 数 产 ( 从 正 变 到 负 , 那 
么 国 数 上 六 2 纪 在 ze 点 取得 严格 的 极 太 值 ， 

我 们 把 这 结果 写成 定理 的 形式 ， 

定理 8 《 极 慎 的 第 一 这 分 条 件 〉 ” 设 玉 数 了 在 区 间 : 有 定 浆 ， 
在 DU (x4, 四 二 I 连续 ， 在 UV 《x0 和) 可 导 ， : 

Cl》 如 果 

fOr x m0, YXxEU (ro,D, 

那么 靖 数 了 在 x0o 点 取得 严格 的 极 小 慎 ; 

C2) 如 果 

frr x 0 yxEU {xo,n), 

湖人 么 图 数 了 在 3 点 取得 严格 的 蝶 大 人 导 。 

请 注意 ， 上 面 的 定理 甚至 没有 要 求 函 数 了 在 xo 点 可 导 ， 图 
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而 能 上 应 用 于 这 样 的 函数 
ftx) = |x|, xEL-1,11]. 

对 于 在 x 点 二 符 可 导 的 函数 ， 我 们 有 以 下 的 更 为 方便 的 判 
别 突 则 。 培 到 函数 了 在 点 二 阶 可 导 的 时 人 收 ， 自 然 先 要 假定 了 
在 xo 的 荣 个 邻 域 上 一 阶 可 导 。 我 们 作 这 和 样 的 约定 以 免除 每 次 给 
予 说 明 的 麻烦 ， 

定理 8 《 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) ” 设 孙 数 了 在 区 间 { 有 定义 ， 
在 xoE 处 二 阶 可 导 ， 并 设 辣 Cx0) =0。 则 有 

1》 如果 C0) >0, 那么 陋 数 1 在 xo 点 取得 严格 的 极 小 
值 ; 

(2》 如 果 了 YCxo) < 之 0， 那 么 函数 在 xo 点 取得 严格 的 极 大 
情 。 

证 明 ”我 们 证 明 论 断 (1): 因为 

lim (2) = lim fF C7 Cro) 


ey 一 区 
i 0 和 人 和 


= f(x 0, 


所 以 存在 1>0， 使 得 xE VU Cro, 和 D 时 有 
f° (x) 
Xo 
在 U Cxo, 力 中， 当当 交加 周 ，f 人 (7 
0。 因 而 函数 了 在 加 点 取得 严格 的 极 小 什 ， 
对 论断 <2) 的 证 明 可 仿 此 作出 。 已] 
定理 10 ” 谈 国 数 了 在 区 间 工 和 连续， 在 症 二 阶 可 导 ， 而 3 是 
7 在 了 中 的 瞧 一 的 临界 点 ， 则 有 
《1》 如 困 fCx0) 守 0， 那 么 (xo) 是 函数 在 区 间 工 上 的 最 
小 传 ; 
C2》 如果 Cro) < 之 0， 那么 fxo 是 国 数 7 在 区 间 :1 上 的 最 
大 慎 ， 
证 明 QI 因为 ff (x) 在 连续 并 且 愉 有 了 唯一 的 零点 xo， 
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>0, 


所 以 在 5 的 开 边 产 (2 保 持 同 一 符号 ， 在 定理 9 的 证 明 中 我 售 已 
经 看 到 ， 在 x 左 例 邻近 处 有 产 人 zx)<<0， 因 而 对 于 站 中 加 点 在 边 
所 有 的 x 都 应 有 产 ( 居 <0。 间 样 可 证 ， 对 于 也 中 xm 点 右边 所 有 
的 z 都 有 六 5z 二 0。， 这 样 ， 我 们 证 明了 Frxo 是 函 效 了 在 区 间 于 

的 最小 值 。 

《2) 可 仿照 (1 给 出 证 明 。 总 

光学 中 的 费 马 熙 理 说 : 在 任意 两 点 间 ， 光 通过 的 路 比 是 耗 时 
最 少 的 路 线 。 在 下 面 的 例题 中 ， 我 们 从 费 马 原理 出 恬 推 证 光 的 拆 
射 定 律 。 

例 3 设 有 两 种 均 杀 介质 工 和 开 ， 光 在 介质 工 中 的 违 庆 是 后 ， 
光 在 分 质 工 中 的 速 弃 是 c*， 两 种 介质 的 分 界面 是 平面 。 如 果 有 一 
束 光 从 介质 工 中 的 4, 点 到 介质 本 中 的 A; 点， 那么 这 上 东 光 走 怎 
畔 的 路 线 ? 

解 ”容易 看 出 ， 在 同一 介质 中 ， 耗 时 最 省 的 路 线 是 直线 。 假 
设 光 在 介质 工 中 的 路 线 是 直线 段 4P， 在 介质 I 工 中 的 路 线 是 直线 
段 上 .43 。 采 用 图 4-9 中 的 记号 瑚 示 ， 我 们 有 

AP=v hi +x?, 
PA = whi dx 


1 3 全 


1 1 
了 ?Kx》 = 0 Ci ry tp Csi ee. 
词 为 T' (0 一 0 TCD>0， 所 以 在 0 和 1 之 闻 有 各 使 得 T(xo》 
= 了 0。 又 因 汶 ZC) 汪 0， 所 以 只 有 唯一 的 x0o 能 使 得 王 xm = 0 
在 xo 点 消 数 T(x) 取 得 最 小 值 ， 这 点 满足 的 方程 为 


1 Xo _1i1 i-xw 
Cv AI tr Cav hi (xy) 


-ging = 一 Si 本 人 
1 他 
3inty el 
si to 


这 就 是 著名 的 折射 定律 。 


2 人 0 


第 五 章 ” 原 函数 与 不 定 积分 


1 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 


定义 ” 设 卫 数 地 在 区 间 上 有 定义， 如 果 国 数 二 在 连续， 在 . 
1 可 导 ， 并 且 视 足 第 件 ; 
F(xy=fCx), YYxED, 
或 者 
dF (Cry = fxr) dx, 时 区 下 站， 
那么 我 们 就 说 王 是 函数 f 的 一 个 剧本 数 ， 或 者 说 是 油分 形 式 
f(x) dx 的 一 个 原 耳 数 ， 
. 定理 ] 设 阔 数 了 在 区 间 ! 有 定义 。 如果 函 数 了 (是 函数 了 
的 一 个 原 函 数 ， 那 么 对 任何 CER， 牙 数 
FlxrY + 
也 是 孙 数 Ff 的 原 隧 数 。 并 是 f 的 任何 原 隙 数 也 都 可 以 表示 成 这 种 
形式 .， 
证 明 首先， 对 任何 CE 有 RR， 遇 然 有 
《人 xy + OY = PC) = fx), ¥ ED, 
二 而 销 数 (x) + 是 Ff 的 原 图 数 ， 其 次 ， 设 G 是 了 的 任何 一 个 
原 国 数 ， 那 系 
(GO) PD’ =0, yxED, 
因而 
GXY ~ FOXY= OO, YY xeEl, 
这 证 明了 
GY = FY +O. 吕 
定义 ” 设 范 数 了 在 区 间 工 上 有 定义 ， 邱 数 忆 是 了 的 一 个 原 东 
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数 ， 旭 涵 数 徐 
FO)+rt CER) 


表示 了 的 一 切 原 国 数 。 我 们 把 这 函数 饶 听 做 函数 7 的 不 定 积 
分 ， 或 者 由 做 微分 形式 x) dx 的 不 定 积 分 ， 记 为 


eax= Fl -0, 


在 这 里 ，f (2) 称 为 被 积 洞 数 ，f(x)dx 称 为 被 各 表示 式 ， 而 | 是 才 
示 不 定 积分 的 符号 。 
搞 据 定义 有 : 
(jeoarj =70, a(| fends )= fC) dx 


人 (xyax 二 五 (2 tO, | dF xy = FOC) 上 人 


因此 ， 在 允许 相差 一 个 任 党 常数 的 意义 之 下 ， 求 不 定 积分 这 一 运 
算 恰 好 是 求 导 或 者 求 微分 的 逆 运 算 。 
根据 定 尺 很 容易 验证 以 下 的 运算 法 则 。 
定理 2 如 果 FCtx) 和 GCx) 分 别 是 函数 (x) 和 59(x) 的 原 函 数 ， 
4 是 一 个 实数 ， 那 么 (CX) +Ctz 是 图 数 Cx) + 9(X) 的 原画 数 ， 
AFCx) 是 冰 数 4f (x) 的 原画 数 ， 换 句 话 说， 我 们 有 以 下 运算 法 
册 ， 


| cea rgde= | fdr + [gc dx, 
| Cf CD) dx=2 | reoax 


谣 然 不 定 积分 是 求 导 运算 的 递 运算 ， 从 已 有 的 导 刍 表 就 可 以 
悉 出 一 个 不 定 积分 表 来 ( 见 下 页 )。 

表 中 的 每 一 个 不 定 积分 都 可 以 这 样 来 验算 ， 将 等 式 右 端的 国 
数 微分 ， 应 该 得 到 左 端的 被 积 表 示 式 。 

不 定 积分 表 应 该 熟 记 ， 以 作为 进一步 计算 不 定 积分 的 基础 
”一 一 正 象 束 记 恩 九 表 作 为 滋 除 法 的 基础 那 祥 。 
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不 定 积 分 表 


¢ dz = 


zds= 1 za 他 R31}, 


| 人 te 


一 | 二 让 
| | , 


且 寺 = 二 ， 


EE 
nTdr = Tre Cal) 


. OST = Binr + 


gjT = 一 怠 训 3 十 机， 


ij 


一 ”一 [A 

人 Bt 
d 

(Es -Ctgrt i, 


|: i are teT+ 位。 


dr re SiNT+ 
wl rE " 


[eneas 二 有 PT + 


[szaz = chr+ 人 Ct, 


a 


二 
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-和解 
aydx = |1- cossx 
[IE 了 区 一 gdx 
= 二 -| dx 
GOS 
=tgx—x+C, 
例 2 求 i 
dx _ 1 | di 
到 ER 
| in2x + cossx 
~ 4sinix » cogix 
_1 ( dx + ) 
4 Weosix | sin 
1 0 
= 二 CigX — ctgx) + 
上 式 有 端 可 以 改写 为 
si iD ~ COgEY 
= 一 et oo 
dcoOsxsinx ~ + = 3 CBZX+ 


在 下 一 节 中 ， 我 们 将 用 更 简单 的 办 法 求 得 这 结果。 
， 和 
倒 3 来 | 二 太 寺 -万 


Ee 1 dx _ 人 
(x—- {xB oa- Xa X- 万 


= 二 nlz -al -lnlx— pl)+C 
=_ 上 1 XxX-al 站 
ap 
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例 4 求 | - 


rs 


解 sr i 


ln 
-了 工 In rc, 
让 十 阅 ! 


Ei) 
全 


=x—arctgx+C, 


例 6 求 | 


a = ry 


El! 
i- 上 -i 


3 一 
例 7 求 Nx ar 


X3 一 2X2 1 蕊 一 了 


加 二 守 一 ] 
解 二 


(Cx? 1) + C29 
x? I CX 2) 


= | + dx 


下 一 2 x 


| arctgx + 全 
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=In|jx—2)| +arctgx + 人, 


3 2 换 元 积分 法 


” 撞 元 积分 法 是 求 不 定 积分 时 非常 有 用 的 一 种 方法 。 这 种 方法 
的 依据 是 微分 表示 的 不 变性 。 我 们 把 这 依据 陈述 为 以 下 引 理 ， 
引 理 ”如 果 
dt = gC du, 
那么 把 二 换 成 可 微 国 数 4 = utv) 仍 有 
dG uD) = gduato 。 
这 就 是 说 ， 从 
|scom =G(uY + 
可 以 得 到 
[gu Yat) = G0u(w)) + C, 


上 面 引 理 说 明 ， 在 不 定 积分 的 表示 式 中 可 以 作 变 数 替换 。 这 
一 结果 以 两 种 形式 应 用 于 求 不 定 积 分 ， 这 就 是 下 面 将 要 介绍 的 第 
一 换 元 法 和 第 二 换 元 法 . 
2.a 第 一 换 元 法 
采用 这 一 方法 计算 |/ (x)dx， 就 要 把 被 积 表示 式 1 (<)dx 写 成 
瑞 因 式 的 乘积 ;前 一 因 式 形状 如 9 Cutx)), 后 一 因 式 形状 如 du(x})， 
如 虚 我 们 求 得 
acwau = 十 三 ， 
么 z 
| f (x) dx = Js Gu) du cs) = Gx)) + O. 
六 具体 解 题 的 有 时候 ， 我 们 不 必 每 次 写 出 代表 中 间 变 量 和 的 符号 
MW, z 只 要 在 心 且 中 把 4《x) 当 作 一 个 整体 米 看 特 就 可 以 了 。 
2 人 6 


Lie rie le eb  ，c 


例 | 《出 现 文字 a 的 地 方 都 假定 4 天 0) 


| 2 "dx = 1le: “d(3x) = + 


| 6" "dx = | *d{ax) = 工 es 十 人 
， 好 上 


ain22x 2 |sin?2x 2» ™ * 
| dx -| — logart+C 
ain2ax a J ain:ax 站 * 


| eostax +t bydx= Jeoscax + bydcax+by 


= sintax + Bb) + Cw, 
本 . 


更 一 般 地 ， 我 们 有 公式 ; 
[6 + bydx= +|s (tax + bydiaxr + by 
例 2 求 |>e ar， | 


解 je”ar = 了 | ac? = e+, 


x 1f dcxr’*) 1 2 
二 -一 -一 一 二 
| 二 dt | Are gx + 0, 


[sr = 1[ dt . tg + 


CO0S2X 3 coa2 和 3 
更 一 般 地 ， 我 们 有 会 式 : 
ti vt-Ld 二 二 Eee 
| gerds Esc Vac ®. 


网 3 求 | 信人 a 
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解 [| 于 2ax = J ans sg (lnx) 


= rnc tt + 人， 


更 一 般 地 ， 我 们 有 公式 : 
2ax = sa dlnxy, 


Ei de* > 


例 5 求 |sinzxdz ， eossxax , 


淫 [einex dx = 门 -ss2xay 一 i 了 _. : Sin? i ( 


总 


lw 


- 7 
‘sin?x + {7 


| 05xXdx = | 0dr 一 工 x .1 
2 2 4 


1m|B 求 |tgxdx ， Jeters 工 。 


解 |rerax= 一 (ensxy 三 一 1naicobssx | + 
GOSXY ' 


fergrar = dCsinx) = it :sinx| 二 区。 
BIN | 


例 7 求 | cossredr， sinsxax, 
艇 | 人 DSS 区 < | eosixa (Csinx) 


=|a — sin x}yd(sinxy 
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= sinx— in + 


| sinixdi = 一 | 一 cns2x)d (Ceosx) 


i 


cosx+ Leossx+ CO, 
x 


COST” 


dx _ [cosx dx 
COSX Cosex 


加 _dgsinx } 


上 E 一 Sin 


例 8 求 | 


_ 1] In i] — ainx I+C 
9 1 一 SI 区 
i L 多 
= in 1T+sinx | .oe 
分 i COST 


1 i San 
; 忆 心 台 生 心心 久 区 


十 已 


= ln|seex + tgx| 十 已， 


在 计算 过 程 中 ， 我 们 用 到 以 下 理 实 ; 


1 一 
| 
ul] 2 lutli 
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例 10 求 | 


x + DX 
解 ” 分 几 种 情形 讨论 


情形 1 设 二 次 三 项 式 x? + px+4q 有 两 个 不 相等 的 实 根 a 和 8。 
期 


XP Xr— By, 3 庆 月 ， 
财 有 


Fe dx dx __ 
x rpxtq J or py 


= 1 [ld -2 
站 一 区 一 区 x-8 
1 x—al| 
二 -. jx 二 aa 十 已。 
一 月 ix-p:! 


情形 2 设 x+px+9 有 重 实 根 7”， 即 
2 二 = (2 


这 时 有 
dx __ dx 
| {x ~ y): 
= 一 -CC 
蕊 一 由 
情形 3 设 x? -px+g 有 一 对 共 轩 复 根 和 十 记 ， 这 时 


. 2 . . 
x*+px+q=( + 卫 | 十 可 -Dr 


其 中 4= -了 ,= - 玉 . 对 这 一 情形 有 


dx dx 
区 2 prtq (一 和 十 有 
之 1 arctg nd + 
点 可 
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上 


2.b 第 二 换 元 法 
采用 这 种 方法 计算 不 定 积分 | 1(z7dx 的 时 候 ， 我 们 作 适 当 的 : 


变数 再 米 *=4f(t， 这 里 的 函数 (在 区 间 了 上 严格 单调 并 且 过 
续 ， 在 这 区 剖 的 内 部 直 导 ， 并 且 谎 足 条 件 9 (天 0， 如 果 我 们 求 : 
每 
IO = 器 (t+C， 


那么 在 这 式 中 作 变 数 替 换 上 = p-!(z) 就 得 到 
| reoar= GiCx)) +C., 
例 11 求 | zax (a>0). 
解 令 z=osinf (一 w/2<t<<x/2)， 我 们 得 到 


| 到 -= 到 dx = a eosrtdt 


-$+ 


= 工 


7 (alt + atsintcnst} 十 起 
=. (2 aresin +t x a T+. 
例 12 求 | 6s 
解 令 x=atgb 则 dx= dt 我 们 得 到 
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dx _1l 
| ra et 


1 


t+sinieost) +C 
oa 


1 区 
-arotg T+ 1 i s+, 
2 好 


Da x +? 


在 以 下 两 个 例子 里 ， 我 们 用 换 元 积分 法 计算 上 节 不 定 积分 表 
最 后 一 行 中 的 两 个 积分 。 


和 解 令 x=atgt 则 dx 于 是 


Cont 


| Zi dt 
ww | cost 
=ln|sectrigt| +Cp 


三 ln ee + Cp 
总 己 
这 里 C=C,- Ina 仍 是 任意 常数 。 
可 
例 14 求 | :3 ， 这 里 |z!>a>0， 


| 解 令 X= ett 《对 于 xn 的 情形 0<tecrA25 对 于 x 之 一 a 
的 情形 一 zx/2< 过 tf， 则 dx=aaect ,igt dt, 于 是 

‘dx _[dt 

Vr a =| 总 


=Injseci+tgt| +Cy 


"le 
= nix+ Vr-arl+C, 
这 里 C= Co 一 ln a 仍 为 任意 当 数 ， 
注 记 ”从 上 面 的 例题 中 ， 我 们 看 到 ， 对 于 涉及 va” 一 x 或 
vx 十 0? 的 被 积 国 数 ， 有 时 可 以 引信 一 个 辅助 的 “ 角 变 量 ” 上 人 必 . 


QL》 对 于 涉及 一 * 吉 的 被 积 了 荡 数 ， 可 以 令 *=a cost 或 者 令 


=a nt (GNS-1)., 


(2) 对 于 涉及 V+ 如 的 波 积 为 数 ， 可 以 令 x=atgt 或 者 令 - 
x=a citet (3-2), 


VHFH/ | 起 者 vf 


图 6-2 
(3)》 对 于 涉及 wR7-a7 的 被 积 沟 数 , 可 以 令 *=asec t= 


总 
Qt 


三 
一 二 一 一 一 5 一 了 
或 者 A 二 Cosect pint 《图 5 3). 
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;| 或 者 。 
3 


4 | | t 


sat 


$ 3 分 部 积分 法 


求 不 定 积分 芍 另 一 重要 方 兴 是 分 部 积分 法 。 这 种 方法 的 依据 
是 阁 积 微分 公式 
ACutr Yu) = vx du(r) + u(r) dv(x), 


我 妇 把 这 公式 改写 为 
urdvy(trx) = dur — vr dutcry, 


由 此 得 到 
有 CXIIV CXY 一 TCDDCY?》 一 [uy aucs. 


这 就 是 分 帮 各 分 洁 的 公式 ， 在 应 用 了 时， 可 以 不 必 引 入 新 的 记号 4 
和 5， 只 须 在 心中 默 记 住 把 哪 一 个 式 子 当 作 u(x)， 把 哪 一 个 式 
子 当 作 2(x)。 


例 [ 求 [xoosx dx 小 8inxdx 和 [xerar. 
拥 [ XOSXAX = 上 dain x 
=Xx 3inx— | sinxdx 
Xinx+009 + 


| x 8 区 各 区 = -|xaeos x 


一 -x eos + sosxax 


21 4 


=—xceosx+sin+O. 


- 
| Xe dx -| de” 


= Xe 一 Jeras 


二 x7 一 6 二 心 


= CT)e:+e, 


全 |2 求 |xtlnx dx 。 
解 先 设 上 -1]1， 则 有 


| zanxds 二 az d(xtt1y 


E+11 | 1 + 
x nx iE diln x} 


区 十] 
-1 E+l 了 
Fi In x lb dt 
1 1+1 ' 1 ， 
= 区 nx tl 
K+1 CK + 1)? ” 


对 于 天 = -1 的 捕 形 ， 我 们 有 


dx = = jxa ln x)} = -: > ln XA 


例 5 求 | arctg x dx ， 


解 | x arctgx dx= Tlarets x dCx2) 


iare tgx— 工人 | diarc tg x) 
_* a 


1 > | 
一 一 其 aretsw— —. 
2 8 2J]1 二 xs 


| 


全 
一 人世 二 和 和 — | -7 a) 
2 S ] 十 


= Lyearc tg x — EE 十 Tarc ig XxX+{t 
2 2 2 


1 2 1 .- 
二 二 人 人 二 are te 和 一 -二 人 
3 ‘ i) 5 > 


俩 14 求 | CO KX dx, 
和 解 人 coaxdx= BB {d sin x 
z = Xx? sinx ~ |sinz drixr’y 
aa sin x 一 2|: gin x dx 
= xX? Sinx + 2|: dd eos 区 
X31 二 DX GOS 一 zo0sx dx 


=xisinx ioxr eonx— 2 nxt 人 CC, 


在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 接 过 其 次 适用 分 部 积分 的 手续 ，-- 般 
说 来 ， 多 次 运用 分 部 积分 手续 ， 我 们 可 以 求 出 以 下 形式 的 -- 些 不 
定 积分 


Jsin bx dx, [to0s Dx dx, 
| thas dx. 
这 里 ,mE 3， 
我 们 再 来 看 另外 一 些 类 型 的 例子 . 
例 5 求 | “arax 和 | a ds. 
解 ” 利 用 分 部 积分 法 得 
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| 天 = 二 ax -yx VA av 一 


人 


= XV x a -| 三 


a+ a 


x Pi a 


x ria ~ 
XX A ~ “| 2 [ve dx, 
出 此 得 到 


dx 
BF ~ 5 a 
be 如 dx 加 矿 Va 


= ra nxtv ol+o,. 
2 2 
几 类 伺 的 办 六 可 以 求 得 


[varar + a dx Vt +as + lx Vt +as | + 
8 求 |e ?eos bx dx 和 |e "sin bx dx, 
解 ” 利 用 分 部 积分 法 可 得 

eeoa bx dx = "cos px + 2 forrsin px dx, 


evsin bxdx = Te"*sin bx— esroos bx dx, 


解 这 方程 组 ， 我 们 求 得 


oro0s pr dx er™ Geoa bx + bh sinps +0, 
a +b? 


jx 
Aast+b? 


dx 
全 7 求 刀 -j rie 


和 解 。 利用 分 部 积分 法 得 


x 1 
衬 --- 一 -- .一 下 : 9._—. .一 .一 -一 
ers dr 
x 区 
下 2n| CE 


和 2 
x Xa a 
= 
2 (x: a3" +l 


dx 


了 十 2 了 7 一 2nas 11, 


2 十 加 2 
由 此 得 到 递 推 公 式 
fn 3 Cx Fa 一 if 
因为 我 们 已 经 知道 


所 以 利用 上 面 的 递 推 公式 可 以 录 得 任何 J 


§4 有 理 函 数 的 积分 


在 数学 中 ， 常 常 有 这 样 的 情形 ， 虽 然 某 个 运算 在 一 定 范围 内 
有 定义 并 且 结 果 也 在 这 范围 内 ， 但 它 的 逆 运 算 的 结果 却 可 能 跑 出 
这 范围 之 外 。 例如， 有 理 数 的 平方 总 是 有 有理数， 但 有 理 数 的 平方 
根 却 可 能 是 无 理 数 或 者 复数 。 我 们 知道 ， 初 等 函数 的 导数 仍 是 宰 
学 靖 数 ， 但 作为 求 导 的 逆 运 算 的 不 定 积 分 ， 却 不 具有 这 样 的 性 
上 质 。 有 不 少 初等 函数 的 原 炒 数 椒 再 是 初等 函数 。 例 如 ， 以 下 这 些 


不 定 积分 就 不 能 表示 成 初 管 函数 的 形式 ， 
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_-2 。 
|e dx, 人 区 和 dv, Jeos 和 2 dx, 
SEN 区 OS x 
-dx ke -一 dx 
x 7 和 lnx “" 


请 读者 注意 ， 一 个 不 定 积 分 不 能 用 初等 函数 来 表示 ， 绝 不 意味 着 
这 不 定 积分 不 存在 。 相 反 地 ， 在 下 一 篇 中 我 们 将 证 明 ， 任 何 连续 
函数 (x) 都 具有 原 函 数 ， 换 名 话说 ， 任 何 连 续 函 数 的 不 定 积分 
总 是 存在 的 ， 只 是 这 不 定 积分 并 不 一 定 能 表示 为 初等 函数 。 

有 一 些 类 型 的 函数 ， 它 们 的 不 定 积 分 总 能够 表示 为 初等 函 
数 。 对 这 种 情形 ， 我 们 说 这 些 类 型 的 函数 能 积分 为 有 限 形 式 .。 本 
节 和 下 一 节 将 讨论 某 几 类 可 积分 为 有 限 形式 的 函数 。 

首先 车 寨 有 理 分 式 函 数 

fC) = P/Q), 
这 里 PD 和 QC) 都 是 实 系数 的 多 项 式 ， 利用 多 项 式 的 带 余 除 
法 ， 我 们 总 可 以 把 这 有 理 分 式 写 成 以 下 形式 
POx) /QCx) = PiCz) + P(x) /Q(x), 

这 里 Pex) 和 Pi(x) 也 是 实 系数 的 多 项 式 ， 其 中 PiCx) 的 次 数 颁 
于 Q(x) 的 次 数 。 多 项 式 的 不 定 积分 是 已 经 知道 的 。 所 以 我 们 只 
须 讨 论 真 分 式 PCx) /Q(x) 的 不 定 积分 ， 为 记号 简单 起 见 , 不妨 设 
(x) = P(x)/QCx) 就 已 经 是 朗 约 的 真 分 式 ， 即 假 设 P(x) 和 Q(x) 
是 互 吾 的 实 系数 多 项 式 ，P(x) 的 次 数 低 于 Q(*) 的 次 数 。 

在 实数 范围 和 内， 一 个 多 项 式 的 不 可 约 因 式 只 可 能 是 一 次 的 或 
者 二 次 的 。 设 QCx) 的 不 可 约 因 式 分 解 如 下 : 

加 (xD 一 CFan or 
= 

这 里 的 aiG= 1,…, 似 是 实数 ，x2 pjx + 9; (j=1,*…,s) 是 不 可 
区 的 ( 即 无 实 根 的 ) 实 系数 二 次 三 项 式 。 代 数学 中 有 这 样 的 定理 ， 

定理 1 衣 上 所 还 的 真 分 式 三 人 ， 可 以 唯一 地 表示 为 以 下 江 
状 的 简单 分 式 之 和 | 
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rr， A, A AN 
2 “人 


二 ， Mx TN" 
(a HpIX+A CritpIrt A 


MF x+ Ns1 
+ CT 下 


这 里 的 44 ee 1 


N91 等 都 是 实 常 数 人 = 1 了 = Ts。 
这 定理 中 的 分 解 式 ， 疝 访 可 分 天 PC 的 商 音 分 式 分 
解 或 者 部 分 分 式 分 包 ， 


定理 1 移 证 明 可 在 一 - 般 的 高 等 代数 教科 书 中 查 到 ， 这 里 就 不 
转述 了 。 为 了 帮助 理解 ， 我 们 以 一 种 尾 殊 情形 为 例 作 简单 的 说 
明 。 如 果 QCx) = (za ， 那 么 真 分 式 的 分 子 了 Cx) 至 多 是 上 -1 
次 的 。 供 勘 于 带 余 除 外 ( 乏 次 除 以 za) ,我们 可 以 把 了 (xc) 表示 


PCOx) 一 A 一 a) -1 十 六 CX — ay) 和 一 2 pe 
二 一 a tA 


用 QD)= 《x 一 20) 除 上 式 两 了 就 得 到 了 GCE 的 部 分 分 式 肛 开 


PCG) A A 
TOY ia 


_AY A 
二 人 + (x — a 
以 定理 1 为 依据 ， 在 实际 解 题 的 时 候 ， 可 以 用 待定 系数 法 来 
求 真 分 式 的 部 分 分 式 分 解 。 上 具体 步骤 如 下 : 
第 一 和 水， 先 写 出 含有 待定 系数 ,AM jo， 
Mi Ni ，N9 1 的 分 解 式 
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5 六 1) 
-了 (0 2 上 人 ) 


(MN 
$ 


XtPIxtas oo Cxit px 9 i 


第 二 步 。， 用 Q(x) 莱 上 式 两 了 边 以 消去 分 母 ， 
第 三 步 ， 比 较 所 得 式 子 两 边 同 次 项 的 系数 ， 得 到 关于 待定 系 
数 的 线性 方程 组 ; 


第 西 步 ， 解 这 方程 组 就 可 确定 部 分 分 式 分 解 的 各 个 系数 ， 
、 1 
例 1 试 求 (F132CE 2) 的 部 分 分 式 分 解 . 


和 解 设 
(X12 yx-1 152 wo 
销 去 分 母 得 
I=AC— x+2 + A x02) + Bx 2x+1), 
比较 上 式 两 边 同 次 项 系数 得 


x2 4 +B =0, 
x A -2B =6, 
1 | 2A -24 +B =1. 
解 这 方程 组 得 到 ，4= -1,4’= -1 日 =-1。 于 是 ， 我 们 得 到 


1 二 _ 了 
(x Ix x ri ro 


例 2 试 求 - 
3X4 二 2X 3X1 
(x — 2) {x +1)? 
证 ”证 
3x4 + 2x + Sx 一 ] A Mx ty  M’'x+ NN’ 
(x — 2) (x 上 了 yot TE ] Cx -2 a 
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消去 分 母 得 
3x4 二 2X8 + dX —1 
= A(xtt or + 1 + (Mr tt NY(Cr— 2xt+x—2) 
Fh x NY x 2 
比较 上 式 两 边 同 次 项 的 系数 得 


x4 A +M = 3, 

x i -2M +N = 2, 

x? | 2 内 tM 2N r+rM’ 一 3， 

x / eM NN 2M -AN 一 自 ， 

1 ，44 -2N -2N’ = 一 1。 
解 这 方程 组 得 


成 三 3， MT = 他， N=0, M’=1, N’ = 0, 
于 是 ， 我 们 得 到 


Dre XE SX 一 ] 3 2 x 


Cr x 《7 


通过 部 分 分 式 分 解 ， 求 有 理 分 式 的 不 定 积 分 的 问题 归结 为 计 
算 民 下 两 种 奖 理 的 积分 ; 
dx 


1. Ca)? 
AT 
HI, 二 人 
我 们 已 经 会 计算 工 型 的 积分 : 
- 一 CC 
dx R14" "Fl 
| 
Inix—al 十 已， n=1 


帅 


为 了 计算 五 型 的 积分 ， 我 们 将 *? +px 4 写成 
XE+DE+FI= Cin/2) + 9- pd 
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这 里 上 =x+pA2,p= 9 一 pz/di。 通 过 变数 规 换 <= 上 -pb/A2, 求 I 
型 积分 前 问题 又 归结 为 计算 以 下 两 种 类 型 的 不 定 积分 ， 


[a 十 by =dt F 


"es 十 biy™ a 
其 中 下” 型 的 积分 很 容易 计算 ， 


上 tdt 3 Dt, tl, 
2 不 ph a 

C ) | 到 Ia (f+) 10, m1 
为 了 计算 开 型 的 积分 六 ， 可 以 利用 已 知 指 递 推 公 式 


1 27—3 


Tn ger-1i DD CR ba T+ on 1 0- 1 


和 和 已 知 的 结果 
J ,了 are tg 下 + 心 。 


这 样 ， 人 半数 的 不 定 积分 的 问题 。 


例 # 求 [a D7， 


解 ” 利 用 便 1 中 展开 部 分 分 式 的 结果 ， 我 们 得 到 


dx dz dx dx 
(zc 一 1720x 一 27》 一 -| 1 -e+ ss 


= + iia 
例 4 求 不 定 积分 . 
= q 
C2 1 
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解 利用 坊 2 中 得 到 的 部 分 分 式 分 解 可 得 


但 区 dzr Xdx 
+2 It 1rIy 


= 3In|x—-2|+2arctgx— 本 i + 


通过 上 面 的 讨论 ， 我 们 实际 上 已 经 午 清 楚 了 有 理 分 式 羡 数 的 
不 定 积 分 的 具体 表示 形式 ， 

定理 2 设 D -是 猎 约 真 分 式 ， 将 Q() 分 解 为 不 可 约 因 式 
前 乘积 


ocxy = TI- a » THe tn 97)*s, 

. i 一 1 ij 

记 

oc = [Gap5 [s+tpyx rq sl, 
FL 


则 有 


POX) Pitx) 
Ce) dx = 可 GD 1 之， > In|x—ail 


+ WBC psx+ 90i) 

一】 

27 ps 
十 +C, 
之 verie ote 一 13 


这 里 P(X) 填 比 避 ， (次数 低 隐 多项式， Qi,PB; 和 Yi 都 是 实 常 数 
t=1 ,ry f=1,* ,3), 

利用 这 -一 定理 ， ， 我 们 还 可 以 直接 用 待定 系数 法 求 真 分 式 的 不 
定 积 分 。 请 酒 下 面 的 例子 。 


Q 
例 5 求 人 


解 固 沟 +1= (x+1)(x2 一 Xx+1), 所 以 可 没 
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dx* ax? + bx 十 如 了 
CT +alnlx+1l 


+lntxi—x- 1) 


2 2x 一 1 
+ 了 are tp 7 te, 


上 式 两 边 求 导 得 


1 (2ax + bY) Cr +1) ~ x (art + bx te) 
《xsa+]72 《xs + 1)? 
a 2*—1 
二 
Tpit1* 
以 C+ 1)?* 著 上 式 两 过 得 


l= C2ax + bytxi t+t1) — 3xi{taxt + bx + oy 
+ aCxitr i — x+1) + Px ~ i) (xr +1 (+1 
texs+ YC + 1), 


比较 系数 得 ， 
将 和 +20 = 
Xe a -a + + =0, 
x 一 2 tao -pp TY =0, 
x | -3c 二 十 38 过 人， 
x 2 -2 +8 ry =0, 
1 | tv +a -6 +y =1., 
解 这 方程 组 得 
a = 人 0， 5 = 王 ， 0 = 人 DD, 
a =， B= -本 ， 7 = 他。 
于 是 ， 我 们 求 得 


人 
] 1 一 3 


我 们 对 有 理 分 式 的 积分 法 作 -- 小 绪 。 任何 有 理 分 式 都 可 写成 
整 式 与 既 约 真 分 式 之 和 ， 为 了 积分 鲍 约 真 分 式 ， 可 以 利用 待定 系 
数 法 将 其 写成 简单 分 式 之 和 . 简单 分 式 的 积分 是 我 们 已 经 知 
道 的 。 对 某 些 情形 ， 还 可 以 采取 灵活 变通 的 办 法 作 篇 单 分 式 分 
和 解 ， 六 结合 其 他 手段 计算 积分 ， 


Xr + 32 一 1 


例 6 求 | 二 站 和 2 人 ax。 
解 我 们 有 - 


x2+ 3ax —1 S30 二 (2 一 上 


Oo -一 -一 


Xx + 2) 


axf (x2+2) — (x 1D)]+ (x1) 
Cx — Yr + 2) 


x 项 1 
si + : 


于 是 得 到 
xz+3aX 一 1 
| 十 区 一 人 


xXaX2 十 ] 


| dx i 12)— (二 12 dv 
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1f 十 1r x?*—l 
X14 dx 到 | 5 二 az 
.1 1 
JJ 了 . TE] 
= 二 | 一 一- 一 -dx 一 > -一 -一 一 一 -Qx 
2 xz 工 1 x 了 十 


z __, 
—}. =Arct x 十 一 -na- 人 一 一 一 十 蕊 
DA 


异类 伺 的 办 站 可 以 求 得 
dx Ti 人 in 
| = 本 EF IT Mi DATT 


8$5 某 些 可 有 理化 的 被 积 表示 式 


某 些 被 积 表 示 式 可 以 通过 变 元 蔡 换 而 有 有 理化。 我 们 将 介绍 这 
IT, Rosinx,cos x)dx, 
I, Rix, v ax? thx ic) dr, 


/nx +p 
WR(wy i) z 
让。 x+(atbx*)?ax 《42 满 是 一 定 的 条 件 )。 
在 本 节 中 ， 我 们 以 Ru ,DO 表示 两 个 变 元 4 和 + 的 有 理 式 ， 邯 ， 


Piu,vy 


RAN, VY) = OD? 


其 中 (G4, 坊 和 Qn, 小 是 变 元 和 2 的 多 项 式 ( 即 由 变 元 #4,? 和 
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实数 经 过 有 限 次 加 具 和 乘法 运算 生成 的 式 子 )， 


bp.a Risinxscos XYdx 


被 积 表示 式 Rtsin x,cos x)dx 可 以 通过 变 元 替换 
tg = 本 :=2aArectgt 


实现 有 理化 事实 上 ， 我 们 有 


in x ote co 2 
sin x = 2t8 3 £08 守卫 十 部， 
1 一 给 
cosx = cos+3 ( 1 -i873 3 )= 1 本， 
2 
dr TT 


于 是 得 到 


__ 
要 (sinx ,coax}dx = R(T 2t [上 一 Li 


- 1 十 经 | 十 友 1+t2* 
迹 元 殖 换 

x 
tg = t, Bx= 2arctgt 


被 称 为 万能 普 模 ， 所 谓 “ 万 能 ”是 指 ， 任 何 三 角 函数 的 有 理 式 均 
能 用 这 变换 实现 有 理化 。 但 这 种 替换 并 不 总 是 最 简单 或 者 最 方便 
的 。 对 于 茶 些 特别 情形 ， 采 用 其 他 形式 的 变换 更 为 简单 ， 例 如 ， 
对 于 形状 如 


Ritein 工 , Cose)COS £ dx 
的 表示 式 ， 和 用 用 替换 sinx= 上 就 可 以 更 方便 地 把 它 有 理化 为 
R(t, 一 上 
对 于 形状 如 . 
Rsintx, coax)sinxdx 
的 表示 式 ， 采 用 替换 cosx = 也 就 可 以 把 它 有 理化 为 
~- Rd] -t,t dit 
另外 ， 对 于 形状 如 
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sin x 
Rs 一 -一 ， cos2r jdx 
心口 3 各 ， 


的 表示 式 ， 可 采用 替换 


tex=t, BHxr=arctgti 


1 dt 
Re 
5 .bb REx, Vv axl+ br +eydx 
我 们 有 


将 它 有 再 化 为 


axs tbx+e=a(e+) + 
a | +: (有志 


一 b 
u= Val(x+3), 


通过 替换 


可 以 将 vax? 革 斌 ec 化 成 以 下 三 种 情形 之 一 
A rp 或 VR 


转 尼 为 : 
Ri w+ 人 Gd， Ru,v us A ydu 
或 Rv A udu, 
对 这 三 种 情形 ， 分 别 令 
村 二 几 tBt， 了 =Asect 三 ui=Asint, 
就 可 以 将 被 积 表 示 式 装 化 为 三 角 函 数 的 有 理 浇 ， 再 套用 ji .a 段 中 
的 手续 就 可 以 最 后 完成 有 理化 的 进程 


5e RR (= 全 全 ja 
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施 果 一 By=0， 可 设 


a 8 ， 
y 一 至 二 # FP 
汗 友 
所 fox 十 月 ME Ydx 
R(x, VS 全 )dz= RCx, 4 A Ydx. 
它 本 身 己 是 有 理 式 、 关 此 ， 在 以 下 的 讨论 中 ， 不 妨 设 
Qad 一 Py, 
在 锌 积 表示 式 中 作 替 换 
_ Wax+ph 
二 二 十 
8 
1 
”六 二 ya 
我 们 得 到 


nd ~ ByYt* ， 


dx 一 CH En Cr, 


于 是 R(x 生生 jax 有 理化 为 


Bi"*—£ ntad — pyyt*- 1 
R (si ) (a — pi")? "Yt 
本 段 的 讨论 也 适用 于 Y=0 的 情形 (这 时 不 妨 设 $= 1)， 我 们 
指出 ， 对 于 
Rix, Variph Ydx, 


可 以 作料 换 t= WYax+ 8 使 它 有 理化 ， 


5.d 二 项 型 微分 式 x*(a+ hx)"dx 


这 里 设 a,8€ 及 ,4,4,vE 他 并 设 0,8,4 和 v 都 不 等 于 0( 否 
则 就 是 很 平凡 的 情形 )。 
与 5.b 和 5.s 段 不 同 ， 这 里 有 可 能 根 号 里 面 讲 着 另 一 个 根 


230 


号 ， 为 了 消除 控 根 号 的 说 穴 ， 我 们 作 变 换 


x*=E HW w=t*,， 
于 是 
1 -1 
dx=—t* dQ! 
i 


所 讨论 的 微分 表示 起 化 成 无 根 号 谍 套 的 形式 
xatnt+ 内 和 同和 一 #0 + Bey Ela 


+1 
门 


= Ca Biy rd 


工 Bir a ivyr 
pt C3 ) 


四 一 A 
如果 一 E 吕 ， 或 者 "一 +vE ZF， 或 者 VE 多 ， 那 么 这 里 的 情 


形 转化 为 5.c 段 讨论 过 的 情形 。 
泽 记 切 彼 雪夫 证 明了 : 除了 上 述 情形 而 外 ， 二 项 型 微分 式 
都 不 能 积分 成 有 限 形式 。 
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第 六 章 定 积 分 


在 预 篇 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 求 曲 边 图 形 的 面积 与 求 变 力 所 散 
移 功 等 许多 问题 ， 都 归结 到 求 以 下 形状 的 和 数 的 极限 


> FE NE, 


这 样 和 的 和 数 的 极限 就 是 定 积 分 。 所 涉及 的 极限 鬼 念 ， 虽 说 总 的 精 
神 与 第 二 章 中 所 介绍 的 一 致 ， 有 具体 内 容 毕 竟 有 一 些 不 同 ， 和 需要 作 
进一步 的 解释 。 本章 将 介绍 定 积分 的 确切 定义 ， 并 初步 讨论 定 积 
分 的 性 质 、 计 算 与 应 用 。 至 于 定 积 分 存在 的 一 般 条 件 等 问题 ， 将 
在 下 一 篇 中 作 进 一 步 的 讨论 ， 


$1 定义 与 初等 性 质 


定 积分 概念 的 精确 化 ， 是 柳 明 (Riemann) 的 贡献。 所 雇 人 人 们 
又 把 这 种 积分 趾 敌 禾 上 积 分 。 本 节 束 来 介绍 这 一 重要 概念 ，。 
首先， 于 所 涉及 的 术语 和 记号 作 一 些 说 明 。 所谓 志 区 向 
La.»] 的 一 个 分 并， 古 指 插 人 在 a- 和 之 间 的 有 限 个 分 点 
二 QT 
这 些 分 后 把 La, 了 5 分 成 抽 个 亲子 区 间 
[Lxo, x1j, LX, , Xa] 机 [xm_1,m |], 
其 中 第 i 个 闭 子 区 间 的 长 度 为 
AXi = Ki Xi 
我 们 把 
IPI = max{ 人 AT 由 ,Arm: 
中 微分 着 三 的 模 。 在 分 割 卫 的 每 一 半 子 区 间 上 任意 选取 一 点 
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EELXi 1 xi] t=],2," ,人 fN, 
我 们 把 这 样 伺 个 点 纪 , 嫩 ,Em 是 做 相应 于 分 割 了 的 一 组 标志 
点 ， 开 约定 用 单 犯 一 个 全 母 $ 玉 表示 它们 . 
设 函 数 f 在 闭 区 癌 [L4,?j 上 有 定 关 。 对 于 [4,5] 的 任意 一 个 分 
后 . 
P, 人 
和 相应 于 这 分 山 的 任意 一 组 标志 点， 可 以 作 利 数 


oF PF) = Sf A, 


我 们 把 这 样 的 和 数 称 为 函数 了 在 闭 区 间 [a .5 上 的 积分 和 (或 者 蒙 
曙 和 )。 
如 果 闭 区 间 La， ,的 分 害 的 序列 {P") 满 足 条 件 
im [Pi | =0, 
那么 我 们 就 说 {Pj 屁 一 个 无 穷 知 分 类 序列 。 
定义 I 设 冰 数 了 在 闭 区 间 La, 站 有 定义 。 和 加 果 存 在 实数 耳 ， 
使 得 对 于 任意 无 穷 细 分 割 序列 {P'")}， 不 沦 相应 于 每 个 分 割 ，” 的 


标志 点 组 二 怎样 选择 ， 都 有 
lim of ,PD ,EY =1, 


那么 我 们 就 说 函数 了 在 [z, 刀 上 可 积 ， 并 把 1 称 为 函数 /在 [e,5] 
上 的 ( 定 ) 积分 ， 记 为 


| F094dx= lim of,P,2) =1, 
a 1 一 站 


这 里 | 称 为 积分 号 ，f(x)dx 称 为 被 积 表 示 式 ，a 和 5 称 为 积分 限 
(a 称 为 下 限 ，5 称 为 上 限 )。 z 

仿照 第 二 齐 中 的 讨论 ， 我 们 可 以 用 ”方式 重 述 积分 和 的 极 
限 的 定义 ， 

定义 1” 设 函 数 7 在 闲 区 间 [a,p1E 有 定义 ，FE 及。 和 如果 
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对 任意 s>0， 存 在 5>>0， 使 得 只 要 1P<5， 不 论 相 应 的 标志 上 
气 :怎样 玩 择 ， 上 各 有 

| 过) -1|<e, 
那么 我 们 就 说 函数 f 在 区 间 Fa ,中 于 积 ， 并 且 抬 工 叫 短 嚼 数 了 在 
授 亲 [az, 幻 上 的 积分 ， 记 为 


| 7coax= lim of,P,E) =1. 
定义 工 和 定义 1 的 等 价 性 ， 可 以 仿 昭 第 二 局 $5 中 的 化 潜 加 
以 证 明 。 
例 ] ” 常 值 函 数 Cx) 二 0 在 任何 区 间 [a, 扫 上 可 积 ， 并 县 


[ CG drs Ch oa)., 


事实 上 ， 对 于 [a, 丘 的 任意 分 割 P 和 相应 于 这 分 割 的 任意 标志 点 
组， 都 有 
oO,P = SC Axi=C0 -a), 


了 


利用 关于 序列 极限 的 运算 法 则 ， 立 即 可 以 得 到 ; 
定理] (积分 的 线性 性 质 ) ” 设 函 数 /和 2 在 La, 中 上 可 积 ， 
4E 尺 ， 则 阅 数 f+ 9 和 阔 数 47 也 都 在 La ,8 上 可 积 ， 并 且 


[9 3 EF 
| wen + gx dx =| tar+| gC dr, 


[| C(x)dx = fea. 


证 明 我 们 有 z 
of + 9g,PE) = O00 ,Pt +o(y,P,) 


oaf PB EA PE) 
以 下 引进 指出 了 函数 可 积 的 一 个 必要 和 条件,” 
之 3 


引 理 ” 设 巩 数 了 上 在 La ,六 王 可 积 ， 则 在 Fa, 拉 上 有 界 。 
和 证明 ”用 反 证 法 。 因为 
im of,P,é) = 了 
所 以 对 于 s=1>0， 存 在 3>>0， 使 得 只 要 | 忆 1<3 ,不论 相应 的 标 
志 点 组 上 怎样 选择 ， 都 有 
[of ,PH Io ,PE 一 了 + 
<14+ Ti, 
我 们 选 定 一 个 这 样 的 分 割 了 假设 了 在 [a,5i3 上 上 无界， 那么 至 少 
存在 分 割 呈 犁 一 个 闭 子 区 间 [x;-;,x;j， 使 得 f 在 这 闭 子 区 间 上 是 
无 红 的 。 我 们 这 样 米 渤 取 ， 先 任意 选 定 
和 人 LEX， Yi 

然后 选择 了 ;ELxi_1,xi] 满 足以 下 条 件 


FEDIAxI> SEDAG | +1+ | 
ee] 


对 于 这 样 选 取 的 三 就 有 
1+|II> oC ,PD)| 


= | DEDAn 


>HEDIA -| DEDA 
， | 


>1+ 1。 
这 一 矛盾 说 明 所 作 的 关于 了 无 界 的 假设 不 能 成 立 。 我 们 几 反 还 守 
证 明了 了 必须 在 La,8] 上 有 界 。 口 
定理 2 {积分 的 可 加 性 》 设 a<b<e。 如 果 合 数 f 在 [a， 
bj 和 [2 ,*J 上 都 可 积 ， 那 么 它 在 Fa ,ecJ 上 也 可 积 ， 并 且 


| Fede fcodz+ {fC dr. 


证 趴 ”在 [4,5bJ 和 Lb,c3 上 可 各 的 函数 六 ， 在 这 酒 闭 区 间 上 杞 
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是 有 界 的 。 因 而 存在 玉 E R， 使 得 
fx) ‘EK, vxELa,el. 
设 P 是 [a ,的 任意 一 个 分 割 ，$ 是 相应 于 这 分 制 的 一 组 标志 点 
有 := 
EE = gm). | 
- 在 此 某 础 上 ， 我 们 来 定义 分 割 五 和 相应 于 这 分 割 的 标志 点 组 2 
如 果 5 是 了 中 的 一 个 分 点 ， 那 么 就 取 忆 = 了 P， = 了 。 和 如果 $ 不 是 
卫 中 的 分 点 ， 那 么 就 把 了 补充 作为 分 点 ， 这 样 定 疼 一 个 分 割 
Pa= Xo Xp XE Tn = i, 
并 选取 
oF pb bps Cm), 
将 oCf,P, 让 与 90(f ,PP,6)} 加 以 比较 ， 不 相同 的 部 分 至 多 是 ， 
Gtf PP 中 的 加 项 
(EY CX — XR) 
被 代 之 区 of 天, 中 的 
FBP Xp fID CE 0) = OIE 一 XI 


网 和 而 本 
of ,PE ~ of,P ,el 


FE — FEY | Crr ~ Xk) 
2K|IPl. 
分 割 关 限制 在 [La ,5 和 [Ce 上 人 分别 给 出 这 两 区 间 的 分 割 已 和 EB”， 
而 限制 在 [a ,5] 和 [2 ,67 上 分 别 给 出 相应 的 标志 点 组 和 
我 们 有 
of ,Pe = of ,PB’ ,0 ) +o(,P",S"). 
让 | 己 ,-0， 上 式 右 疡 趋 于 极限 
人 reoaz+ [F004x, 
吕 Bb 
因而 当 1P| 一 时， 积分 和 0(f, 了 了 ,5 有 极限 
lim o(f,P,E)= Yim o(f,P ,8) 
| 一 全 ， + 下 一 用 
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-| fd + | fer)ds. 


这 证 明了 定理 的 论断 。 (| 
洲 记 “1 在 下 一 篇 中 ， 我 们 将 证 明 ， 如 果 便 数 了 在 La ,cj 
上 可 积 ， 那 么 它 在 [a,e 3 的 闲 子 区 间 !a, 拉 和 [bo 上 也 都 可 积 ， 
这 时 当然 可 以 运用 可 加 性 公式 
| 7coax 一 | /coax + | fC dx, 
《22 我 们 约 更 
， -| ax， 如 果 p<o， 
| fixYdx = 由 
0， 如 果 a 二 部。 
于 是 ， 对 于 as 二 有 ，a= 月 与 4 人 月 这 放 种 畏 形 ， 积 分 


| ‘fd 


都 有 了 定义。 孙 取 这 样 的 约定 ， 对 于 生意 央 序 的 三 点 4,4,2《 个 必 
限制 a<5<0)， 只 要 好 数 在 这 三 点 之 间 最 大 的 一 个 区 间 上 可 
积 ， 就 仍然 有 


[revax = [far + [feax, 


定理 3( 积 分 的 单调 性 } 设 2<5， 轴 数 靖 和 #8 在 区 间 i4 ,bj 上 
可 积 并 且 满 足 : 
JOEI), VYrEie DO， 
则 有 | 
| rcoazs| scoax- 
证 骨 记 ¥Cx) = 90Cx) -rexy， 则 有 有 
gE0,  YxE[ayp 
我 们 来 证 明 
15Godx>0 
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事实 上 ，9 的 任意 积分 和 都 是 非 负 的 


op PE) = ip Ar0, 
. 量 
所 以 ， 
| .ecoaz= lim s(8,P,H 0 噩 


定理 4( 积 分 的 中 值 定理 ) 设 4<5， 函数 1 在 [a,5] 上 可 积 
《于 是 了 在 [e ,8] 上 是 有 和 界 的 )、 如 果 


maf (EM, yxEla,s], 
那么 
mb -od {| fdr<M -0), 
竺 别 地 ， 如 果 了 在 [4,5 连续， 那么 存在 ELa,8]， 便 得 
[60dr=f6) 0 -o, 
证 明 利用 积分 的 音调 性 质 可 得 
| max< | f xr) dx<| Max, 


即 
nth 一 de| JeDarsMG — 2}, . 


在 下 一 篇 里 ， 我 们 将 证 明 任 何 连续 孙 数 都 是 可 积 和 的， 如 时 了 在 
La ,58 连续， 那么 对 于 
m= inf {fC}, M= sup if C0), 
应 有 
ma) fdrEM -0), 
邯 
ms 中 | .7CoaxsM。 

征 于 国 数 j 在 -ab 和 连续 ， 必 定 存在 ELa]， 使 得 

过 站 名 


过 ] 1 和 让 
fC0) = yl) fa, 
其 
{6a = 10 0 0. 品 
洲 记 “上面 定理 后 一 结论 的 几何 解释 如 下 ， 由 连续 曲线 = 
Fo 与 直线 x=az=p5, y=0 所 围 成 的 图 形 的 面积 ， 竺 于 以 La， 
为 底 ， 以 Je) 为 高 的 矩形 的 面积 。 这 里 “ 是 [a .5 中 一 个 适当 
的 点 (网 图 6-17。 


$2 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 


虽然 定 积分 定 交 为 积分 和 的 极限 ， 但 一 般 说 来 直接 用 定 允 来 
验证 函数 的 可 积 性 并 计算 积分 值 是 很 围 难 的 事 。 美 于 函数 可 积 性 
前 一 般 条 件 ,将 在 下 一 篇 中 讨论 。 本 池 介 绍 的 牛顿 - 莱 布 尼 均 公 
式 ,在 原 函 数 存 在 的 前 提 杂 件 下 ,成功 地 解决 了 判定 可 积 性 与 计算 
积分 值 的 问题 、 这 一 公式 ， 无 论 在 理论 上 ,或 者 是 在 实际 应 用 
中 ， 都 具有 重要 的 意义、 

定理 1 (站 粮 - 莱 布 尼 兹 公式 ) 设 函 数 了 在 闭 区 间 [4, 纪 连 
续 ， 和 如果 存 在 饼 数 五， 它 在 [a ,5b 连续， 在 (a,b) 可 导 ， 并 匡 满足 
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F’ (x) = f(x), WEE LY, 
那么 函数 了 在 La,5] 上 可 积 ， 并 且 
| reoas=FGD -Fe). 
证 明 考察 [4， 2 的 任意 分 割 
P: d= Xo Xn = 上, 
根据 拉 略 亡 昌 微分 中 慎 定 理 ， 我 们 得 到 


Fb) -FUa) = YYCPCe ) -三 (xi-)) 


1 一 


= SIF’ CPD CRE 一 Xi17 


= DFOD A 


站 一 


=00,P,n, 
”由于 函数 在 -a,4j 上 的 一 殊 连 续 性 ， 对 任意 的 : 汪 0， 存 在 6 >0， 
使 得 只 要 


unerTa bl, ja 一 os<<6， 
”就 有 
ED -0) i < 
于 是 ， 当 |1P[<5 时 ， 对 于 相应 于 这 分 割 的 任意 标志 点 组 ， 都 存 
JoCfsP,E) (FO) ~ FC) |, 
= 


=| D0) A -rp 六 xi ) 


til 


去 vy [3) — fID i A: 


Fl 


i 1 


< > 各 2 二 一 = E。 
这 证 明了 函数 f 在 区 间 [4,5] 训 积 ， 并 且 
ore _ F(a)。 口 
为 了 书写 方便 ， 我 们 引入 记 
F(x) 


“= -Fta), 
于 是 ， 牛 顿 - 葬 布 尼 慧 公式 可 以 号 成 
| fdx= Fy | 


8 1 8 
全 | edx= 6 | =e? er, 


例 2 上 -nx| 


=lnbp-lna (0 
全 [sinxdx= -eosrl ,=2. 
站 i 
例 4 求 极 限 


lim{ 1 1 + + 十) 
1 二 1] 让 汪 2 人 9 


解 ” 我们 可 惧 把 


和 看 成 是 图 数 一 -一 在 区 间 f 0;,1] 下 的 积分 和 ， 于 是 
. < 1 1 1 
lm 2 Rr | 
-InC+ x) | =In?, 
例 5 求 极限 


解 ”我 们 可 以 翅 
= [a 1 1 
之 到 让 = 之 一 ( ey 
11 


kell] 语 [【- 


千 成 是 函数 于- 在 区 间 50,1] 上 的 积分 和 ， 二 是 


站 
让 
lim YY =| es 
了 台 2. 
量 一 路 总 7 下 二 1 nn + 不 让 6 工 十 半 


全 
一 ta 过 一 
ar0 gx i 
全 8 求 极 限 
可 ] 7 中 2 + nr 
i A 
册 外 时 区 . 1 
lim -一 二 lim (|) 一 
拥 愉 -二 十 oe 和 ii? 1 师 二 二 da 天 二 1 调 Tt 
I 
=| xX? = Ly 
o D+1 


在 定理 1 的 条 件 下 ， 定 积分 的 计算 归结 于 求 原 函 数 一 一 不 定 
积分 。 为 了 羔 不 定 积分 ， 叉 可 利用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 我 
， 们 把 以 上 所 说 的 手续 概括 成 直 楼 处 理 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 . 
积分 法 ， 以 便于 以 后 应 用 ， 

定义 ] 如 果 汶 数 p() 在 开 区 间 (Ca, 记 的 每 一 点 可 导 , 并 且 导 
团 数 yg ( 人 5 在 (5 连续， 那么 我 们 就 说 国 数 在 开 民 了 间 上 ,及 加 
续 可 要， 或 者 说 9 在 (a.8) 上 是 C1 类 亢 数 。 

定义 2 如果 国 数 gw( 纺 在 闭 区 间 [a, 的 的 每 一 点 可 导 ( 在 左 端 
瞧 右 便 可 导 ， 在 右 端 点 左 侧 可 导 》， 并 且 导 畏 数 w 全 在 闲 区 间 

之 二 也 


Fe, Bj 连续 ， 那 么 我 们 就 说 函数 ? 在 财 区 间 La 8] 连续 可 稻 ， 或 者 
说 9 在 -a,53 上 是 CC 类 函数 ， 并 约定 用 这 样 的 记号 来 表示 : 
EC 有]。 


注 记 定义 2 的 男 一 种 等 价 说 法 是 ， 设 消 数 8 在 团 区 间 [Le， 
8B 上 有 定义 。 如 果 存 在 一 个 开 区 癌 (4,B) 刁 [4,8] 和 在 这 开 区 间 
上 连续 可 微 的 陆 数 中 ()， 合 得 
DP) =p, YteLa,B], 


半 么 我 们 就 说 阔 数 ?在 团 区 间 [9, 有 过 续 可 乌 , 或 者 说 ?在 [oa,81 
上 是 0! 线 函 数 。 

定理 2 《 定 积 分 的 换 元 法) 设 了 五 数 9 生 Ca 有 Pa) =a, 
8 = DCCa 六 。 如 果 未 数 /在 -ao 连续 ， 那 么 


和 应 
rcopdz =| fp 9 Cat. 
这 公式 还 可 写成 更 便于 记忆 的 形式 
用 
| je)dx = | f Cot) dp ct), 


证 明 在 下 一 篇 中 ， 我 们 将 证 明 ， 住 何 连 续 阔 数 都 具有 原 洲 : 
数 。 设 了 4) 是 函数 f(x 在 区 间 [4, 妇 的 一 个 原 立 数 ， 则 FC9 (0) 
就 是 国 数 fb09”( 昌 在 区 间 [a ,5 的 一 个 原 国 数 。 于 是 


8 上 3 
| 7coar=Fco | 


= F900)) | - 上 f Cpt))p’ (Wat. 口 
定理 5 ( 定 积分 的 分 部 积分 公式 〉 设 函 数 ,ve Ctfa,5], 则 : 
[ UCXOU’ Cx) dx = ux) D(C) | -| covcoax。 


这 公式 还 可 写成 容易 记忆 的 形式 
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| ,和 ， 
| UC dOXY = u(x} | -| rx)dutxy, 


证 明 ”在 下 一 篇 中 ， 我 们 将 证 明 所 有 的 过 续 函 数 帮 有 原 肖 
数 。 于 是 ， 了 以 下 的 关于 不 定 积分 的 分 部 积分 公式 成 了 江 


| 二 人 到 CxY dr = ux vrY -| UU CEIULXY Ad 
取 上 式 两 边 在 5 点 的 值 和 在 4 点 的 值 相 减 得 
(jcoy CXYI dx ) / = u(x) rx) | 一 (fe Cv dx ) | ， 
即 
5 和 
| Uru Cxydx = ux rx) | -| uxXUCx) dx, .| 


例 ?7 求 | Tds, 


解 ”如 果 求 田 T= 殉 的 原 函 数 


| 


-， “ 本 
I S51 二 总 十 1 — X22， 
it 


[ee 


再 利用 牛顿 - 沫 布 尼 兹 公式 ,就 可 得 到 


1 _ . ee + 
| wl1 -dx = ( at einx + SI -2) 
心 


一 4 
如 果 用 换 元 法 计算 这 积分 ， 则 可 令 * =sin5 于 是 
via 一 [三 COS2 dt 


/2 ] + cos ot 
”二 一 一 一 一 一 忌 
| 2 


dD 


| 


讽 3 求 | =sinzax。 
解 ”用 分 部 积分 话 得 


上 EL 
| xsinxdx= —xoosx| +| cos xX dx = 1, 
心 们 [i 


$3” 定 积 分 的 几何 与 物理 应 用 ， 微 元 法 


5.a 看 曾 图 形 前 面积 
在 预 篇 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 介 于 直 线 x=a,x=4,y=0 和 上 帕 : 


绕 9= 乒 切 之 间 的 图 形 的 面积 可 以 表示 为 定 积 分 


$= | f(x) dx, 


我 们 把 微分 式 fC) ax 叫 艇 面积 向 元 ， 它 代 表 底 为 dz 高 为 fn 
的 一 个 微小 的 矩形 条 的 面积 积分 | fC) dx 实际 上 是 这 样 的 小 . 


外 形 条 面积 之 和 的 极 女 值 . 
记 果 国 数 fcz 和 362 在 [a ,5 上 可 积 ， 江 旦 满足 条 御 

FEBCY WYx 人 ELa,b], 
著 乞 介 于 直线 x =a,x=5 和 曲线 y= gCx) ,y= 了 tx) 之 间 徇 图 形 的 : 
面积 可 以 表示 为 定 积分 

S -| G0 - 96) dx. 

这 里 的 桓 积 构 元 为 (f(x) - gCx)dx。 类 位 地 ， 如 果 函数 pC 办 和 
(在 及 ,B] 上 可 积 ， 并 且 
: PDN, vyELA,H;, 
那么 介 于 直线 y= 4,y = 日 和 曲线 x=%( ,zx=ycn 之 间 的 图 形 : 
的 面积 表示 为 

S -| on CD)dy。 

对 
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这 里 的 面积 机 元 为 (PK 一 (9) dy 


更 一 艇 的 图 形 常常 可 以 划分 成 几 部 分 ， 每 一 部 分 属于 以 上 所 
述 的 情形 之 一 。 这 时 我 们 可 以 污 分 别 求 得 各 部 分 的 面积 ， 然 后 将 
结果 相 加 以 得 到 总 面积 ， 


例 1 求 椭 回 拟 + 部 =1 所 围 成 的 面积 ， 


解 由 对 称 性 ， 序 求 面 积 为 它 在 第 一 象限 内 的 部 分 面积 的 4 
倍 


5 = 直 yix= 1 -ar, 

0 0 
作 变 元 替换 > = a sin t， 则 得 
bE 
仿 二 | cost df 

心 . 
次 了 全 

二 2a0| 1l +cos2tydi = xab, 
D 


例 2 ` 求 抛物 线 六 = 2x 与 直线 x 一 y= 4 所 图 图 形 的 面积 ， 
解 先 求 抛物 线 与 直线 的 交点 。 由 


{2 
y=X—4 


末 知 变 点 为 42, 2) 和 BE8,4)《 见 图 6-2?。 把 所 围 面 积 视 为 
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角 *=y+di 本 x= 刀 /2 氛围 成 ， 我 们 得 到 
= [G+ 4 - 乡 jay= 18, 


现在 来 考 举 由 极 坐 标 表示 的 曲线 围 成 的 图 形 的 面积 。 设 给 定 
了 由 极 坐 标 方程 表示 的 曲线 
r=7r7{t0), oo 
我 们 求 求 这 曲线 与 射线 8=a 和 8=8 所 围 成 的 图 形 的 面积 。 鞠 玉 
看 最 简单 的 情形 : 7( 由 = 不 是 常 慎 应 数 ， 即 这 曲线 是 一 段 图 弧 ， 


这 时 显然 有 1 
S= 1Ri(p -0). 


再 来 看 一 般 药 情形 。 对 角 旗 ?的 变化 范围 [o ,及 作 一 分 制 
度 一 do 二 月 ， 
并 取 
WiC9i_y, 0;], i= 1] ,2 ,7 

于 是 ， 灾 在 射线 9= 9;_1,6= 6 和 曲线 + =r( 的 间 的 图 形 的 面积 可 
近似 地 表示 为 | 
oil 
这 里 

Ai 一 Os 一 ;1 
整个 图 形 的 面积 近似 地 表示 为 

S$ PrdAo. 

让 max Ag 一 0， 我 们 得 到 

$= 了 20 de 
-我们 反 微 分 式 了 7*9)39 则 租用 极 华 标 天 示 的 面积 抽 元 ， 它 内 
示 夹 角 为 49, 半径 为 r() 的 一 个 微小 扇形 的 面积 . 积分 
二 [rr(0ya9 可 以 看 成 是 这 样 的 微小 扇形 面积 之 和 的 极限 (图 6-3)。 
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r=rt0y 


图 8-3 
例 3 求 双 弓 线 f?= a? cos 28 所 图 成 的 图 形 的 面积 (40)， 
解 ” 鞠 要 和 弄 清 楚 这 曲线 的 大 致 情形 (分布 范 围 ， 对 称 性 ， 是 : 
否 封闭 等 ;。 把 曲线 方程 写成 
r=av cos2d., 


在 [ ~ x,z] 范 围 内 ， 当 且 仅 当 |8| 入 卫 或 者 191>> 工时 cos26 之 0 
对 这 样 的 9 有 

OEr=av eos 0a, 
我 们 判定 曲线 分 布 在 对 优 的 两 扇形 之 中 : 


1 和 了 ，0<r<a 10> rao, 


如 果 点 (7 ,外 在 曲线 上 ， 那 么 点 tr, -外 和 点 (+, 二 r 土 执 也 都 在 临 - 
线 上 。 固 而 曲线 关于 极 轴 和 垂直 于 极 轴 的 直线 为 对 称 ， 关 于 极点 
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中 心 对 称 ,显然 9= + 六 和 6= 土 二 < 时 曲线 通过 极点 。 这 曲线 


由 两 支 封 说 的 曲线 组 成 《图 6-47。 经 过 以 上 的 分 析 ， 我 们 判定 ， 
所 求 图 形 的 面积 为 它 在 0 过 8<x/4 范围 内 的 部 分 面积 的 4 售 . 


1 下/ 二 四 站 
SS 二 |。 3| "a0 =247 | cos 28 de 
jo 


0 


村 


= 4 sin 20 = 


0 


例 4 求 心 形 线 了 7= at + eos 及 所 围 成 的 图 形 的 面积 ， 
和 解 ”容易 看 出 ， 这 有 曲线 关于 极 输 为 对 称 并 且 是 封闭 的 。 所 求 
-的 面积 为 它 在 上 半 平 面 内 的 部 分 前 2 售 《 见 图 6-5): 


号 =? 可 | ed + cos 的 2 日 
恬 


者 


-=a |" + 2c0s0 + cossHY dd = Sr az 
0 


总 


图 人 -3 


3.b 旋转 体 的 体积 


设 函 数 f(x 在 Ca, 妃 上 有 定义 并 且 非 负 ， 有 曲线 y= 后 (xX) 绪 DX 
二 旋转 而 成 一 曲面 
+2= FX):, xELa,b)], 
我 们 来 考察 这 曲面 与 平面 x*=a 和 *=&8 所 圈 成 的 体积 ， 首先， 用 
车 干 张 平面 x*= x%; 把 这 旋转 体 切 成 薄片 ， 这 里 
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下 一 XO<XI<Ceee<Xm = 
任意 选取 
上 和 [xi_ixi]， = 
旋转 体 介 于 xx= xi 和 x= xi 之 全 的 划 片 的 体积 近似 名 于 


rf EAs, 
这 里 
Axi= Xi Kis i ,2," ,7 
于 是 ， 整个 旋转 体 的 体积 表示 为 积分 
Va =|. Fdr, 


我 们 把 微分 表示 式 x 了 Cx) dx 称 为 泛 转 体 的 体积 机 元 。 它 表示 厚 
度 为 dx， 半 径 为 1x) 的 一 个 蒲 圆柱 形 的 体积 。 整个 旋转 体 的 体 - 
积 即 为 这 些 薄 片 体 积 之 和 的 极限 、 

推广 上 述 方 法 可 以 求 得 一 类 更 广泛 的 垃 体 的 体积 ， 设 已 知 立 
体 在 xE [a, 趾 妈 被 其 直 于 OX 轴 的 平面 所 截 得 的 截面 积 为 5 Cx)， 
我 们 来 求 这 立体 介 于 平面 x*=4 和 x=8 之 间 的 体积 。 这 种 情形 下 
的 体积 徽 元 可 到 为 

SCxy) dx, 

”将 这 种 形式 的 徽 元 挝 加 起 来 求 极 限 就 得 到 所 求 的 体积 
Y = | SCx)dx, 


例 5” 设 正 臂 铁 体 的 底 是 半径 为 只 的 圆 近 ,顶楼 是 平行 于 底 圆 : 
寺 径 的 线段 ， 高 为 事 ， 试 求 这 正 劈 锥 体 的 体积 (图 6-6)。 


2 


Le rr Hi Th rh 


解 ” 设 这 正 辟 锥 体 的 底 为 
x tyER, 2=0, 
现 楼 为 — RxER, y=0, 2=, 
过 OX 轴 上 一 点 上 并 垂直 于 该 轴 的 平面 截 正 殉 锥 体 得 一 等 晤 三 角 


形 ， 这 等 稻 三 角形 的 面积 为 
Sfxy = 再, V= 五 及 一 和 


了 于是， 我 们 求 得 正 臂 锥 体 的 体积 
Y = | " Hv Rx dx 
二 eH | VF — x"dx 


TE 
= ara’| ~ cosst dt 
nn 
ee 
D 


到 
一 aa’| l1+ ossty df = 
9 


3.¢ 曲线 的 强 长 


考察 OXY 平面 上 的 参数 曲线 7 : 
xX=Xx(), y= y(t, otep, 

这 里 x( 四 和 yi) 都 是 C1! 类 函数 。 为 了 求 曲 线 7 的 弧 长 ， 我 们 用 
一 组 分 点 把 Lg, 分 成 若干 小 眉 
= 有 bt 有 
相应 地 ， 曲 线 》 也 就 被 分 成 考 干 民 十 线 红 。 把 把 每 一 小 民 曲 线 强 的 
所 端 用 一 直线 段 联结 起 来 ， 得 到 ?的 一 条 内 接 折 线 ， 其 长 度 为 


p= DGD rd CD -yD 
银 据 拉 格 朗 有 定理 ， 这 内 接 拆 线 的 长 度 又 可 以 表示 为 
p= DV GD) Ct Cy CT As;, 
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这 里 7 《本 一 ls ti), 入 下 二 有 一 1 我 们 看 到 ， 扩 线 长 稀 这 一 
ro DE ED TO CVA. 


在 下 面 ， 我 们 将 证 明 ， 当 = max 和 ti 的 时 候 应 有 


[Ip~-o|—0, 
因 旷 


limp=lim ce = [ve (DY + Cy (9) dt. 


这 极限 就 应 该 是 曲线 的 弧 长 s ， 即 
sv a. 
现在 ， 我 们 来 证 明 : 
lim|p -ol = 0。 
为 此 ， 将 要 用 到 以 下 不 等 式 
《3.37 [VAIrB: -wiA +O <IB-C|, 
vA,BCER, 
事实 上 ， 对 于 4 =0， 不 等 式 显 然 成 立 ， 如 果 4 二 0， 那 么 
TTB /ATO 
-全 
<- | 市 -Bi A 


ro |1B cei 


BI+10) 
VET VATO 


1 一 | 


<1B-0l. 
对 4x CD ,By (D.C=y 54) 过 用 不 等 式 (8.12， 我 们 得 
到 

252 


po lS Dy Dy Cr) A 


由 于 六 以 在 La, 月 的 一 臻 连续 性 ， 对 任意 的 >0， 存 在 >0, 使 
得 当 4<<i 时 有 
Jy’ Cr) — y’ (1 <a 
这 时 就 有 
1p — cj< Fi 本 DA Fh- a)=e. 
至 此 ， 我 们 证 明了 
limp = limo = | VO CIT CT Ca, 


站 一 拓 


对 了 于 局 ! 类 参数 乔 线 
XXX y=, ath, 
我 们 有 辣 长 公式 
s= | Vt (2) t+ Cy CY dt, 


这 里 的 表示 式 V (x CD) + Cy' 《站 ) dt 被 称 为 参数 表示 曲线 的 匡 
元 ( 即 强 长 的 微 元 )。 
对 于 显 式 表示 的 C0! 曲线 
yy), oxep, 
相应 的 骂 长 公式 为 


s=| i + Cy Cryy dr, 


我 们 把 Y1+ ty G7) dx 叫做 显 式 表 示 曲 线 的 长 元 。 
极 坐 标 表 示 的 C1 曲线 
_ r=r(C0), < boss 
可 以 改写 为 参数 形式 
x=r(d)cosd, YY=Yrfosing， asp 8 
十 是 我 们 得 到 极 坐 标 表 示 曲 线 的 缴 长 公式 


= | GD Cr COVA. 


航 坐 标 表 示 曲 线 前 就 元 为 Crf 轩 六 +T Cr (6)) 6. 
空间 参数 曲线 的 张 长 公式 ， 可 以 用 类 做 的 办 法 推导 ， 这 里 只 
陈述 结果 。 设 
X=x0, 了， 2=2D), oteh, 
是 C1 类 参数 曲线 ， 则 它 的 叶 长 可 以 考 示 为 
s=| Ve Ct CY OY Ca CY dt, 
空间 参数 则 线 的 狐 元 为 
WR CE + CV DY + C2 CY dt, 


3.d 旋转 曲面 的 面积 


考察 位 于 OXY 全 标 系 上 半 平 面 内 的 一 条 无 自 交 点 的 C 参 
数 曲 线 4 了 ， | 
X= y= CD, 0 


”以 这 曲线 为 大 侨 ， 绕 OX 辅 扭转 一 周 ， 生 成 了 一 个 恋 转 曲面 。 我 - 
们 滩 求 这 曲面 的 面积 ， 
为 此 ， 作 和 参数 区 间 [L&, 站 的 一 个 分 割 
Qaim<t eB, 
曲线 上 相应 于 这 些 参数 值 的 点 
六 = To,Ti,* ,一己 
把 曲线 分 成 1 段 
TofiyT To Toa, 
其 中 第 : 民 Ti17 了 i 的 弧 长 近似 地 袁 示 为 
VOM DT CHD YH) 
= CY FY C4)" A 
《Te ,后 Li td). 
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由 这 段 申 线 弧 旋转 而 成 的 曲面 面积 可 以 近似 地 表示 为 
ASi= 2ny(T) Vx’ C74) + Cy C74) Ab, 
于 是 ， 旋 转 曲 面 的 总 面积 表示 为 
S = lim omy Cx CEO) 4 CY CII At , 
这 里 4 表示 max Ati。 
与 3.c 段 中 计算 统 长 时 所 作 的 讨论 类 似 ， 利 用 适当 的 不 等 式 
(参看 本 眉 末 的 注 记 ) ,可 以 证 明 上 面 宕 示 式 中 的 极限 即 为 
zx| yO VC TY dt. 
这 样 ， 我 们 得 到 了 旋转 曲面 的 面积 的 计算 公式 
S= on | ye VE OI Cy Cd 。 
旋转 明 面 的 而 积 元 为 
dS = 2nyCt) vw xr’ OY + Cy CY dt, 
对 于 旋转 有 曲面 的 母线 是 以 显 式 方程 或 者 极 坐 标 方 程 给 出 的 情形 ， 
请 读者 自己 写 出 相应 的 面积 元 的 表示 式 ， 
淫 记 ”为 了 完成 上 面 的 讨论 ， 要 用 到 这 样 一 个 不 等 式 
IvV AT+BI-v AS+ Bais IA Asl+ |B,—B,|, 
CY AL,B, A,B,ER, > . 
事实 上 ,如果 4 = Bi = 4s = B=0, 那 么 上 式 显 然 以 等 式 的 形式 成 
让。 如 里 Al,B,,A, ,Bs; 不 全 为 0， 那 之 
| 十 五 ; — ww A323+ BB | 
(CAI+ Bi)- CAL+ B) 
VATTEHIr /ATT HS 


LS, 二 [A | 
+ A BY 


< /ATT 


| 有 A 一 | 
Bal | 
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- 安 |4 一 和 ,| 十 18,— B,|, 


3.6 功 与 侧 压 力 的 计算 

设 物 体 受 到 一 个 品 0% 轴 作 用 的 为 了 = fx7， 在 这 力 的 作用 
下 它 从 & 点 运动 到 了 点。 我 们 已 经 知道 ， 力 了 对 物体 所 做 的 功 可 
所 表示 为 

. bt 
WwW = fxydx, 

-我 们 把 C9z 称 为 功 揭 抽 元。 

例 6 ” 试 求 把 弹 狗 控 长 4 个 长 度 单位 所 需 做 和 的 功 ， 


解 ”根据 虎 克 定律 , 拉 长 弹 答 所 用 的 力 与 拉 长 的 长 度 成 正比 ， 
F= kx, 


-其 中 天 为 常数 。 把 弹簧 拉 长 4 个 长 度 单 位 所 需 做 的 功 为 
Ww = | kxdx = ker, 


设 一 块 平 板 坚 放 在 比重 为 的 液体 里 。 我 们 来 计算 这 块 平 级 
， 扬 承受 的 被 体 压 力 ， 选 择 位 于 液体 表面 的 基点 为 原点 OQ， 进 择 沿 
竖 直 线 向 下 的 方向 为 O7 辅 正 方向 ， 设 在 深度 为 的 地 方 平 板 的 
宽度 为 1(y)。 我 们 用 水 平 绥 把 平板 分 成 很 多 窄 条 。 考 察 从 深度 y 
到 深度 y +Ay 的 一 窜 条 。 这 塞 条 所 受到 的 液体 压力 为 


AP= pyF OD AY. 
了 于是， 整个 平板 所 承受 的 压力 表示 为 积分 
P= 中 VC 


这 里 克 和 8 分 别 是 平板 浸入 溢 体 的 最 小 深 认 和 最 大 深度 。 我 们 把 


dP =pyf (ydy 
称 为 是 钠 压 力 的 稚 元 ， 
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例 7 设 术 汇 闸 门 的 形 状 是 一 
个 底 为 高 为 上 的 倒置 的 等 腹 三 角 
形 ( 图 6-7) . 求 这 闸门 所 承受 的 最 大 
压力 ， 

解 ” 对 于 适当 的 单位 制 ， 水 的 
比重 = 1。 在 深 诬 为 了 的 地 方 ， 阅 


门 的 宽度 为 
1 = Ti a. 
闻 门 蔡 受 的 最 大 压力 为 
3.f 微 元 法 


本 段 对 定 积分 应 用 的 一 般 步 骤 作 一 小 结 。 为 了 计算 基 一 量 值 
0 ， 我 们 把 它 分 成 车 二 短小 份额 ， 


C= PA, 
来， 年 一 微小 份额 也 仍然 不 容易 计算 ， 我 们 并 没 能 前 进 多 
少 ， 真 正 关键 的 步骤 是 分 离 出 微小 份额 AQ 的 线性 主 部 ， 即 将 AQ 
表示 为 

AG@Q = CDAxs+oCAxrD， 

然后 合 弈 商 阶 无 穷 小 而 把 各 线性 主 部 选 加 起 来 作为 8 的 近似 值 

Q 一 29g(xDAxi。 
所 舍弃 的 部 分 是 一 些 高 阶 无 穷 小 之 和 

>. 0AxD), 
一 般 说 来 这 仍然 是 一 个 无 穷 小 量 。 我 们 让 = maxAxi->0 取 极限 。 
就 能 将 @ 表 示 为 

Q=lin >)490) Ar =| cpu 


上 珀 的 过 程 ， 概 括 说 来 由 四 个 步骤 组 成 ， 分 割 ， 代 准 ( 即 用 
线性 主 部 来 代 赵 ) , 求 和 ， 求 极限 。 加 上 所 述 ， 应 用 这 些 手 绪 的 关 
键 在 于 找 册 AQ 的 线性 主 部 ， 凤 我 出 量 包 的 微 元 

dO = g(r) dx, 
和 然后， 我 们 就 可 以 把 表示 为 积分 
0 = {reas, 
在 物理 应 用 中 ， 玉 们 芯 至 直接 说 把 微 元 dQ=4tx)dx“ 迁 加 ”起 
米 就 得 到 
Q= | ,Gdx, 
这 种 说 甘 非 党 方便 ， 我 们 把 它 理解 为 分 割 、 代 甘 、 求 和 、 求 极限 
的 全 过 程 好 了 ， 

上 面 所 说 的 过 程 ， 如 果 用 严格 的 数学 语言 来 讨论 ， 凋 向 是 这 
样 的 : 设 92 是 一 个 连续 函数 ， 它 在 用 区 间 Lxr zt 上 的 最 小 
植 和 最 大 值 分 型 为 mi 和 Mi 并 误 让 ;后 人 [zi xi 使 得 9 
=1Ri，4(61) = M4。 如 果 . 

mAxiE AO MiAxi 
那么 
SmAxri< QO SMiAx, 


因为 2 Axi= 29G0DAxi 和 DMiAxmy= 了》 9CDAx: 都 是 
i 一 i—1 下 一 1 


.927 的 积分 和 ， 所 以 当 A = ma Axrs0 时 ， 它 们 趋 于 共同 的 极限 
[qc ax, 

这 样 ， 我 们 求 得 ， 

0 = | ,dz, 


例如 ， 为 了 计算 由 极 坐 标 表 示 的 曲线 f= rt 办 与 射线 8=a， 
导 =8 所 国 图 形 的 面积 ， 我 们 作 [a,8J 的 分 割 
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0= ,=p, 
相应 地 用 射线 8= 抽 (i= 1,2,…,n 一 1) 把 图 形 分 成 个 部 分 ， 设 其 
中 第 i 个 部 分 的 面积 为 A54。 如 果 r (6) 在 [04,91] 上 的 景 小 值 各 
最 大 值 分 别 为 rm 和 好 ;5， 那 各 


本 mAb< ASI< 工 MIAb。 
子 是 得 到 


?AGS = PAS 二 阅 MiAol。 
一 】 


让 一 FC—1 


让 4=max Abi->0 取 极限 ， 我 们 求 得 


= | rdo, 
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第 七 章 ”微分 方程 初步 
$1 概 说 


许多 自然 规律 的 陈述 ， 涉 及 到 量 的 变 化 率 应 福 是 的 制约 其 
系 , 这 种 关系 的 数学 表示 就 应该 是 含有 导数 的 方程 一 一 很 分 方程 * 
例 1 放射 性 物质 衰变 的 规律 是 ;在 每 一 时 刻 1 、 误 变 的 速率 
-dm(t) /dt 正比 于 该 放射 性 物质 尚 存 的 上 质量 t(t， 因 此 ， 质 量 
人 t= 应 济 足 以 下 微分 方程 
. drm 
dt 
例 2 设 质 量 为 i 的 物体 自由 下 洲 , 它 在 上 时刻 t 的 坐标 十 (2》 
《 取 坐 标 轴 沿 竖 直方 向 指向 地 心 )。 根 据 半 顿 第 二 定律 ，y = 区 9 
应 注 足 以 下 微分 方程 . 


-此 


有 即 


例 3 设 质 量 为 m 的 跳伞 员 下 菩 时 ， 所 受到 的 空 气 阻力 正比 
于 下 降 的 速度 (阻力 的 方向 与 速度 的 方向 相反 )， 了 到 坐标 轴 沿 既 直 
方向 指南 地 心 ， 则 这 跌 企 员 在 时 刻 上 的 坐标 ?= 人 9 应 满足 欣 下 
微分 方程 dzy 


dy 
mr mg 
其 dry Kdy 
dT ma Ye 


例 4 ” 设 开 有 光滑 所 的 钢 球 竺 在 一 水 平 光 背 杆 上 ， 沁 受到 一 
个 弹性 恢复 为 和 的 作用 而 来 回 振动 ， 基 中心 位 四 是 (4 见 图 ?17)， 
于 是 ， 钢 球 在 时 世上 的 艇 标 = x0 应 请 中 微分 方程 
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项] dx 大 


如 果 这 钢 球 还 受到 一 个 与 速度 成 正比 (方向 与 速度 家 反 ) 的 阻尼 力 
的 作用 ， 闭 么 它 所 满足 的 向 分 方程 是 
2 | 
ms = 一 全 本 ~ kx, 
芽 
h dx k 
于 十 i -证 + m= 
微分 方程 的 阶 数 就 是 它 所 含 未 知 函 数 的 导数 的 最 高 阶 数 。 上 
面 例 1 中 的 方程 是 一 阶 方程 ， 例 2、 例 3 和 例 4 中 的 方程 都 是 二 阶 方 
程 。 


最 简单 的 一 阶 微分 方程 是 
3 一 ft), 


其 中 二 是 自 变 数 ，f (DD 是 已 知 靖 数 ，* =x 9 是 未 知 函 数 。 求 解 
这 幸 的 方程 ， 等 价 于 求 图 数 f 扩 所 的 原 国 数 。 我 们 看 到 ， 上 述 方 程 
的 一 般 解 应 该 是 

*= |f Cd + 妃 ， 


请 注意 ， 在 解 微分 方程 的 时 候 ， 习 惯 于 用 不 定 积分 符号 表示 某 一 
确定 的 原 男 数 ， 所 以 在 其 后 还 应 加 上 任意 常数 C。 
再 来 看 最 简单 的 < 阶 方 程 ， 
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Ee a 国 0 i 


dt 
qs = 0), 


它 等 价 于 说 5 六 是 了 (的 原 函 数 ， 即 
加 工区 
dts-l 


这 与 原 方 程 形式 类 似 ， 但 阶 数 话 低 了 ， 逐 次 这 样 做 下 去 ， 最 后 就 
得 到 方程 的 一 般 解 : 


=| fei + 刀 ， 


一 1 


<= 上 上 pa CT 7 二 二 
人 
这 里 局 ,Co,… Cn 是 任 登 常数。 让 我 们 玉 考 蹇 自由 落体 运动 方程 
的 例子 ; day 
了 Ts 
将 其 积分 一 次 得 
oY gti CC, 


再 积分 一 次 就 得 到 原 方程 的 一 般 角 

y= + f+ CO,, 
其 中 C, 和 C 都 是 任 党 常数 ， 这 一 裔 解 反映 了 一 切 自由 落体 反动 
的 规律 ， 对 平一 个 具体 的 自由 落体 运动 ， 这 里 的 常数 C, 和 C 才 
取 确 定 的 值 并 且 具 存 明确 的 物理 意义 ，C, = 和 党 恰好 就 是 :=0 
时 的 速度 w( 初 始 速度 ) ， 而 C: = yi ts 丛 好 就 是 4= 0 时 的 级 坐标 
yo( 初 始 伞 置 )。 我 们 得 到 了 众所周知 的 自由 落体 运动 公式 


v= t+ los 
人 B+ vt + yo, 
最 后 ， 对 本 节 的 讨论 作 一 小 结 。 人 含有 未 知 蚊 数 的 导数 的 方程 
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称 为 徽 今 方 经 。 如 有 洒 一 个 苹 数 用 以 代替 微分 方程 中 的 未 知 国 数 能 
使 该 方程 成 为 恒等式 ， 那 么 我 们 就 说 这 函数 是 徽 分 方程 的 一 个 
解 。 微 分 方程 的 解 的 一 般 表 示 式 称 为 该 诱 程 的 一 般 解 隐 者 通 解 。 
一 个 呈 阶 方程 的 通 解 含有 个 蔚 芒 常数 。 满 足 一 定 具 体 条 件 的 一 
个 确定 的 解 称 为 特 解 。 

我 们 已 经 了 解 和 到 ， 基 简单 的 微分 方程 


守 =J0) (或 5 =7GD ) 
可 以 通过 不 定 积分 来 求解 。 但 决 丰 是 任何 微分 方程 的 解 都 能 用 不 
定 积分 来 表示 。 这 与 代数 方程 的 情 形 有 些 类 做 。 虽 然 其 些 代 数 方 
程 可 以 用 根 式 求解 ， 但 决 不 是 任何 代数 方程 的 解 都 可 以 用 根 式 来 
表示 ， 不 能 用 根 式 求解 并 不 意味 着 代数 方程 无 和解， 代数 菇 本 定理 
告诉 我 们 ， 任 何 # 深 代数 方程 在 复数 范围 内 都 有 7 个 根 { 重 根 重 
复 计 数 )， 以 后 将 要 证 明 的 微分 方程 解 的 存在 定理 指 出 在握 当 
普遍 鸭 条 件 下 ， 微 分 方程 的 解 一 定 存在 能 用 不 定 积分 求解 的 微 
分 方程 叫 租 亏 积分 的 微分 方程 。 对 于 可 积分 的 铀 分 方程 ， 当 我 们 
通过 不 定 积 分 把 解 表示 绸 来 之 后 ， 就 认为 求解 的 任务 已 经 完成 ， 
剩 下 的 事 就 是 计算 所 涉及 的 不 定 积分 。 并 非 任何 不 定 积分 都 能 用 
初等 函数 表示 出 来 。 但 在 下 一 篇 中 将 从 理论 上 证 明 ， 任何 连续 孙 
数 都 具有 原 函 数 。 因 而 用 不 定 积分 表示 的 藤 数 确实 是 存在 的 。 


$2 一 阶 线性 微分 方程 
首先 壮 察 这 样 的 微分 方程 : 


(2.1) 学 +or=0， 


这 里 4 十 一 个 常数 ，t 是 自 变 数 ，x 是 未 知 函 数 ，[e! 张 (2.1) 
式 两 边 得 
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dx 


: 
e+ae" 二 10， 


(etx) = 0, 
FE | 一 人 
我 们 得 到 方 竹 62 .ti27 的 一 般 解 
x= Ce 4 
再 来 考察 较 一 般 的 方程 


人 @ 
{2.2) tarebt), 


这 里 aa 是 常数 ，pf 是 过 续 函 数 。 了 出 用 6: 莱 这 方 强 式 两 边 ， 则 
得 

eri) =er1b(t) 

di ’» 
| ortx= or tba C. 
方程 (2.2) 的 一 般 解 为 

ze 人 (| sdt + C), 
这 里 是 任意 常数 。 取 定 避 的 任何 一 个 数 信 ( 例 如 令 C= 人 就 得 
测 方 程 (2.2) 的 一 个 确定 的 特 解 。 我 们 看 到 : “ 非 齐 次 ”线性 方 
程 人 .2 的 一 般 解 可 以 表示 为 两 项 之 和 ， 第 一 项 是 这 方程 的 一 个 
茜 解 ， 第 二 项 Ce "! 正好 是 相应 的 “ 齐 次 ” 线性 方程 (2.1) 的 一 
- 般 解 . 
在 上 面 的 方程 (2.1) 和 (2.2) 中 ， 未 知 函 数 及 其 导数 的 系数 都 


是 常数 。 那 样 的 方程 称 为 常 条 数 方 程 。 我 们 已 经 得 到 了 一 阶 线性 
党 系数 方程 的 一 般 解 ， 下 一 步 的 问题 自然 是 考察 更 一 般 的 方程 


dx 
x bety, 
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其 中 acD 和 285) 都 是 连续 函数 。 这 样 的 方程 就 是 一 般 的 一 阶 线性 
搬 分 方程 ， 风 中 数 
di 
乘 上 述 方程 两 边 得 
A x) _ of ta .b(t), 
于 是 
of sd *= ed plydt+ GC, z 

由 此 又 可 得 济 

x=e-j "dt (| bitydt+ c). 


这 就 是 一 阶 线 性 微分 方程 的 一 般 解 ， 其 中 心 是 任意 常数 。 具 体 解 
是 时 不 必死 背 公 式 ， 只 须 记 住 和 关键 的 技巧 ， 以 国 数 
1 
8 
系 方 程 两 边 就 可 以 把 它 化 成 能 直接 积分 的 形式 。 
下 面 举 例 说 明 一 阶 线 性 微分 方程 的 应 用 ， 
例 1 设 跳 例 员 受到 与 速 庭 大 小 成 正比 的 空气 阻力 ,我 们 来 考 


宗 他 的 下 降 速 度 ， 的 变化 规律 。 根 据 和 牛顿 第 二 定律 ， 我 们 得 到 运 
动 方 程 


dt 
m= mo KY, 
即 
dy 开 
di mJ 
解 这 方程 得 
adv KR EF 
所 Tet re = dE 
a 
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如 果 在 时 刻 :=0 跳 例 员 的 初始 速度 为 90， 那么 就 应 有 
0= +0， 


跳伞 员 的 下 降 速 度 的 变化 规律 为 


EH = 一 et 。 


天 
我 们 看 到 ， 与 自由 沟 体 的 和 运动 不 同 ， 蹊 伞 员 的 速 度 不 会 无 限 增 
大 ， 而 是 这 新 趋 于 一 个 终 补 速度 hg/， 
自然 春 有 一 些 最 ， 它 的 碱 少 速度 正比 六 读 量 本 身 的 数 伪 。 这 


样 的 量 * 应 满足 以 下 的 微分 方程 
dx 
Ti kx, 
黄 
kx=0 
解 这 微分 方程 得 到 
一 


设 #=0 时 莹 的 值 为 ze 则 有 上 = x6。 最 x 的 变化 规律 为 


一 
X= Xn + 


例 2 设 一 个 初始 温度 为 9, 的 物体 放 到 恒温 y 的 介质 之 中 ， 
我 们 来 考察 这 物体 的 温度 6 的 变化 规律 。 根据 牛顿 冷却 定律 ， 物 
体 的 冷却 速 底 跟 它 与 周围 介质 的 温 座 差 成 正比 我们 有 微分 方程 
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a 


da 
i 一 着 CD — 7). 


先 设 介质 温度 y=0( 例 如 把 物体 放 到 注水 混合 物 中 冷 却 )， 这 村 


的 微分 方程 为 
dg 


= -ke。 


和 So 
= ，» 
对 一 般 情形 ， 只 要 记 丈 =4 -- y， 也 得 到 


因而 一 般 情 形 王 的 冷却 规律 为 
d=y+ {0 — ye 
我 们 用 到 ， 物 体 的 终极 温度 就 是 介质 的 温度 
lim 0 = y, 


fs 


例 3 放射 性 物质 衰变 的 速度 "他 正比 干 该 物质 的 质量 > 
即 : 
Sm = 一 rr。 
解 这 方程 得 到 
m= 
放射 性 元 素 衰减 到 初始 质量 的 一 半 所 花费 的 时 间 了 7 称 为 该 元 素 的 
让 襄 期。 根据 定 义 ， 半 误 期 了 应 满足 
mo/2 = mae 47, 
即 
kT = 1n2, 
人 们 已 经 测 知 了 许多 种 放射 性 元 素 的 半衰期 ， 知 道 了 半 癌 期 7 之 
， 从 等 式 


267 


了 
R= ln 2 


就 可 求 得 读 元 素 的 衰变 系数 友 . 

上 述 讨论 虽然 简单 ， 却 有 很 重 聂 的 应 用 。 在 地 质 学、 古生物 
党 和 考古 学 中 ， 人 人 们 可 以 据 此 测算 地 球 的 年 龄 、 地 晨 或 化 厂 的 年 
代 等 。 一 种 利用 放射 性 碳 测 定 吉 生物 化 石 移 年 代 的 方法 取得 了 世 
大 的 成 功 。 宝 宙 射 钱 里 的 中 子 冲 击 高 层 大 气 中 的 氮 原 子 产 生 了 一 
种 具有 该 射 性 的 夸 的 间 位 素 ， 其 灶 训 期 已 铀 定 为 5600 年 。 这 放射 
性 碳 经 氧化 成 为 二 氧化 兢 ， 与 气流 中 的 无 放射 性 的 二 氧化 矶 混在 
一 起 ,因为 放射 性 碳 不 断 产 生 双 不断 改变 成 为 毛 , 它 在 大 气 中 早已 
达 独 动态 平衡 。 世 以 类 气 中 的 放射 性 矶 与 羡 通 矶 有 确定 的 此， 地 
球 上 的 植物 按 同样 的 比 俩 把 磋 吸 收 到 自己 的 组 织 中 。 食 草 动物 和 
食肉 动物 又 相继 通过 食物 链接 同样 的 比 便 把 厂 吸 收 到 训 己 和 体内， 
当 生 物 活 着 的 时 候 ， 这 比 倪 基 本 上 保持 不 变 ， 生 物 琵 了 以 后 ， 
当然 就 不 再 吸入 新 的 放射 性 而 体内 在 的 放射 性 碳 在 注 长 的 少 
月 里 不 断 衰变 而 减少 。 因 此， 如 果 一 诺 树 本 化 石 的 放射 性 为 活 树 
的 一 半 ， 那 和 这 树 大 约 生 存 于 5600 年 以 前 。 如果 其 放射 性 为 活 树 
徇 1/4， 那 么 它 大 约 生 存 于 11200 年 以 前 。 发 瑰 放 射 性 碳 并 和 骨 究 出 
利用 其 豆 射 性 测定 古生物 化 石 年 代 的 办 糯 是 李 售 (W .Libby) 的 功 
劳 .他 由 于 这 一 项 杰出 的 工作 而 玫 得 了 1960 年 的 庄内 尔 化 学 奖金 ， 

例 4 本 世纪 三 十 年 代 ， 科学 家 发 现 负 235CU” ) 的 原 于 楼 
受到 中 子 的 攻击 会 裂变 成 质量 相近 的 两 忒 ， 并 县 放出 相当 多 的 能 
基 ， 而 且 在 裂变 的 过 程 中 又 产生 1 到 3 个 中 子 。 如 果 裂 变 时 产生 
的 中 子 又 冯 击 刚 的 Di?s 原 子 核 ， 那 么 又 能 产生 新 的 裂 变 。 这 种 
过 程 不 断 进 行 下 去 就 形成 所 谓 连 锁 反 应 或 链 式 反应 。 铀 原料 中 心 
会 有 一 些 由 于 天然 分 裂 产 生 的 中 子 ， 晤 初 的 引火 物 总 是 有 和 的 。 问 
题 是 铀 大 料 里 的 中 子 有 可 能 选 出 铀 原料 范围 之 外 ， 必 须 有 号 够 多 
竟 铀 原料 才能 保证 是 够 多 的 中 子 在 选 出 之 前 能 磁 到 别 的 0 原子 
坊 。 在 这 样 的 条 件 下 ， 连 锁 反 应 才能 进行 。 我 们 来 推算 这 览 稚 体 
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积 或 监 界 质 量 。 用 碎 ( 必 表示 在 了 时刻 t 铀 原料 里 航 中 子 总 数 ， 中 
子 的 发 生 率 应 该 与 访 时 肇 中 子 的 总 数 六 人 成 正比 ， 而 中 于 的 启 
出 率 应 读 与 刍 原 料 的 表面 积 ” 成 正比 ， 也 与 铀 原料 里 中 子 的 黎 度 
NODAY 成 正比 ， 因 而 中 子 数 的 变化 率 应 该 满足 方程 
其 中 的 ea 和 8 是 比例 常数 。《 这 里 须 指 出 ， 中 子 数 本 是 “离散 型 ” 
的 量 ， 和 但 我 们 可 以 用 一 个 满足 上 面 微 分 方程 的 “连续 型 ”的 匡 
AD 来 模拟 中 子 数 的 变化 。 一 一 考察 其 他 一 些 含有 大 量 个 体 的 
群体 的 数量 变化 时 ， 大 们 也 和 常 采用 类 亿 的 办 法 。 例 如 ， 对 人 口 增 
长 或 动 植 物 揭 繁衍 的 研究 ， 也 能 利用 微分 方程 作为 工具 。) 

如 果 铀 原料 呈 球 形 ， 那 么 SA/Y = 3/r， 干 是 中 子 数 和 N=NN(t》 
注 足 方程 

全 = 人 -上 
这 方程 的 解 为 
N= CeC-*) '. 

由 这 公式 可 知 ， 当 a- 3p8/r>0 时 ,中 子 数 目 依 指数 律 迅 速 增 大 ， 
连锁 反应 很 快 进行 而 释放 出 巨大 的 能 景 。 这 就 是 原子弹 爆 熔 时 的 
捕 形 。 使 得 9 一 38/r = 0 成 立 的 "=7; 被 称 为 临界 半径 (我们 看 到 
fe = 38/0)， 以 7 为 闪 径 的 球体 的 体积 .= (4/ 5 二 re 被 称 为 师 夫 
体 农 ， 和 应 的 铀 原料 的 寺 量 被 称 为 烧 界 上 庚 量 ，( 独 235 的 临界 半 笃 
络 为 8 .5 厘米 ， 临 界 质量 将 近 50 千 学 、)》 四 

铀 原料 的 半径 超过 临界 值 时 才 会 发 生 核 爆 首 ， 如 了 果 a -38Ar 
<0， 那 么 中 子 数 目 趋 于 0， 核 裂变 就 逐渐 熄 开 。 在 原子 能 上 电站 
的 反应 推 中 ， 人 们 把 铀 原料 分 隔 为 洲 干 部 分 ， 每 一 部 分 锅 原 料 都 
控制 在 临界 体积 以 下 ， 司 时 通过 大 为 的 中 子 源 不 断 补充 中 子 ， 使 
得 核 裂变 可 以 持续 进行 ， 而 又 不 至 于 引起 爆炸。 设 中 子 源 以 常 速 
率 n 补充 中 子 ， 则 总 中 子 数 N = NG 应 满足 方程 
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这 方程 的 解 为 


六 为 ge- 38/r 一 0， 当 上 不 断 增 大 时 上 式 吉 近 第 二 项 趋 于 0 ， 所 
以 总 中 子 数 源 近 于 一 个 稳定 的 数 全 


于 
六 


这 样 ， 在 人 为 控制 的 条 件 下 ， 园 裂变 持 继 进行 并 灵 放 出 巨大 的 能 
其 ,但 又 不 到 于 引起 爆炸 ， 
在 评 多 应 用 问题 中 ， 有 关 各 量 的 徽 元 之 向 的 关系 比较 容易 看 
出 。 这 类 问题 适合 于 用 被 元 法 来 布 列 微分 方程 ,请 着 下 面 的 例子 ， 
例 5 (气压 公式 ) 我 们 来 考察 大 气压 强 随 海拔 高 度 的 变化 。 . 
首先 ， 依据 物理 学 中 的 波 义 耳 -~ 马 略 特定 律 ， 在 温度 不 变 的 条 件 
下 ,一定 质 量 气 体 的 体积 与 压强 成 反比 ， 
pV = c( 常 数 )。 
由 此 得 知 ， 气 体 的 比重 Pp 应 与 压强 ?成 正比 
p=ip, . 
其 次 ， 我 们 来 考察 高 度 i 到 高 度 上 + Ak 之 间 的 一 个 薄 柱 律 ( 设 柱 体 
的 底面 积 为 c) 。 这 柱 体 中 气体 的 重量 应 该 为 桩 体 下 底 与 上 底 所 
受 大 气压 力 之 差 所 平衡 ， 因 而 有 
pT -p+ARG = poAh, 
也 就 是 
Ap= 一 Pa。 


这 式 两 边 除 以 Ai 并 且 过 该 到 极限 就 得 到 


dn 
dP 


再 利用 比重 Pp 与 压强 p 成 正比 的 事实 ， 我 们 得 到 微分 方程 
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一 — Kp, 
盘 这 方程 得 
p=Cemls 
这 里 的 常数 CC 有 明确 的 物理 意义 它 是 海平 面 高 度 上 的 大 气压 
强 ; 
C=p [he 
我 们 把 C 记 为 pe， 于 是 气压 公式 名 以 写成 
p=poott, 
出 这 公式 得 到 
i = 了 ln pn。 
i pp 


这 就 是 说 ， 我 们 可 以 剩 用 气压 计 来 测 高 度 ， 根 据 这 原理 ， 人 们 制 
造 了 轻巧 便利 的 简易 高 论 计 ， 当 然 ， 影 响 气 压 的 条 件 很 多 ， 除 了 
论 找 高 度 和 外， 还 有 温度 、 湿 度 等 气象 因素 。 因 而 利用 所 太 计 来 测 
高 度 ， 只 能 得 到 比较 粗略 的 结果 ， 


$3 变量 分 离 型 微分 方程 


本 节 人 和 介绍 一 类 可 以 通过 不 定 积分 求解 的 投 分 方程 一 一 变量 分 
获 型 方程 ， 先 来 看 一 个 就 悉 的 例子 。 
例 1 考察 一 阶 线 性 方程 


dx 
i = aCtyx, 


我 们 把 这 方程 改写 成 1 
下 


和 如果 * =x( 引 是 方程 的 解 ， 那 么 它 能 使 上 式 成 为 恒 刍 式 ， 两 边 求 
不 定 积分 得 


=aridt, 


dx _ 
一 = [a t+ 


粗 此 得 到 
nt x|= fatasr ce’, 
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atiyds 


= te #6 ， 


或 改写 成 


加 国人 
x= Ce . 


因为 C' 是 任意 常数 ， 所 以 C= +e?" 可 以 是 任 章 非 0 常数。 又 区 
为 x=0 显 然 满 足 原 来 的 方程 ， 所 以 上 式 中 约 C 还 可 以 取 9 值 。 我 
们 重新 得 到 熟悉 的 结论 ， 方程 


-J = 
的 一 般 解 为 
x = Cel "td: ， 
这 蛙 忆 是 任意 常数 ， 
人 可 以 求解 一 般 的 变 时 分 请 型 方程 : 
GB.D fg6%). 
事实 上 ， 如 果 gfxc) 关 人 和 由 可 战区 写 为 
7 f ty di, 
和 
-2 = | rcpat+C. 


这 式 以 隐 阅 数 形式 给 出 方程 (3 .1) 的 解 , 男 外 ,如 果 有 xo 能 使 9(x0》 
= 0， 那 么 常 值 图 数 * 一 z 也 是 原 方 程 的 解 。 

例 2 溶液 里 原 有 引种 物质 4 克 和 乙 种 物质 8 克 。 这 两 种 物质 
接 定 比 a:8 化 合生 成 两 种 物质 e+ 8 = 1)。 设 到 时 剂 三 为 止 总 共生 
成 丙种 物质 *(b 克 〈 耗 用 甲 种 物质 az (马克 和 乙 种 物质 px ( 间 克 )， 
因为 化 合 反 应 的 速度 与 溶液 里 甲乙 两 种 物质 的 痪 子 相 互 磁 措 的 可 
能 性 成 正比 ， 也 就 与 这 两 种 物质 尚 存 的 质量 的 乘积 成 正比 ， 所 汶 
历数 * = x (四 应 浪 是 方程 


村 
a = tA ax) CB Br). 


下 面 ， 我 们 分 两 种 情形 讨论 这 方程 的 解 ， 
情形 1 Aja 天 BB/8， 这 时 方程 可 按 以 下 步骤 求解 。 首 先 ， 分 
离 变量 得 
dx -~- 
CA— anxItB— pr) 
其 次 ， 对 上 式 左 边 作 部 分 分 式 分 解 得 


Kdt 


1 及 让 一 
(3 下 二 到 jd: = kdt, 


划 
有 c 
(dkC468 Baydt, 
出 此 得 到 
人 = Cette 
设 i= 0 时 x = 0， 则 可 确定 C= A/B， 于 是 
全 ax tapos 
B- Bx B 各 


Ua LtdB— Bor 
B"* * 


于 是 


如 果 4A/a<B/8, 那么 lim 4=0， 因 而 


lim x=A/a, lim ax=A, lim fx=B cB. 
这 就 是 说 ， 甲 种 物质 最 后 消耗 匈 尽 ， 乙 种 物质 最 后 剩 祭 最 尚 有 
加 ~ 有 全 克 ， 如 果 A/a>B/P， 那 和 lim au = +00, 因而 
,in “= D/A, 
这 就 是 说 ， 己 种 牺 质 量 后 消耗 绚 尽 ， 甲 种 物质 最 后 剩余 量 尚 有 
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B 
ee 


捕 形 2 ”4/9= 8/B。 这 时 方程 成 为 


Aa 


分离 变量 得 
de 
区 -村 
民 
求 不 定 积分 得 
1 
二 大 加 有 二 起 

A 

此 
好 


-ol 
可 


设 ! = 0 时 x = 0， 则 得 


于 基 
aBt+ 


当 t-> + co 时，x 一 A/92、 甲 、 忆 两 种 物质 最 后 都 消耗 歼 尽 。， 
通过 引入 新 的 未 知 国 数 或 新 的 自 谈 量 ， 可 以 把 其 些微 分 方程 
化 成 变量 分 离 型 方程 。 请 看 下 面 的 例子 ， 


例 5 考 千 方程 
dx fi 
-7(?). 
引入 新 的 未 知 函数 
w= , 
i 
我 们 得 到 


2 


d: du 
还 = 
代入 原 方 程 得 
也 十 so = fu), 
du _ ft-—u 
i 
这 是 一 个 变量 分 离 型 方程 . 
例 # 考察 方程 
dx Qt Bt 
Er (2 + 让， 
这 是 车 于 例 3 那 一 类 型 的 方程 ， 
x 
dx ot+ Ba _ 性 
dt + t 
例 5 考察 方程 
| r+ Ata ; 
i f(T Gt+H ) (00 AyD), 


这 又 可 以 化 成 例 4 揭 情形 。 事 实 上 ， 到 xo 和 把 满 足 
ee 


| yxo+ df0+ =, 
然后 作 变 换 
， | 
t= 人 T+ tos 


我 们 得 到 
dE dE dx dt 


dr dxdr dr 


-1 


4 实 变 复 值 函 数 


对 于 代数 方程 式 , 我 们 已 经 有 过 这 样 的 经 验 ; 即 使 是 实 系数 的 
代数 方程 ,为 了 和 弄 消 楚 它 的 祖 的 状况 ,最 好 到 更 广泛 的 复数 范围 内 
加 以 讨论 。 在 处 理 徽 分 方程 的 某 些 问题 时 ， 例 如 求解 高 阶 常 系数 
人 线性 微分 方程 的 时 候 ， 也 会 遇 到 类 似 的 情形 ;虽然 是 “ 实 * 的 徽 分 
方程 ， 所 求 的 也 是 实 和 解 〈 实 值 英 数 和 解 ) ， 但 中 间 过 程 却 需要 充 更 
广泛 的 复 值 函数 范围 内 进行 讨论 。 本 池 为 这 一 讨论 作 准 筷 ， 


4.a 复数 与 平面 向 量 ， 复 数 序列 的 极限 
我 们 把 形状 如 


二 二 
的 数 称 为 复数 ,这 里 i= - 1 是 虚 单 位 ， 而 4 和 wv 都 是 实数 .4+ 
4 分 别称 为 复数 凡 =3+ 纪 的 实 部 和 讲 部 ， 记 为 
Rew= nH, Imw=y, 
全 体 复 数组 成 的 集合 记 为 亿 ， 
复数 的 加 法 和 药 法 定义 如 王 : 
Ki 二 iD + Cuet ta) = CH + Hg} + IV 十 bz》 
Cut i CHg + iW) 
= Cu Vv) + Cuvee + Uray, 
由 此 又 可 导出 作为 逆 运 算 的 减法 和 除法 的 有 表示 
CH VY — Cat 0) = CH Ha) + tiv ~ va}s 
ri Ht dy ;De Hivg 
ta 十 1 u2 +s U3+ vs 


‘ 作 有 除法 时 要 球 4s + 5 关 0， 即 43 二 但 天 们 ，。 
复数 必 =4+ 二 可 这 解释 为 平面 直角 坐标 系 中 坐标 为 (4, 共 的 
点 。 这 点 的 极 坐 标 为 (7 ,站 ， 其 中 


r= i co = , ainb= -二 
f 7 
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台 - 吐 


我 们 把 
Ww =r(cosn + tsing) 
称 为 复数 前 极 坐 宗 表 示 。 采 用 这 种 表示 来 计算 复数 的 乘 方 特 徊 方 - 
便 ， 
Wa = 05nd TS 有 
复数 ww 的 极 华 标 表 示 中 的 r 和 4 分 别称 为 这 复数 的 模 和 幅 商 ， 并 分 - 
别 用 符号 名 | 和 妃 rgww 米 表示 ， 
复数 忆 = 4+ 给 还 可 解释 为 长 为 wl 方位 角 为 Arg w 的 一 个 平面 
疝 量 一 一 例如 起 点 在 (0,0) 终 点 在 以 ,四 的 平面 向 量 。 对 许多 情形 
(人 得 不 是 一 切 情 形 ), 向 量 的 起 点 是 无 闫 紧要 的 ， 对 于 不 必 考 碟 起 
点 位 置 的 情形 ,我 们 认为 向 量 是 可 以 平行 移动 的 ,并 把 这 样 的 向 量 
则 居 和 出 向量 。 我 们 把 复数 解 梳 为 平面 自由 向 其， 采取 这 样 移 约 : 
定 有 许多 方便 之 处 ， 例如， 为 了 表示 省 干 个 复数 之 和 
| WW 二 We riny 
”我 们 可 以 把 的 起 点 移 到 的 禾 点 ,再 把 ws 的 起 点 移 到 的 终点 ， 
“最 后 把 w* 的 起 点 移 到 wx-: 的 终点 。 于 是 ， 和 忆 就 可 以 表示 海 
从 四, 的 起 点 到 wv; 移 终点 的 向 量 ( 风 图 7-2)， 


向 7-2 


复数 的 模 正好 是 表示 它 的 向 量 的 长 谋 ， 它 江 足 以 下 的 三 角 贿 
不 荨 式 : 


(wit+ws | Tw | + [tw |。 
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这 不 等 式 意 味 普 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 。 我 们 也 可 用 代数 方 
(uf Fv CH + v2) — (Cuns + VV)? 
= CHVs — PW) 0， 
所 以 
J 
《这 称 为 Canehy 不 等 式 )， 利 用 这 一 结果 ， 我 们 得 到 
CH 十 Ha) + CH + 
=《f + 2) 7 2 + Vv) + Cut + v2) 
Ut Fou + Vu tu tCui + 2) 
= nF vr uti) 
VU + CV tp) SU +UF tv UE + v0, 
[w+ | | | + |w|, 
这 不 等 式 还 可 推广 于 部 个 复数 的 情形 ， 
[wi + + wm | Iw | + wa| + fiw | 
我 们 米 汰 赛 复 数 序列 
wa = Un + iyry N= 1,2,r 
设 Cc=4+ 二 是 一 个 复数 。 刀 果 对 任何 实数 e>0， 都 存在 自然 数 
必 ， 使 得 ?> 六 时 有 
[wn -Cl|<e, 
那么 我 们 就 说 复 类 序列 {ws 二} 收 合 于 极限 避 ， 记 为 
Him wy 二 已 或 省 册 ->。 
-由 于 坟 下 定理 ， 竹 及 实数 序列 极限 的 许多 论断 都 可 以 硕 译 成 
适用 于 复数 序列 的 相应 结果 . 
定理 ] 复数 序列 wr = tr +in 小 人 镍 于 C= 及 + 日 的 充分 必 
要 和 人 忻 是 座 庆 tn 和 序列 vu; 分 别 收 谣 于 A 和 8. 
证 明 ”我 们 有 不 等 式 
Juan 一 六 | _- 
| 一 五 | jw -| 
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Ld ce tp tt 


= (us A} T+ Cn — BY? 


us- A4l+ [vr -8|, 
4.b 实 变 复 值 还 数 
设 DCR,E= C。 我 们 把 从 必 到 己 的 映射 
w= (i) 


称 为 实 变 复 值 允 数 。 设 划 =1+ 芭 关切 =P 有 十 刘 (人 ， 则 实 变 复 
值 苇 数 妈 = 乒 志 相当 于 一 对 实 男 数 
u= pt) v=. 
我 们 3 引入 实 变 复 值 冰 数 作为 工具 ， 是 为 了 更 方便 地 研究 实 函 数 ， 
至 于 以 复数 为 自 变量 并 且 也 洲 复数 为 晤 数值 的 应 数 ， 则 是 另 一 门 
课程 一 一 复 变 示 数论 一 一 讨论 的 主要 对 象 。 
关于 实 变 提 值 前 数 的 和 极限， 也 有 两 种 定 浆 方式 一 一 序列 趟 和 
-83 方式。 这 两 种 定 浆 分 别 陈述 如 下 。 
定义 ( 畏 数 极限 的 序列 式 定 闵 ) ” 设 实 变 复 佳 图 数 加 = 了 人) 在 
本 (to, 们 有 定义 ， CEC. 序 晤 对 于 任何 注 中 条件 tt. 一 to 的 序列 
{tr}CU(to,)， 相 应 的 函数 秆 序列 {ftw } 都 以 C 为 极限， 那么 
我 们 就 说 i- 一 to 时 请 数 f( 风 赵 于 极限 CC， 记 为 
dim f(D) = 
定义 (函数 极限 的 6-6 式 定义 ) 谍 实 变 揽 值 国 数 几 = f(t) 在 
了 (ta: 拉 有 定义 ,CE CC， 如 果 对 于 任意 实数 : 汪 0， 存 在 实数 5>>0， 
使 得 只 要 0 二 |t 一 十]| 8 ， 就 有 
[fCl<e, 
对 么 我 们 号 说 th 时 早 数 了 ( 趋 于 极 眠 5 ， 记 为 
mf (2) 三 性。 


同 以 前 一 样 ， 可 以 证 明 上 述 两 种 定 闵 是 彼此 等 价 的 . 
关于 联 数 的 和 极限， 也 有 与 定理 1 类 似 的 结果 . 
定理 2 设 实 变 复 值 函 数 f 了 (2) = C0) + (0) 在 六 5 ,站 有 定 
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文 (p 和 y 都 是 实 函数 )， 而 C=A+iBE CC(4 和 如 都 是 实数 )， 则 
lim f(t) = C 的 充分 必要 条 件 是 ， 


lim get) = AA, lim yt})= BB, 
了 S++ 


证 明 可 以 利用 序列 式 定义 并 引用 定理 1 米 证 明 。 也 可 以 利 

用 se-5 式 的 定义 并 引用 以 下 不 等 式 直 接 加 以 证 明 ， 
jsp 
[区 (的 一品 | 

= Cp) — A + CW -BY 
|p - Al+ IY(D -Bl, 日 
设 实 变 揽 值 尔 数 了 CO) =8( 络 + 音 ( 人 在 已 (5a, 人 有 定 光 ， 如 果 : 
lim fb = f(t0), 


那么 我 们 就 说 这 国教 在 如 点 连续 。 
定理 5 设 实 变 复 值 函 数 Ft) = 9(D + 乾 介 在 避 Cto 丰 有 定义 . 
Cp 和 YCD 都 是 实 函 数 )， 则 fC) 在 避 点 过 续 的 充分 必要 条 件 是 : 
9( 纪 和 yt 都 在 名 点 连续 。 
设 实 变 复 值 函数 7 = gC) 上 证 (在 世 (t, 帮 有 定义 , 则 Pt)， 
在 to 点 的 导数 f(t0) 仍 定义 为 
Oda lim IH. 
定理 4 设 实 变 揽 值 较 数 7) =q 人 0 寺 详 (位 在 U (Cio0, 人 四 有 定 羡 . 
Cp 和 9 都 是 实 函 数 )。 则 ft) 在 0 点 可 导 的 充分 必要 条 件 是 ， 
PD 和 ¥ CD 都 在 h 点 可 导 。 妆 这 一 条 件 广 是 时 ， 我 们 有 
站 【0 = 有 《0 二 
在 第 四 章 8 2 中 所 证 明 的 关于 和 差 积 商 的 求 导 法 则 以 及 关于 
复 人 台 函 数 的 求 导 法 则 等 ， 仍 然 适 用 于 实 变 复 值 函数 ， 例 如 ， 关 于 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 陈述 如 下 ， 设 实 函数 * = 8 (的 在 6 点 可 导 ， 
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实 变 复 值 阔 数 风 =Fs) 在 sS=560 点 可 导 ， 则 复合 国 数 也 = 
于。9( 候 在 0 点 可 导 , 并 和 且 有 
fo 90) to = CO) 9’ (fo)., 
所 有 这 些 法 则 都 可 以 仿照 第 四 从 3 2 里 的 办 法 加 以 证 明 ， 或 者 对 
纪 数 的 实 部 和 塌 部 分 别 运 用 那里 的 法 则 而 得 到 ， 
设 实 变 复 慎 消 数 1(t) 在 区 间 上 有 定 交 ， 如 时 存在 一 个 实 变 
复 值 函数 F(t)， 它 在 连续， 在 1 可 导 并 且 祷 是 条 件 
| F=f0), Yter, 
那么 我 们 就 说 下 是 函数 站 的 一 个 原 垣 数 ， 
定理 5 ”为 使 实 变 复 值 国 数 了 (所 = 号 () -+ 刘 介 是 实 变 复 值 划 
数 f0D = 80D + Et 的 原 肖 数 ， 必 须 而 且 只 须 鱼 ( 妨 和 更 (的 分 别 是 
- 红 5 条 区 (的 原 图 数 。 
由 兹 又 容易 证 明 :， 如 果 开 (是 ft 芒 的 一 个 原 曾 数 ， 那 么 F 旺 
的 一 切 原 函数 都 可 以 表示 为 : 
Plt) +i, 
:这 里 CEC 是 一 个 复 常 数 。 我 们 把 f (1 的 原 沙 数 族 pet) + 称 为 
销 数 j( 引 的 不 定 家 分 ， 记 为 


[eye = FDC 


-区 果 六 的 = 于 记 0 Cp 和 网 ( 引 都 是 实 函 数 》)， 那 么 
| = Jocat + 中 Goal 


4.c 欧 拉 (CEuler) 公式 

以 任意 实数 a 为 指数 的 方 每 。* 已 在 第 三 章 $ 4 中 给 一 了 定 
义 。 这 里 ， 我 们 来 讨论 以 复数 ec=a+ 世 为 指数 的 方 赛 ， 为 此 ， 先 
水 介绍 6 的 另 一 等 价 的 定 交 。 在 以 下 的 讨论 中 将 用 到 儿 个 重要 的 
极限 


1 
lim (1 + oF = 68, 
三 一笑 


] lIntl + 内 
im 一 
po $ 
lim arctgy _ 
于 一 必 


]， 


我 们 可 以 把 a* 定 你 为 
oe lim(1 + 元 】 ， yaER, 


这 种 定义 方式 容易 推广 到 复 指数 的 情形 . 
定义 ”对 于 =4+ 引 EC， 我 们 规定 


* = 1] A" 
症 ”三 im(1 + 网 


尚 须 证 明 ， 对 任意 给 定 的 复数 。=a+ 记 ， 上 面 定义 中 的 极限 : 


必定 存在 。 为 此 ， 我 们 杷 复数 (1 + 二) = (1 + 2 二) 写成 极 坐标 
形式 z 

Qe) [tin] 

=rn{costn, + 19in0n), 
这 里 广 时 到 了 
m= lit) + ]， 
pb 
n=naretg -于 《 设 n>|aj) 。 
好 
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我 们 有 


. 。 Tn 24 as+p? 
lim ln +, ~ lim| 二 ml3 + + ) 


=lim|2 人 ) 
Ed 3 A — 一 上 


。 rn 
limru = lime ”= 


lim(1 + 了 “0° Ceosb + isinb}, 


基 
(4.1) e+tib erCeosb + iainpy, 
对 于 a= 0 的 情形 有 
{4.2) eit = coab + taing. 
狂 此 又 可 得 到 
(4.3) cos b= 一， sin p= 一 于 一 ， 


和 到 上 这 些 公 式 都 称 为 欧 拉 公式 。 利 用 这 些 公式 ， 可 以 很 容易 地 将 
指数 运算 的 基本 关系 推广 到 复 指 数 情 形 ， 
用 Te 


-事实 上 ， 我 们 有 


~ 安 ，+ib 


Se1 1 + Eretity 
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= el(cospl 二 isinp) , e*2 (608h, + tainps》 
=6"1+°2Tcos(th, + be) + tsin Ch + bo)] 
tpi + 
ti lt ti 
由 欧 搓 公式 可 得 
1 + TT r Tt 里 
三 开 89 一半 131E 一 -二 十 二 
2 2 
a+iT cosm +i sinm = ~ 1, 
Oi2ta oo cosnkn 7 1 sinokmte= 1 FEET 


特别 地 有 


ef2# =o], 
这 后 一 式 子 很 有 意思 ， 它 把 数学 中 晤 重要 的 五 个 数 1,2,7,8,i 联 
系 在 一 起 . 

利用 欧 拉 公式 ,我 们 还 可 以 把 复数 的 极 坐 标 形 式 也 = (cost 二 
isin 们 写成 


y=, 
这 里 += iw| 是 复数 几 的 模 ，9 = Arg 是 复数 也 的 幅 角 。 请 注 意 . 
Be = co0s0 + ising 
[2"*1=1, 
它 赂 示 与 极 轴 夹 6 角 的 一 个 单位 向 量 。 再 来 看 复数 
Ie 一 sing + tcosd, 


因为 


个 放生 pin/ pid oi 十 下 » 


斯 以 fe" 是 与 6' 惟 直 的 一 个 单位 疝 量 (图 7-3)， 
最 后 ， 我 们 来 考察 实 变 复 值 盘 数 
(ty 一 Gd 一 eetipt, 
这 里 iER,4=atipECQ (o,f#ER)， 根据 欧 拉 公 式 有 
torif) t= erti(cospt - tsinft), 


又 依据 定理 4 ， 我 们 求 得 
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图 ?=3 


f° = (ericopdt)’ +i(etsinpt)” 
=e"ltocoant — Peinfsy 
+ ie" tCasinBt + Peos BY 
= (Ca++iBYe tt +t Aeset 
这 就 是 说 ， 以 下 莫 知 的 求 导 公式 对 于 AE C 的 情形 也 仍 扰 成 立 ， 
Costyr = Aett 


油 此 又 可 得 到 关于 原 国 数 一 一 不 定 积分 的 相应 公式 


| esidt= os! + CC 
例 设 42,bER， 试 求 不 定 积分 
er eos di, 上 aa dt, 


解 ” 记 +4=2+ 直 ， 则 雇 求 的 不 定 积分 俗 好 分 姻 为 下 式 的 实 部 
利 虑 部 ， 


| i Cooabt + isinbEY dt -|e: idtr 


etari9 十 六 + 向 


1 < 
一 一 t+ 二 四 
而 让 二 站 


站 


+ ee Censbt cisiopbty + A+1iB, 


于 是 ， 我 们 得 到 


dcosbt t bainpt 


| ertcosbt di=8°1 i pa 十 点 ， 
rainbt— peoapbt 
| etsinoe dt = et pr ba 十 号 ， 


这 里 4 和 如 是 任意 实 常 数 。 


35 高 阶 党 系数 线性 微分 方程 


形状 却 
(5,1Y + as 1 C0) i+ A CH X = b(t) 
的 微分 方程 称 为 F 阶 线性 投 分 言 各 。 如 景 5 二 0， 那 么 我 们 就 
说 这 线性 微分 方程 是 齐 次 和 的， 否则 就 说 它 是 非 弄 次 的 . 
考 赛 韭 齐 次 级 性 微分 方程 (5.1}) 和 与 它 对 应 和 的 齐 次 线 性 微分 
方程 


_ dnx dlx 
(5.23 dn 十 Gn1(t) gins 十 ws 十 上 站。 


设 wa 人 雪 是 45.17 的 一 个 确定 的 特 解 。 如 果 2 是 (5.1) 的 任意 一 
个 解 ， 那 么 - 
Pt) = — pott) 

应 该 是 (5.2) 的 解 。 反 过 来 ,加 果 ( 旭 是 6. 的 任意 一 个 解 ， 那 
到 PD = + go( 引 也 就 是 (5.1) 的 解 。 由 这 讨论 我 们 得 知 ! 非 
齐 次 方程 (3 ,1) 的 一 般 解 YC) 等 于 这 方程 的 ( 任 登 一 个 ) 特 解 
go( 世 加 土 相 应 的 齐 次 方程 (5.27 的 一 般 解 区 人 。 

如 果 在 阶 线性 微分 方程 人 65.1 中 ， 所 有 的 了 系数 cn 1，…， 
ao( 坟 都 是 常数 ， 即 

Qantas otf} Edo, 


那么 这 方程 就 称 为 " 阶 党 条 燥 线 性 微分 方程 。 这 类 方程 的 一 般 形 
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式 为 
习 下 dr-ix 
n+ nl dEn—1 十 十 dow 一 [ 


我 们 引信 微分 算 子 的 记号 ， 


D = 二。 


采用 这 样 的 记号 ， 上 各 的 方程 可 以 写成 
CD tar Dl+t re Fan = bt), 
请 注意 ， 在 这 样 的 写 甘 中， 了 才 示 求 导 一 次 的 运算 ，D' 表示 求 
导 站 次 的 和 运算， 表示 乘 以 ww 的 运算 我 们 把 
PODY =D" ranD™l + + ap 
称 为 是 车 子 多 项 式 。 在 这 多 项 式 中 把 算 子 D 换 成 变 元 4， 就 得 到 
相应 的 特征 多项式 
DIMA) = AT 二 Rn IAA 十 se 十 0 
对 于 相 加 、 相 乘 和 乘 以 数 这 些 代数 运算 ， 适 用 于 文字 4 的 那些 话 
则 也 同样 适用 于 算 子 D .如 果 p(Ci) 分 解 为 若干 个 因 式 pi ,**， 
Pmt 们 的 鞠 积 
PCD = PD pntd), 
那么 算 子 多 项 式 pCD)? 也 就 分 和解 为 相应 的 因 式 的 乘积 
pCD) = PODY pn CD)., 
我 们 可 以 利用 适当 的 因 因 式 分 解 来 求 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 
解 。 为 了 叙述 简便 ， 合 初学 者 更 容易 锁 会 精神 而 不 致 为 运算 的 细 
节 所 烦 扰 ， 这 里 只 介绍 二 阶 党 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 求解 方 
法 。 更 一 般 竟 讨论 在 本 池 后 的 附录 中 。 
二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 为 


dd2x dx 
dt tadit 7 0 


它 的 算 子 多 项 式 为 
FCD) = D+taD +a, 
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相应 的 特征 多 项 式 为 
DCAY = 二 开 入 十 Qe 
以 下 分 三 种 情形 讨论 。 
情形 1 设 PKh) 有 不 相等 的 两 个 实 根 太 和 1。 这 时 
PA = (A ANA 41), 
PD) = (D -4 DD- 1). 
令 = CD 一 4.)x， 则 x 应 满足 
《DD— ADx= 0, 
由 此 得 到 
区 1 一 ye 由 9 
这 里 7 是 任意 常数 ， 未 知 孙 数 x 应 满足 
DD -AYx = 7,0), 
得 此 又 得 到 


aat 一 2 
X=8 (| x CE) dt + 六 


2 《二 ] 一 站 人 
=0 (> a 7 dt + ys ) 
y 


Alt A 
和 -和 2 十 ?ae 


[9 
mh 
Ph 


a. 1 
=Ce +Ce ， 


这 里 C= 大 和 Co=Y 也 部 是 任意 常数 。 
情形 2 设 P( 罗 有 二 重 实 根 4。 这 时 PCD) 分 解 为 
PD) = (D -各 2 
令 丸 = CD 一 Dx， 风 x 满足 
CD -pxi=0, 
于 是 
X= Con, 
又 从 
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Da)x= XxX) 
往 到 


基 二 "(| Ftx CE) dt 十 C:| = (Ct + Ce t, 


情形 3 设 n() 有 一 对 共 堪 碟 根 s=p+iw 和 5=p-iw。 这 


时 
PD) = (D-DD -DD, 


类 似 于 情形 1 中 所 作 的 ， 在 复 值 哨 数 范围 内 进行 讨论 我们 看 
到 ， 那 里 所 得 的 公式 对 于 如 = 和 如 = 五 也 仍然 利用。 我 们 得 到 
复 值 函数 范围 的 一 般 解 
x = V16"t + Vert, 
其 中 的 7; 和 Ys 是 任意 复 沼 数 ， 这 样 形状 的 表示 式 ， 概 括 了 方程 
的 所 有 复 解 ， 当 然 也 概括 了 方程 的 所 有 实 解 。 我们 米 考 察 ， 复 常 
数 7Y 积 ?; 满足 怎样 的 短 件 能 使 上 面 的 表示 式 给 出 实 解 ， 容 易 看 
出 
B= Jie7 + Pe t, 

要 使 =x， 必须 而 且 只 须 

P11 三 ay Pa = Y1, 
这 就 是 说 ， 要 使 x=ye''+Ys9"' 给 出 实 解 ， 必须 而 且 只 须 7 和 
加 是 彼此 共 斩 的 复数 。 如 果 取 


入 三 可 C01 — 1029), Ps = 二 (Ci + C2), 
那么 辟 得 到 二 实 辫 数 范围 内 的 一 般 解 
X= e050t + Cae tsinwt, 
这 里 的 和 Cs 是 任意 实 常数 , 
以 上 所 得 的 结果 可 以 剂 尾 小结 如 下 ; 


2 3 ,是 实 并 ， 和 二， | ve? 1 + Gres! 


= = 是 实数 CO tr ONent . 
= 2 = p+ 训 是 共 蝗 旦 根 一 ce ， eogae 4 Cail ainwiyert 
| 
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作为 上 面 结果 的 应 用 ， 我 们 来 过手 本 半 $1 例 4 中 所 述 的 弹性 
蔚 动 。 
例 1 对 于 无 阻尼 振动 的 情形 ， 运 劫 方程 为 (参看 车 1 例 )， 
3% 六 
dr tm* 70 
这 方程 的 特征 多 项 式 


K 
EE A 一 一 
peAY 十 


有 两 个 彼此 共 丘 的 虚 根 如 ,= 士 和 好， 这 里 


_ 
or 
我 们 求 得 微分 方程 的 解 
X= C00amt + Cosinwt = Aain Cwt + Pp), 
:这 里 
A= OI + 人 sinp=C/A, cosp= C/A, 
象 这 样 的 和 运动 
X= Asincwt + y) 
被 称 为 简 诺 振动 振动 的 周期 了 应 满足 
wT = 2x, 
到 市 


例 2 阻尼 扎 动 的 情形 。 如 果 物 体 除 了 受 弹 性 恢复 力作 用 而 
外 还 受到 一 个 与 速度 成 正比 方向 与 速度 相反 》 的 阻尼 为 的 作 
用 ， 那 么 它 所 遵循 的 方程 为 


dsx Kdx _ 


- 迫 方 程 的 特征 多 项 式 为 
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kk， 在 
pO = 


视 4 称 友 的 不 亲情 形 ，p( 力 的 根 如 和 加 世 旦 现 不同 的 状况 。 
情形 1 钴 - 4mk>>0。 这 时 两 根 如 和 为 是 不 相等 的 实数 ， 并 
且 都 是 负数 ， 运 动 方程 的 一 般 解 为 
=o! 十 站 2 
这 里 的 常数 已 和 Cs 可 由 运动 的 初始 位 置 xe 和 初始 速度 几 来 确定 。 
因为 如 < 天 0, 和 <0， 所 以 
0 
对 这 种 和 情形， 由 于 阻尼 过 大 ， 物 体 并 不 来 回 振 动 ， 而 是 趋 于 平衡 
习 置 。 
情形 2 如 -4mk= 0， 这 时 pA) 有 相等 二 实 根 和 = ha = 上 = 
-党 < 运动 方程 的 一 般 解 为 
X= (C+ Oent, 
对 这 一 情形 也 有 
lim x(t} =0,. 
精彩 3 二 -4mk<0, 这 时 pC 和 ) 有 一 对 共 绒 虚 根 fs = 8 土 汉 、 
并 且 


-和 + 


方程 的 一 般 解 为 
TCIE toogmt + Cer teini 


= Aerisin(twt + oY) 
(4 = ww sing = 2 cosp= 用). 
于 这 一 情形 ， 物 体 才 真 正 往 复 据 动 .又 因为 p< 之 0, 所 以 所 由 Aer 
不 断 衰减 趋 于 10: 


了 BE 
lm 上 ee 一 全 
E+ 。 


附 录 


在 这 附录 里 ， 我 们 来 讨论 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 何 
是 。 先 来 考察 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 短 分 方程 
《5 .3) 了 ta +apx = b(tY, 
相应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 已 知 的 ， 所 以 只 须 求 出 方程 《5.3) 的 一 
个 特 解 。 设 这 方程 的 特征 多 项 式 9(4) = 下 +a4+ao 分 解 为 


和 二， 
- 则 算 子 多 项 式 4CD) 也 分 解 为 
atD) = (OD — A)(0D — hy). 
方程 (5 ,3) 可 以 写成 | 
OD-AYD -hx= bt)., 
依次 解雇 下 两 个 方程 
CD— ADx = b(t), 
《万 A) X= x 
就 可 求 得 方程 〈5.3)? 的 特 解 。 
对 于 加 和 加 是 共 罗 虚数 的 情形 , 按 上 述 步 骤 求 得 徇 方 程 (3 .3) 
的 特 解 有 可 能 是 一 个 复 慎 识 数 z(t =x0) + i(t) ,这 时 应 有 和 蚀 等 


式 


dz(t) ,dslt) + aoz Ct) eb (1). 


dr 十 如 1 dt 


比较 上 式 两 边 的 实 部 ， 我 们 得 到 
d2x ty dx (ty 
i 十 41 下 


这 样 ， 不 论 妨 和 入 是 实数 或 老 是 共 思 虚数 ,我 们 都 能 够 求 出 
方程 (5.3) 在 实 函 数 范 围 内 的 特 解 ， 从 而 完全 解决 了 这 方程 的 求 
解 问题 ， 
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寺 如 ixkgt3EEDCED 


再 来 考察 一 般 的 阶 常 系数 线性 微分 方程 
《5 ,4) an te taer= b(t), 
其 特 钙 多 项 臣 为 
POAY = ME 二 加 Nl + mo 十 20。 
在 实数 范围 内 ， 可 以 把 特征 多 项 式 表 示 为 以 下 形式 的 一 些 直 可 约 


区 式 的 莱 积 
一 A 
A2 TA + Ds 
这 里 4;,41 ,4; 都 是 实数 ,要 + 后 4+2 没有 实 委 和 =] 了 = 
= 人 于是， 算 子 多项式 PLCD) 也 相应 地 分 和 解 为 


PODY = CD -AD CD Ar) . 
“DI tpDrvD D+ HD +), 


于 是 ， 方 程 
《5 .4》 PDYx = b(t), 


可 以 通过 以 下 这 些 方程 来 求解 
D1)x= 六 gt 
CD — A xr 一 和 8 19 
《了 + D+ yi) xr = | 


CD +t HD + VI = Xn 


以 上 每 一 个 方程 的 解法 都 是 已 知 的 。 
通过 上 述 讨论 ， 我 们 原则 上 解决 了 一 般 的 高 阶 常 系数 线性 微 
分 方程 的 求解 问题 。 但 对 于 县 体 的 方程 ， 所 述 的 方法 并 不 一 定 总 
是 最 简便 的 方法 。 在 这 里， 我 们 不 能 对 实际 解 题 的 有 效 方 蔷 作 进 
一 步 的 介绍 了 。 这 方面 的 问题 ， 留 待 读者 将 玉 学 习 微 分 方程 课程 
对 表 加 以 讨论 。 
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36 开演 勒 行星 运动 定律 与 牛顿 万 有 引力 定律 


六 说 纪 后 期 ， 丹 卖 天 文学 家 第 谷 . 布 拉 赫 CTycho Brache) 
粹 坚韧 不 找 的 部 力 ， 对 太阳 系 的 行星 运动 进行 了 长 达 20 年 之 久 的 
精细 强 测 ， 积 累 了 丰富 的 观 测 资 料 。 他 的 助手 ， 德 国人 开 普 才 
CIohanne Kepler) 普 参 与 部 分 观测 工作 并 继承 了 他 的 全 部 观测 
数据 。 在 此 基础 上 ， 开 普 勒 又 进行 了 长 达 20 年 的 研究 ， 总 结 出 关 
于 行星 运动 的 三 大 定律 ， 

开 普 勒 第 一 定律 行星 绕 太 阳 运 行 (公转 ) 的 轨道 是 椭 回 ， 太 
阳 位 于 档 欧 的 一 个 你 点 上 
天 普 勒 第 二 定律 ”从 太阳 中 心 指 
向 一 个 行星 的 有 向 线 展 ( 向 各 )， 在 同 ”AN 习 
樟 的 时 间 内 扫 过 同样 的 面积 。 换 句 话 < 
说 就 是 ， 向 径 的 面积 速度 是 常数 《图 二 
-0)。 

开 普 惑 第 三 定律 ”各 行星 公转 周 四 了 -4 
期 的 平方 与 其 三 贺 雪 道 长 办 的 立方 之 比 是 一 个 常数 。 

通过 对 开 普 勒 三 大 定律 的 分 析 ， 生 顿 判断 行星 应 受到 一 个 指 
向 太阳 的 力 的 作用 ， 这 力 的 大 小 与 行星 的 质量 成 正比 与 险 离 的 平 
方 成 反比 。 但 这 是 一 种 什么 力 呢 ? 经 过 续 密 的 思考 ， 牛 顿 终 于 恬 
出 知 理 来 ， 这 各 力 与 地 球 上 使 物体 下 沙 的 重力 是 一 回 事 ， 它 是 存 
在 于 一 切 物体 之 间 的 相互 吸引 力 。 这 样 ， 牛 顿 总 结 出 以 下 万 有 引 
力 定律 

万 有 引力 定律 ”任何 两 个 物体 之 间 都 存在 着 一 种 相互 吸引 的 
力 ( 称 为 万 有 引力 ) ,这 力 包 用 在 两 物体 过 线 上 ， 它 的 大 小 与 两 物 
体 的 质量 的 乘积 成 正比 ， 而 与 这 两 物体 间 的 距离 的 平方 成 反比 。 

在 本 节 中 ， 我 们 首先 说 明 怎样 从 开 普 蔓 定律 导出 万有引力 定 
律 ， 然 后 再 反 过 来 从 万 有 引力 定律 推导 开 普 惑 三 大 定律 ， 后 一 论 
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证 的 重要 意义 在 于 指出 ， 任 何 受 到 与 距离 平方 成 反比 的 有 心力 作 
用 的 物体 ， 都 遵循 与 行星 运动 相 类 似 的 运动 规律 ， 于 是 ， 我 们 得 
知 ， 月 球 侈 地球 揭 运 动 应 该 泪 循 类 似 的 规律 ， 人 造 卫 员 六 地 球 的 
运动 应 该 遵循 类 似 的 规律 《牛顿 实际 上 已 从 理论 上 预言 了 发射 人 
造 卫星 药 可 能 性 ) ;原子 内 部 的 电子 绕 原 子 核 的 送 动 也 应 遵循 类 侯 
”的 规律 (因为 原子 核 与 电子 闻 的 静电 吸引 力也 是 与 卸 离 的 平方 成 
反比 的 力 )。 


6.a 必要 的 准备 


本 段 从 几何 和 力学 两 方面 为 以 下 两 段 的 讨论 作 准 备 . 

在 将 去 进行 的 讨论 中 ， 需 要 用 极 坐 标 表示 椭圆 轨道 ， 我 们 先 
来 推导 椭圆 的 航 坐 标 方程 。 把 极点 选 在 柯 娩 的 一 个 焦点 上 ， 让 极 
轴 沿 着 入 加 的 长 轴 指 向 远离 另 一 焦点 的 方向 (图 7-5?。 按 照 定 义 ， 
椭圆 是 到 两 焦点 的 距离 之 和 等 于 常数 设 这 常数 为 22) 的 点 的 软 
迹 。 椭 图 的 方程 说 为 

r+ r+ Ac +dre coad = 2a 


‘这 里 设 两 焦点 疗 的 队 离 为 20). 


HN 


疼 7?-5 
在 上 一 方程 中 ， 先 把 左边 的 第 一 项 + 移 基 右边， 再 取 两 边 的 平方 
消去 祖 号 ， 我 们 得 到 
ri + do?+ 4ro 030 = r2 4 4a2+ 4fa, 
下 时 又 可 得 到 
-有 .Pn 
a+ecosd 1+e cos 人 9 
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这 里 
pb 


， , 起 
一 nF mm 


这 样 ， 我 们 得 到 了 实 辕 的 极 坐 标 方程 
fw 1+ ed | 


其 次 。 我 们 利用 复数 来 描述 质点 的 平面 运动 ， 推 导 质 点 运动 
方程 的 极 坐 标 形式 。 考 察 在 平面 上 运动 的 一 个 质点 。 它 在 时 刻 + 
的 位 置 可 以 用 从 原点 到 这 点 的 有 向 线段 {向 径 ) 来 罕 示 ， 也 就 是 江 
可 以 用 复数 z02) = xD + 向 ( 引 来 表示 .从 时 刻 t 到 时 刻 :+ At, 质 
点 从 位 置 zt) 运动 到 zQ+At)， 它 的 位 移 可 以 用 一 个 向 量 

入 中 = gtt + AD ~ w(t) 
来 表示 。 在 这 段 时 间 里 ， 质 点 的 平均 速度 为 
Az(t) _ z(t +AD~ z(t) 
At Ai 
:这 是 一 个 向 量 。 让 At~>1， 我 们 得 到 瞬时 速 床 


,Astty) 
=]1 i 
vty i A 


= = +iy’ (t). 


Y 


之 6 


散 时 速度 也 是 一 个 向 景 ， 它 正好 洗 着 质点 适 动 轨 迹 前 切 线 方 向 
{图 7-£)。 肯 时 束 论 向 量 的 模 
vot= | | = OT 
正好 等 于 质点 通过 的 路 程 * 对 时 间 的 导数 ， 为 说 明 这 一 事实 ， 需 
要 指出 


VU DIC OY. 
【| 
s+AD -st =| WU CI CT CY dt. 
剩 甩 积分 中 慎 定 理 可 得 
SET 上 一 SC 一 Vee CP + Cp’ (TY) At, 


SG 二 SG - Cx Ct Cy (037775 


这 里 :ssti+At 让 At->0， 我 们 得 到 
下 = VX DY + CY (DY, 


d 
我 们 看 到 ， 瞬 时 速 庶 向 量 v0) = -人 很 好 地 描述 了 运动 的 饰 时 


状况 ， 室 的 大 小 即 路 程 对 时 间 的 导数 ， 它 的 方向 即 运动 氏 迹 的 切 
线 方 向 。 
衫 据 同样 的 道理 ， 适 动 的 加 速 麻 也 展示 为 一 个 向 量 


于 是 ， 对 于 质点 的 平面 运动 ， 和 牛顿 第 二 定律 的 数学 表示 为 


人 2 
机 = FF, 


这 里 作用 力 己 也 是 平面 上 的 向 量 〈 因 而 也 用 复数 来 表示 ). 
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在 力学 中 ， 人 们 常常 用 小 黑 圆 点 表示 启 时 间 上 求 寻 ， 例 如 
#0 人) = 守信，2() = 和 等 ,一 这 实际 上 是 牛顿 本 人 提议 的 
记 叶 。 以 下 我 们 将 来 用 这 样 的 记号。 
为 了 纵 下 讨论 方便 ， 我 们 来 推导 质点 运动 方程 的 和 极 举 标 形 
式 。 我 们 知道 ， 任 何 复数 z# 都 可 以 写成 极 坐 标 形 式 
= Coa + tsingy = rei#, 
将 别 地 ， 对 于 在 平面 上 运动 着 的 质点 的 位 置 疝 量 (向 径 ) xb9， 
应 有 
#0 =reie, 
对 + 上 求 导 得 
2= {orty 十 Y 全 (ipi33 


与 et 垂直 的 单位 向 量 ，。 速 度 o(t = 4(t) 沿 这 两 方向 分 解 为 
v= vrCeie) + ve Ciers), 
这 里 
zy 二 本 tsp = + 
将 前 面 得 到 的 :的 表示 式 再 对 求 导 一 次 ， 我 们 得 到 
总 二 (ed + POC 7) 十 人 站 (ie109 
+retieit)y — rcete) 
= pr)eie + Oro rr cet, 
加 速度 a =% 设 两 方向 e' 和 ie' 分 解 为 
a=ar(e*) + as (io ®), 
这 里 
ar= rs, ao=2t8+re, 
作用 在 质点 上 的 力 F 出 沿 这 两 方向 分 解 : 
PF=FT (et + Pdiod)y, 


我 们 把 运动 方程 
m=F 
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下 写成 
martet dy + map C10?) 
= Prtett) + Pedere). 
上 上 式 两 边 滋 以 sa”'，， 然 后 比较 实 部 和 进 部 ， 我 们 得 到 
mar = FP,, ag = rg, 
即 
mr ry =F, mr +rrd)y = FF,. 
这 就 是 质点 运动 方程 的 极 坐 标 形式 〈 适 用 于 质点 的 平面 运动 ) 。 


6.b 从 开 营 勒 定律 导出 万 有 引力 定律 


开 普 勒 第 二 定律 说 ， 从 太阳 中 心 指 向 一 个 行星 的 向 径 ， 在 杠 
等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 、 换 名 话说 就 是 ， 向 径 的 面积 速度 等 
于 常数 。 我 们 来 推导 面积 速度 的 分 析 表示 式 ， 从 时 刻 # 到 有 时刻 
+ Ab 向 径 从 8( 四 位 置 转 到 8Ct+AD) 位 置 ， 所 扫 过 的 面积 近似 
等 于 


AA= rzA4 - rt + At) — G0t)). 


由 此 求 得 面积 速度 的 分 析 表 示 式 
dA _ ) ，A4_1 :ad6 
下 
即 
= -26 
开 普 勒 第 二 省 律 的 数学 表示 即 为 ; 
(6.1》 r2 = 天 《常数 ) 。 
对 上 趟 求 导 短 
07 全身 二 ri 二 
由 此 得 到 
278 +re=0., 
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这 样 ， 我 们 得 到 
FP,=m(2r6 + re = 0, 
F=F,(e'®) + Fliei®) = 下 re。 


这 就 是 说 ， 行 皇 所 受 的 力作 用 在 太阳 与 行星 的 连 线 上 . 
其 次 ，、 根 据 开 普 勒 第 一 定律 ， 行 星 线 太阴 运行 的 胃 道 是 一 个 


情 慷 ， 太 胃 中 心 在 粮 国 的 一 个 焦点 上 。 我 们 用 极 坐 标 写 出 轨道 的 
方程 
r= Tea 
也 此 得 到 
Titecos 8 = +Ee0s0 
r pp pn pr* 


上 语 一 式 两 边 对 + 求 导 并 利用 (65.1) 式 可 得 


人 后 | 
— = .in .8, 
r bp 


二 三 《r? 作 7 8in 如 一 芭 sing, 
这 式 两 迪 再 对 求 导 得 


he? 
nas » COS 。 0 = cosd, 
p pr 


这 样 ， 我 们 求 得 
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下 面 我 们 指 出 = h*/p 是 一 个 常数 〈 对 太阳 系 中 所 有 的 行星 都 是 
一 样 的 ) 。 我 们 注意 到 ， 面 积 速度 4 = 王 r20 = 二 4 与 周期 了 相当 
应 该 得 到 椭 必 的 面积 


LT = xab, 
2 
由 此 得 到 
2nab 41m2c2p? 
i= Tr n= Ti 
根据 开 普 融 第 三 定律 ， 应 有 
了 3 


这 里 的 比值 4 对 太阳 系 中 所 有 的 行星 都 相同 。 于 是 


我 们 得 到 
FF,= -有 六 人 是 常数 )， 
这 就 是 说 ， 行 星 所 受 的 力 指向 太阳 ， 它 的 大 小 与 行星 的 质量 
成 正比 ， 与 行星 到 太阳 的 下 离 的 平方 成 反比 ， 
牛顿 正 是 从 这 些 结论 出发， 通过 进一步 的 思考 ， 总 结 出 著名 
的 万 有 引力 定律 的 。 
6.c 从 万 有 引力 定律 推导 开 普 勒 定律 


根据 万 有 引力 定律 ， 行 星 受到 指向 太阳 中 心 的 引力 的 作用 。 
行星 在 茶 一 时 刻 的 速度 向 量 与 太阳 中 心 共同 决定 一 张 平 面 ， 容 易 
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判断 ， 行星 以 后 航运 动 不 会 离开 这 一 平面 (因为 在 疏 直 于 这 平面 

的 方向 上 弃 没 有 速度 ， 叉 没有 外 力 的 作用 } 。 我 们 在 这 平面 上 取 

以 太阴 中 心 为 极点 的 极 坐 标 系 。 于是， 行星 所 受 的 力 了 表示 为 
F=F, (eis) +P, (Ciere), 

其中 


M 
F,= 0°72 Fy = 0, 


这 里 计 是 太阳 的 古 量 ， 扩 是 行星 的 质量 ， 是 万 有 引力 常数 ， 行 
昨 的 运动 方程 可 ;号 成 

Pre= 一 天 pr， ag ri-0, 
这 里 交 = 如 村 。 后 一 方程 两 边 冬 以 ?得 


2ri0 + r=0, 
或 
76) = 人 DD, 
这 说 明 面积 速度 为 常数 
4= 7 = 《常数 )， 
再 来 考察 方程 
(CB.2) # 一 + 加 = 一 无 /r2。 
记 #=1/r， 则 从 
rh 
可 得 
# = ky? 
我 们 在 
d 1 du ,Qt 
- -aa(i)9 = -wa60 = -ds 
a | A 
?= et) -a(- 去 )? 
d3nu dt 
= ~ T= ~ hu gr. 
方程 (6.2) 化 成 
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下 
日 2 人 下 
有 .3) dD He 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,容易 看 出 它 的 一 个 特 解 是 
5 = /如 ， 于 是 ， 这 方程 的 一 般 解 为 
u= Beosd + Coing + K/h 


污 式 又 可 写成 
uc Leostd— 0) + RA,, 
法 中 
也 二 wD? + 有 
B . 
COSH, = VA sing = yr , 
-于 是 有 
rr 二 于 
u 
i 
(0 — 00) + K/h 
3 
2 
1 4 Coat.— fy 
~ 1+ecost — 8? 
-这 里 
£e=hiL/k, p= h/t, 
我 们 得 到 了 而 镍 曲线 的 一 般 方 程 


-= 
二 了 costh 一 部 7。 


注 为 运转 中 的 行星 不 会 跑 到 无 穷 远 去 ， 它 的 轨道 应 读 是 一 个 机 
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中， 所 充 s<1。 
最 后 ， 我 们 来 推 证 开 普 勒 第 三 定律 ， 利 用 关系 


Tm hs Bb 
oT = ab, P= 天 = 
可 得 
2naby? dniasb? 
2 
T =( 站 ) 之 hn 一 
后 -atb 
EK 
4 
pb? 9 
= Es .= 和 并 3 
a 


这 里 = CM 是 一 个 常数 . 
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积分 、 第 三 几 内 容 是 ， 曲 线 、 卫 而 与 微 积分 ， 级 部 与 合 参 挛 元 的 积分 ， 
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一 元 微 积分 的 进一步 讨论 


第 八 童 ” 利 用 导数 研究 函数 


$ 1 柯 西 中 值 定理 与 洛 必 达 法 则 


本 节 介 绍 拉 格 并 日 中 值 定理 的 一 种 推广 一 一 柯 西 中 值 定理 ， 
并 运用 这 种 新 形式 的 中 值 定理 推导 关于 未 定型 极限 的 洁 必 述 
(EL Hospital》 法 则 . 


1.a 柯 西 中 值 定理 


我 们 知道 ， 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 ， 在 显 式 表示 的 
可 微 遇 线段 上 ， 至 少 存在 一 点 ， 读 点 的 切线 平行 于 联结 这 时 线段 
两 端的 总 .如 果 考 察 参数 表示 的 可 微 曲 线段 
x—pl), y=), Qtss 月 ， 
那么 中 几何 直观 上 可 以 判断 ， 在 这 曲线 段 上 也 至 少 存在 一 点 《 相 
应 于 介 于 a 和 之 间 的 一 个 参数 值 r)， 该 点 的 切 线 平 行 于 联结 
这 由 线 段 两 端的 荡 ， 即 ， 
Br) pCB) -$Ca) 
pr) gph- gla) 
这 一 结果 就 是 著名 的 柯 西 中 慎 定 理 . 
定理 〈 森 西 中 信 定 理 ) ” 设 苞 数 A(x) 和 g(x) 在 Ea, 四 连续 ， 
在 (a,5) 可 导 ， 并 且 满 足 条 件 
(C1.1) gr)AED, Yreta,by, 
则 在 在 Eto,5) 使 得 
D-H) FE) 
gb) gla) gg (5)° 


证 明 由 条 件 ,1) 可 知 


有 (有 — EC EE (CCE ~ WFO, 


因而 高 式 
_ 了 (CD -fa) 
如 (二 一品 (G) 
有 意 艾 ， 我 们 来 考 千 辅 助 持 数 
0) -1 


FOx)—f(Cx)- f(a) 一 gh) — gCa) Ctx) — Ca)), 


容易 验证 ，F 在 Le,o 连续 ， 在 (aa ,本 可 学 ， 并 且 
Fra) = Fb)=0, 
于 是 ， 根 据 容 尔 定理 ， 存 在 sta,6)， 使 得 
F'{(E}=0., 
出 此 得 到 


fb) - fa) 一 部 
EEC gl) . - 


1.b 未 定式 


如 果 已 经 知道 
limf(%) = 上 4， limg (x*) 一 B, a,4, BekK, 


那么 除去 某 些 例外 情形 ， 我 们 可 以 利用 下 面 的 运算 法 则 去 求 和 、 
差 ， 积 、 商 及 吞 -指数 式 的 极限 《假定 在 《4) 之 中 函数 的 运算 


有 意义 》: 
(1) Tim(f (x) + g(x) =—=A+B, 
(2) lim(f(x) ~ g(x))=4—B, 
(3) lim(f tx)g(%)) =48, 
fx) = 
ECX) 
(5) lim(f (x))s A]imertialtsy enin4 em As 
对 于 以 上 各 条 ， 所 说 的 例外 情形 分 别 是 . 
CD 在 CD 中 4 与 B 为 异 呈 无穷 大 ， 


47 lim 


《ii) 在 (2) 中 4 与 下 为 同 号 无 穷 大 # 

《iii) 在 (3) 中 4 与 中 之 一 为 0 ， 另 一 为 无 穷 大 # 

(Civ) 在 (中 4 与 互 间 时 为 0 或 者 4 与 吾 同 时 为 无 
穷 大 ; 

{vw) 在 (5) 中 4=1， 量 =co， 或 者 4 一 0， 了 =0， 或 者 4 
=00, B=t. 

这 些 例 外 销 形 所 社 及 的 极 限 类 型 统称 为 未 定型 . 类 型 (或 
《ii 被 称 为 co.- co 未 定型 ， 类 型 (ii) 被 称 为 0.ce 未 定型 ，(iv) 中 


的 两 种 极 眼 类 型 分 别 被 称 为 了 未 定型 与 之 未 定型 。(Y) 中 的 三 种 


类 型 分 别 被 称 为 1 未 定型 ，0' 未 定型 与 %o" 未 定型 ， 

未 定型 的 极限 式 被 称 为 未 定式 ， 对 于 未 定式 ， 上 面 列 举 的 运 
算法 则 (1 一 5) 失去 效用 ， 必 须 舅 导 解 决 问题 的 途径 ， 下 面 将 喜 
介绍 的 党 必 达 法 则 ， 丰 一定 的 条 件 下 ， 提 供 了 确定 未 定型 极限 的 
有 效 办 法 一 一 通常 称 为 未 定式 的 定 值 法 . 


1.e 洛 必 达 法 则 


下 面 的 定理 工 和 定理 2 都 称 为 洛 必 达 甘 则 .为 了 叙述 方便 ， 
我 们 以 5 Co) 表示 5 的 某 个 去 心 邻 域 ， 它 可 以 是 以 下 几 种 情形 
之 一 : . 

oeR, UD)=(a- gt 

0=+o0,U (ee)=(H, +0%) 

a= -oUt0)=(-%, ~ H)! 

一 co 了 fa) 一 (- 00, - HYU{H, +oo)., 

定理 1 设 os 有 或 o=co IER 或 一 ceo， 如 时 了 末 数 上 和 
#8 在 4& 点 的 去 心 邻 域 U (a) 上 可 导 ,，g' (x)0, Vxe DU (8)， 并 且 
满足 ; 

1, limf(x) =limg(x)=0, 


定理 2 设 eeR 或 a=oo 及 或 了 一 co. 刘 果 畏 数 上 和 好 
在 。 虚 的 去 心 镶 域 U(r) 上 可 导 ，g (4) 关 0，Yxe UCo)， 并 且 江 
是 : 

I: 册 小 交 浊 


在 证 明 上 硬 两 个 定理 之 前 ， 我 们 先 对 问题 作 一 秋分 析 ， 尽 可 
能 地 减少 所 必须 考 嵌 的 情形 ， 

首先 ， 在 两 定理 的 证 硼 中 ， 只 须 就 1=0 或 1 为 无 穷 大 (上 + co， 
- ceyeo) 这 些 情形 如 以 讨论 就 可 以 了 .事实 上 ， 对 于 IeRR 的 其 
他 情形 ， 只 要 用 广 (xs 一 xz) - ECo) 来 代 郝 Fz)， 就 可 以 化 为 二 
一 0 的 情形 ， 


f(x) 六 A 
im ry tim( 1)=0. 
如 果 对 这 情形 证 明 J 


那么 立即 就 得 到 
x) fF 
Mim gC) =lim( FE )=!. 
其 次 ， 为 了 证 遇 
6 


2 本 
只 须 证 明 
Fx) fx 
lim gy Him gx) —h 
同样 ， 为 了 证 明 
lim- $2 1 
a ECX) * 
具 须 证 明 


,f(x) fx) 
i gx) 一 -i go 一 


于 是 ， 在 珊 定 理 的 证 册 中 ， 只 须 考 虑 以 下 由 种 极限 过 程 : 


A= Ho 二 (CaeR) 


及 


Tp OO, i 十 避 o。 


对 这 四 种 极限 过 程 ， 定 理 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 我 们 将 只 对 “ 
+ co 的 捕 形 详细 写 出 证 戎 ， 并 将 在 注 记 中 简要 地 叙述 其 他 三 种 情 


形 下 证 明 应 作 的 改变 ， 


在 正式 开始 证 明之 前 ， 再 说 几 句 话 介绍 将 要 采取 的 办 法 《就 
极限 过 程 * 一 +oco 而 言 )、 对 于 (4 ,十 0) 中 的 任意 两 个 不 同 的 点 


x 和 ?7 月 柯 西 中 值 定 理 可 得 


FS] 一 FT7) 天 (ED 
gx) — Ey) gE) 


这 式 子 的 左边 可 以 改 号 成 
ff) ff) 
大 一 大 了) __g(x) gx 
g(x) 一 gy) 1- 8 ” 
A 


于 是 我 们 得 到 


(1.2) jx) (1- 攻 10) 


gx) 人 BC ? 


EC 


这 里 5 介 于 % 和 y 之 间 ， 我 们 将 利用 这 一 式 了 来 考察 -gC a 
极限 状况 . 


定理 1 的 证 明 兆 涝 这 样 的 情形 


lim -fr O29-=1 一 i= (00, ~ oo ,十 co)。 
我 们 来 证 明 


im 0 一 ff 《co ， 9 


根据 所 设 条 人 性 ， 对 于 企 春 的 >0 (E>0), 存在 这 0， 使 得 
zs) - 


fF | 
& C2) < 3 
《对 1 一 ce 的 情形 ， ~ 
rs 
对 1= 十 co 的 情形 : 


了 


y 2E+ 1 
对 I= 一 co 的 情形 ， 

f'{8) 

g' Cz) < 一 2 下 一 1), 
对 任意 联 定 移 xe(A ，+co)， 国 为 


1 gy J Fey) 一 0 


rte EOE) te BX) 
所 以 可 取 yttx, 十 吕 0) 充分 大 ， 以 使 得 


1 207) 3 
<1 ™ g(x) a 


二 是 从 (C1.2) 式 可 得 . 0 
《二 f 
£2 |<(1- )| f+ | 


(对 1= ee 的 情形 ， 
x (7) NM FEY (7) 
2 |>(1 一 ) 了 | - A 


> 【2 十 1) -5=E6 

时 于 != 二 co 的 情形 ; 

(x) Cg) FE) | 天 7 

B(x) >( 1 - g(x) BD ) ‘(&) | g(x) 
> (2E+1) -二 = 


对 于 [一 ~ oo 的 情形 ; 
Hx) <( ] _ 8C7) \ (5) tr) 
站 ECX) /BE 飞 E) gC) 


< (- 2E 一 1 十 元 = 一 五 ) ， 


这 就 完成 了 所 述 情形 下 定理 t 的 证 明 ， 口 
” 注 记 对 于 x 一 a- ，x-*a 十 ， 或 者 * 一 -co 的 情形 ， 上 述 
定理 1 的 证 明 所 需要 作 的 改变 主要 是 : 把 xe(A :+co) 换 成 xe 
Ca 4 9)，xEKaia 二 es》 或 者 EC- co 一 AD 把 ye(x, 十 00) 
换 成 yeE(x,0)，yYeta,x)， 或 者 Ye( 一 00,%). 

定理 2 的 证 胡 与 定理 1 的 证 明 十 分 类 拟 ， 我 们 可 以 简要 地 
予以 说 明 ， 首 先 取 A 充分 大 ， 使 得 ze( A ,十 0) 时 有 


9 
| < 村 
(或 对 1 一 oo ,+eo， -情形 的 相应 不 等 式 )， 对 任意 反 定 的 
yeKR As :十 co)， 因 为 

Yi _FY 


li 一 一 一 一 
te BCXY ss ECX 》 0, 


.所 以 可 取 xely, + 00) 充 分 大 ， 使 得 


了 _ BC7) -3 
2 <1 E(x) <3 
FD) I 
| 有 Ex) < (<sa). 
于 是 ， 利 用 (1.2) 式 就 可 得 到 
f(r) | B80) ftE) 7) 
sexy |<(1 -二 | +- EC 
对 必 号 
asta™* 
(或 对 1 二 oo, 十 co, -oo 情形 的 相应 估计 )， 这 样 ， 我 们 证 明了 
定理 2 口 
为 了 求 某 些 未 定式 的 极限 ， 有 时 需要 接连 几 次 运用 洛 必 达 法 


姑 、 例 如 ， 设 J 的 是 了 或 和 玉 定式 ， 为 了 确定 它 的 人 


们 需要 求 lim 上 《他 -的 极限， 如果 这 仍 是 未 定式 ， 我 们 又 需要 


求 lim 09 的 极限 ，…… 这 样 继续 下 去 ， 直 至 求 得 某 个 极限 


lim De 我 们 把 这 过 程 写成 一 申 等 式 


lim fx) im fx) .im fone) 
一 1 a g' Cx) a gx) 


10 - 


计算 过 程 中 应 注意 随时 约 分 化 简 或 者 分 离 出 容易 求 极限 的 因 式 ， 
以 免 越 算 越 罕 。 阁 化 简 后 已 不 再 是 未 定式 了 ， 就 可 远 通 党 的 办 法 
求 极限 . 


— Sin% 
全 1 求 极 限 lm 
二 sin . 1— eos ,ginx 
解 im 一 = lim grr =lim 
EE | 由 -FF 让 Bw 
3 i 
= [i TT 
mi | 6 


例 2 求 极限 “Jim -各 


‘ p21 
解 lim 一 = 和 4 = = Jim 2 =0, 
例 5 求 极 限 & >0) 
I 二 
入 二 -= Ji Ge 加 lim j=0. 


例 4 设 (x) 在 4 点 有 二 阶 导数 "Co)， 试 证 
tim {t+ fe- 20) ja， 


”证 明 ”根据 假定 上 在 a 点 有 二 阶 导 数 ， 因 闻 在 a 点 仑 近 
应 该 具有 一 阶 导 数 . 按照 洛 必 达 法 则 有 


im Lath +fCe- bh) — 2fC0) 


lim {+e 
f( + 有 - fa) , f'(a~h) -f(a) 
一 过 im 闻 好 司 二 好 | 


11 


= CO) + (0)]=f (a), 
例 5 考察 分 段 表 示 的 函数 
fx)={: “， 如 果 x->0， 
4 如 果 x 所 0. 
试 证 Ff 在 RE 可 导 任 意 多 次 . 
证 明 显然 函数 了 在 x 尖 0 处 可 导 任 意 多 次 ， 只 须 考 察 这 
图 数 在 x=0 处 的 可 导 性 ， 普 先 注 总 到 


lim -LD -10) ec 二 
帮 呈 站 十 lim EE 
1 
= lim = lim 一 -=0， 
证 上 十 Pr '*” 
lim 二) 0, 
因此 
ft0)=0, 
我 们 求 得 
Ee 多 如 时 x>0, 
fC)={* 
0 ， 如 果 «< 0, 
假设 


1、 -一 
jms) ={ P,, (35 )e ， 如果 x.>0， 
0 ， 如果 wx<0 
(这 里 Pu Ga) 是 变 元 的 2 次 多 项 式 )， 于是， 对 于 x>0 有 


pe [rE) -rp (DLE 
一 Pues+ (Gy 本 
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我 们 来 考察 f 在 x=0 处 的 有 1 阶 导 数 ， 笠 用 洛 必 达 靶 则 可 以 
求 得 
m = -09 1im [0 


lim 而 下 和 办 十 


pss (=) 


一 0。 


一 1im 
”另外 显然 有 
pm (0) 


开 一 和 一 


这 样 ， 我 们 证 明了 


0 


fC0) = 0, 
根据 只 纳 原 理 ， 我 们 已 经 证 明了 ， 孙 数 f 在 RR 上 可 导 任 意 多 次 ， 
并 且 
由 (三 )e 如 果 x >0， 

0， 如 果 x 二 0, 
注 记 设 了 是 例 5 中 所 定义 的 函数 ， 我 们 来 考 罕 函数 
re 1-<z， 如 时 [x|< 之 1， 
px) = Fl1— x ) C=! ， 如 果 |x| 汪 1, 
周 例 5 可 知 ， 二 而 区 也 在 民 上 如 时 性 意 多 次 、 函 数 mp 的 岁 形 中 
颖 隆起 《xz 二 1 有 时 w(x) 之 中， 两 侧 水 平展 开 (C | 闪 1 时 p(x) = 
0 人们 把 这 简 的 函数 叫做 钟 形 函 数 或 攻 起 函数 《bump fune- 
tion). 像 这 样 的 无 穷 次 可 微 冰 数 在 数学 的 许多 分 支 中 都 有 重要 应 
用 .和 针对 不 同 的 具体 情形 ， 还 可 构造 满足 特定 要 求 的 钟 形 销 数 ， 
例如 ， 我 们 可 以 构造 一 个 无 穷 次 可 微 匡 数 闻 ， 要 求 它 满足 这 样 一 
些 条 件 《〈 请 参看 图 8-D)， 
0<S pr YE R, 
Px) 一 1， 如 黑 四 <1, 


fx) = 
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区 C7) 二 0， 如 果 il 空 2 
读 考 容易 验证 ， 由 下 式 定义 的 函数 % 就 满足 我 们 的 了 要求， 


F(A %’) 
HAT He 1: 


1.d 其 他 类 型 未 定式 的 定 值 法 


其 他 类 型 的 未 定式 ， 一 般 都 能 转化 为 了 型 未 定式 或 者 二 型 未 


定 武 ， 因而 在 一 定 的 条 件 下 也 能 利用 洛 忆 法 法 则 来 定 们 | 
0.ce 竹 未 定式 设 limf(%)=0， Me 则 极限 式 
limf《x)g(%) 是 0 。 - oo 漠 示 定式， 我 们 可 以 把 它 


fx) 
1 
BC%) 


limf Cx)gC) =lim 


这 就 化 成 了 二 型 未 定式 . 


co~co 进 未 定式 设 limf(*x) 与 img(x) 是 同 导 前 无 穷 大 ， 
则 极限 式 lim(f() ~ g(x)) 是 % -oo 型 未 定式 ， 我 们 可 以 把 它 写 
成 


| : _ jm 0 -Fy 
Fe RD/ Oe 
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这 也 化 成 了 地 型 未 定式 ， 


1”,0°* 和 oo’ 型 来 定式 设 lim 1(%)=1，lim g(*)=o0， 册 
极 孔 式 lim[f(x)] 是 是 1 型 未 定式 ， 我 们 可 以 把 它 它 写 成 
lim Bat ln fs Dp 1 Lorts lottsy , 
于 是 ， 问 题 归结 为 求 0 oo 型 未 定式 的 极限 ; 
limg (znf (x), 
对 于 0 和 ce 型 未 定式 ， 也 可 作 类 似 的 讨论 ， 


请 注意 ， 为 了 把 其 他 形式 的 未 定式 转化 成 二 或 蕊 型 未 定 起， 
需要 根据 实际 情况 灵活 地 进行 变换 。 如 果 死 套 上 面 所 说 的 一 般 程 
摩 ， 有 了 时 会 弄 得 十 分 繁 瑞 . 

例 6 求 祝 限 Lim (~ 


— ctg’% ) 。 


” 解 这 是 一 个 co - < 型 未 定式 ， 它 容易 转化 成 -1 型 未 定式 ， 


sin 一 Xi:ooa’e 
x iain 


1 
lim( 5 
二 9 

|; sin 十 必 Cosw 3in% 一 COS% 

=1imO— + : 

a Sin x ain 


一 otg'z )=lim 
了 


Sing — Xeos 
=lim( 1 +——eosx (2 
31iniw 区 31 


前 一 因 式 的 极限 为 。 
lim( 1 十 cosxj 一 2， 


为 求 得 后 一 因 式 的 极 眼 ， 我 们 用 洛 必 达 法则 ， 


Sinw 一 必 CO05Y HIlls 


lim ; 一 工 加 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 

二 x ain a x31nX Xi cos 
1im sin* - 1 切 让 各 营 1 
a Dainx tmoosm ,ln Secosy 二 ysinay 一 他 。 
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于 是 ， 所 求 的 极限 为 


, 1 号 
i 


例 7 我 们 把 : 
M(x) =( i thsi el, 让 


称 为 是 ”个 正 数 wx, 四方 下 均 数 ， 并 记 
GX) = Nm, 
Mmexix,,x,,: ey 
m=minf{fzs ,Yi 和 
试 证 
(D) limM.Cx) = G(r), 
Cii) Tim M(x)= WH, 


B= 十 " 


《iiiy lim MCX) =m., 
证 明 (i) 中 的 极限 是 1” 型 的 ， 通过 取 对 数 就 可 以 把 它 转 化 
成 7 型 
In M, (x) = 《十 和 十 光 十 区 一】 天 . 


利用 洛 必 玉 法 则 ， 我 们 录 得 


1 上 EPTFE t 一 
lim Ia 了 (sy =1im er + ts) ~ nn 
te 1 t . 


.1 nx et ow nx, 
= lim 


Fo i 
] 
— sa ) Gx), 


n 
lim M(x) =lim el ws 一 enet 二 人 Kx] 
| J- 和 
(ii) 不妨 设 
18 


NN MM, 


于 是 
1nf yi 十 se 十 七 一 1 


lim ln M(x) 一 lim 7 


fr Fr 


1 nx 二 十 nw 
ee Ei sii 


一 六 二 天 一 ln 形 ， 
lim M,Cx) = 习 . 


Cii》 不 妨 设 
全 一席 | 一 于 IT 
于 是 


] EF : -1 随 
lim InM,(x} = lim ts tt) Tnn 


可 = 一 do 【 一 一 ft 


Xr [Inv 二 二 ln, 
J x 


(CE) in tt {eo) lnx, 
此 1 。 总 1 


(天 一) 十 二 (和 ) 
:TE 1 


lim MCx} =m. 二 | 


it 一- 


82 泰 筋 (Taylor) 公式 


在 第 四 章 $3 内 ， 我 们 已 经 考察 了 无 穷 小 增 景 公式 与 有 限 增 
17 


量 公式 、 这 些 公式 异 助 于 线性 式 ( 中 一 次 多 项 式 ) 研 究 可 导 请 数 ， 
在 这 一 节 星 ， 我 们 推广 上 述 公式 ， 用 ”次 多项式 来 研究 可 时 于 


2.a 带 小 " 余 项 的 府 勒 公式 


带 小 。 余 项 的 泰勒 公式 是 无 穷 小 增 量 公式 的 推广 ， 设 国 数 
1 在 UU (6,9》 有 定义， 在 4 点 训导 ， 则 握 ' 无 穷 小 增 量 公式 ， 
存在 一 次 多 项 式 
A A CX-— 0) 
(4d=ft), A = (0) 
使 得 
f(x)= A + Ax -a toCx— oa). 
我 们 提出 这 样 的 问题 ， 如 果 在 a 点 5 次 可 导 ， 那 么 能 否 有 
1 次 多 项 式 
Px)= A A Cx at A Cx- a 
使 得 
(2.1) fx) =P(x) + oCls ~ a)’). 
我 们 还 问 遭 ， 这样 的 = 次 多 项 式 P(x) 究竟 能 有 多 少 个 ? 
后 一 向 题 的 解答 比较 简单 .假设 
P{lx} = A + A rat A oy 


和 
Q(x)=B,+ Bx- ot + B(x- a) 
分 别 使 每 
(x)= Px) totlx a) 
和 
Fi 一 OO — 0)"), 
那 双 . 
Pix)= Or) To 4)"), 
由 


”到 


(2.2) A ACx- at nt A Cx- aa): 
=B,+ B(x 一 GD 十 
+BCx-a)"+o(lx— oe)"). 
在 这 式 中 证 x 一 a 即 得 到 
A,=B.. 
从 (2.2) 式 两 边 消 去 相等 的 项 么 一 及， 再 除 以 “- @ 我 们 得 


+ 


A A ot tt ACK— 0 
=B,+B,(x— + 
et Bx— a) To 0 ). 
再 让 x 一 qa， 及 可 得 到 
A=B,. 
继续 这 样 的 手续 ， 景 后 得 到 
A=B, i=0,1,2,",n. 
我 们 证 明了 : 满足 〈2.1) 式 的 nn 次 多 项 式 
PO)=A,+ A lx- + A ra) 
如 果 在 在 就 必定 是 叭 一 的 . 
下 而 再 来 探讨 这 样 的 多 项 式 P(x) 的 存在 性 问题 ， 为 此 ， 
先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 w(x) 在 Uta,n) 有 定 人 六 ,并且 在 a 点 有 挤 
导数 . 如果 
vl) = 《Ka) 一 …… 一 poKa) 一 0， 
那么 
PL) =o(s 一 GE 人 
证 明 因为 ptx) 在 aa 点 有 ma 阶 导数 ,所 以 和 它 在 e 点 邻 
近 应 该 有 直到 ”- 1 阶 的 导数 ， 我 们 可 以 用 洛 必 达 话 则 求 以 下 极 “ 
限 ， . 


im Pe 1 (5 
se (x — a se n(x — oa"! 
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Pp Cx) 


i DCs DT 


性 


im 
0 了 (于 一 了 De 人 一个) 
1 pr Cx) 一 pa) 
,Ka 


= lim 
1 
- 一 ~ ptey 一 个 。 - 


”这 证 明了 
CD 一 CC ~ 0)"). 0] 
引 理 2 设 消 数 f(x》 和 g(x) 在 Uta,n) 有 定义 ; 在 s 
点 有 £ 阶 导数 ， 如果 
Fita=g (0) k=0,1,",n, 
那么 
x) = gx) +t ol — a). 
证 明 ”函数 p(x) = 了 Cx) - gCx) 满足 引 理 1 中 的 条 任 ， 因 
币 
83 一 DC 一 GD 
即 . 
Fx) —=gtx) + oats ~ 0)'). 厅 
现在 ， 我 们 来 选择 多 项 式 
. Pex}=Ad, + A (Cra tit A x 0)", 
使 它 满足 引 理 2 中 关于 gz) 的 条 件 ， 即 要 求 ， 
4 一 Po 一 六 7 
4 一 Pa 一 产 (e)， 
24,=P'(a)=f (0), 


klAd.=P" (a) = (a), 
2 


nid,=P' (a) 一 卫生 并 有 
于 是 得 到 
PO + + Ceo) 


f(a) 
oe 二 一 


Cx — oa)". 

我 们 把 这 样 的 多 项 式 称 为 是 函数 f 在 a 点 的 = 次 泰勒 多 项 式 。 
综合 上 闸 的 讨论 ， 我 们 实际 上 已 经 证 明了 以 下 的 重要 定理 ; 

定理 1 设 销 数 f 在 Ke, 有 定义 ， 在 a 点 有 nn 院 导 

数 ， 那 么 


HOIDHFOG -D+ ES G+ 


+ (ya) + ol(s — 0)°). 


这 定理 中 的 表示 式 称 为 带 小 o 余 王 的 内 勒 公式， 又 称 带 颇 
亚 诺 〈Peano) 余 项 的 泰勒 公式 . 特别 地 ， 当 =0 了 时， 我 们 称 
相应 的 表示 式 为 带 小 余 项 的 马克 劳 林 《Maclaurin) 公式 或 者 
带 皮 亚 诺 余 项 的 蕊 更 劳 林 公式 ， 

例 1 试 求 f(x) 一 e” 的 马克 劳 林 展 式 ， 

解 ”我 们 有 

fr) 一 es， fe0)=1 (k=0,100 ,ns 
于 古 


1 . 1 
el+x+ -ar st 二 


”人 例 2 求 函数 1(x) 二 sin x 和 g(x)= 二 cos x 的 马克 劳 林 属 
式 . 


x 二 oCx"). 


解 ” 我 们 有 ; 
fo(z)=sinf 十 罗 旋 fC0)=0, 
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jeep(0) 一 (Do 012， 
gp(z) = oas( x+ 人 seo(D=(-D9 


ggOD) 一 0 k=0,1,2,+, 


|， 区” 1 
sin x=% ~ -3 十 5 一 澡 "十 区 一 于 CTT+Tots 7 


2X xX" 
05 光一 1 一 21 十 了 


二 人 一 De + oCx'"*1Y, 


例 3 隶 隙 数 f(x)=ln(1+x) 的 马克 劳 林 展 式 。 
解 ” 我 们 有 
f(x)=ln(l+%), "| C0)=0, 


fF 0)=1, 


hy 二 #1 《天 一 1)! ky = E—1 _ 


{ 丰 二 2 .3 
于 是 得 出 


(1+%) 一 #4 一 各 十 各 一 (一 下 车 ++o(w"》， 


例 4 求 函数 (x) 二 (1 十 x*》" 的 马克 劳 林 必 式 。 
解 ”计算 于 数 得 
fm) = ala- 1) -a El Tr}, 
f=ata 1) ta— +1) 
C=1,2,"). 


《1 十 xzJr 一 1 十 ee 和 十 ce 了 + 


+ oa Dto-ntl) 


i x 二 ox"), 
我 六 i 引入 记号 


(¢ )= ae — Da — E+ 1) 


用 这 记号 可 以 把 (1+%)" 的 马克 劳 林 展 式 写成 更 紧凑 的 形式 
《1 十 %)a =>() %" 0(%"), 
汶 了 求 菩 数 arctgx 和 arcsinx 的 马克 劳 林 展 式 ， 我 们 将 要 
用 到 过 下 引 理 . 
3 引 理 3 设 冰 数 f(x) 在 10,9》 有 定 艾 ， 在 0 版 下 次 可 
导 ， 好 时 
F(x)=Ad + Aixt rt A x oCx"™!) 
CA, py yc 3 R), 


也 
出 
Jr 


1 (0) fC0)+ div + 二 全 -er 二 os)， 


证 明 在 所 给 的 雏 件 下 ， 应 读 
f' C2)=f 0+ x 十 大 » 十 


Lay 0 i, | 1 
+t x" 二 oCx" 1), 


因为 函数 万 4x) 的 马列 落 林 展 式 是 崔 一 的 ， 所 以 必须 有 
FN=A;, F000=Ad;, 产 (人 0) 一 24 
FeofK0]= 一 (ma 一 1714. 
于 十， 根据 定理 1， 我 们 得 到 


Fx) =/00) + C0)% tO t+. 
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十 0 x" ocx) 


= (0) + Aix = 十 


十 -4 A 二 oCx"y. 站 


例 5 求 函数 (x) 二 arctgx 的 马克 劳 宁 展 式 ， 
解 ” 我 们 知道 ， 函 数 f(z) 一 aretgx 在 0 点 可 导 任 意 多 次 ， 


并 且 
。 _ 1 
f(%) = l+x’ | 
_ 3 4 i {CC— "gt 
= 一 一 as -| 一 
1—x:+% +-—1)x t+ 下 
一 工 一 %2 txt C1) oC"). 
因而 
= 一 2 和 _,,, 一 性 党” 2 十 于 
f(x) = + 十 《一 1 Fi tol / ), 


例 6。 求 函 数 1(*) arosins 的 马克 劳 林 展 式 . 
解 ” 我 们 知道 ，f(x)==aresinx 在 0 点 可 导 任意 多 次 ， 广 (x) 
一 《1 -x**) “利用 例 4 中 的 展 式 可 以 得 到 


f(x)=(1- wv) 7 


iY(_3 
一 1 1) C3) Ce 


2 2! 
_A\/_3Y (Lt, . 
于 2)( 2 可 2 n+1) Cx)"+o(x’*) 
二 于 十 工 r 十 十 
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1.3,e COn 1). 


+ 四 区 2 十 ofw’") 
2°n1 . 
于 = 1 3 311. 4 ns (2n 一 1)11 En rn 
1 + 十 4 和 + 十 tan 和 2 aw"), 


这 里 我 们 引用 了 “ 双 阶 乘 符 号 ” 开 11， 开 定 区 如 下 
《2 — 1)1!1 =1:3.* C27- 1), 
(2n)11 =2.4. (20). 
利用 5| 理 3 ， 我 们 求 得 (x) 二 aresinx 的 马克 劳 林 展 式 如 下 : 


1 311 


ftx) 一 i 十 Bd! 党 i 
《2 一 lyr1 wt ot), 


nt an 
例 7 在 原点 邻近 ， 试 将 质数 f(x)=tgx 展开 到 4 阶 项 . 
解 ”因为 奇 国 数 的 导 胃 数 是 蛋 国 数 ， 偶 国 数 的 导 函 教 是 奇 函 
数 ， 并 且 任 何 奇 函数 在 原点 的 值 都 是 0 ， 所 以 容易 看 出 
乒 0 呈 一 产 (0 一 Fe(07 =0. 
疝 须 求 出 函数 A(x) =tgs 在 原点 的 1,， 3 阶 尝 数 ， 计 算得 


(x) 一 一 ro 一 2sinx 
7 (2) = COss f(x) COS 


f"(Cx) = 2 十 Bsain’x » 


CosT%w CDOS x 


ft0)=1, fC0) 一 2 


于 是 ， 我 们 得 到 
tgx—=% + 二 x olx’), 


例 8 试 将 函数 (x)==e"** 在 原点 展开 到 4 阶 项 . 
解 ” 我 们 有 | 


人 er" er 


25 


Ee 1 + {eosx—1) + 二 《eaos 半 一 上 32 十 下 人 os 等 一 05] 


=e[ +(- 健 + 和 + oz ) 
(ee) e(- 呈 seo) ) 

= 中 1 -和 + 生 +oCxz9 | 

-0 


SIND% = arcteg% 
本 9 求 lim Sin% ~ arctes. 
st tg 一 aTcGSIn%Y 


解 我们 有 


号 1 个 区 二 重工 心 十 访 
lim Sinx~ arctgx 
a tN TC Sinx 


| (x -+ 和 ) - (x 一 区 +0(x*) ) 
=1lim a 
要 (x 十 和 + ox’) ) 一 (zx tart ox') ) . 


例 410 求 lim ni 1 -nasin 一 小 
解 ”我 们 有 


limn: ( 1 一 nsin 工 )= im nt 和 sin 1) 


信 - [二 
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mm- 二 

例 11 求 cm 一 

解 ”我 们 有 

me 
-ai 
-ee 


= jim [+01D]= 寺 


因而 
Klim ee < 7 7 er -ye. 


作为 带 小 。 余 项 的 泰勒 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 来 推导 极 信 


的 第 三 充分 条 件 ， 


引 理 4 设 ds0， 并 县 
P= A + o(h'), 


则 对 充分 小 的 如 应 该 gp( 了 9) 与 4h" 同 号 ， 


证 明 因为 
im 人 re 0 =1, 


所 以 对 绝对 值 充 分 小 的 hz20， 应 有 eg >0， 因 而 pA) 与 
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4dh" 有 相同 的 符号 ， 被 

定理 ( 极 值 的 第 三 充分 厅 件 ) ” 设 嫩 数 f 在 U(x,,9) 有 定 
pe 在 ET 点 可 导 玖 次 ， 并 且 

FC) = fdr) =0, f(x)A0, 

则 有 

ci) 如 果 n 是 偶数 ， 那 么 晨 数 上 在 x。 点 取得 严格 报信 
一 一 当 fx 0 时 了 在 x。 点 副 得 严格 极 小 值 ， 当 f(x,》 
<0 时 了 在 x。 点 取得 严格 极 大 值 ， : 

Cii) 如 果 nn 是 奇数 ， 那 么 x， 不 是 峭 数 f 的 极 值 点 ， 

证 明 我 们 写 出 孙 数 (x) 在 x， 点 的 泰坦 局 式 ; 


1 (0) = (oo 


由 引 理 4 可 知 ,对 充分 接近 ,的 x。， 产 (7 与 人 (2 -zy 


有 相同 的 符号 ， 因 而 

(GD 如 果 n 是 偶数， 那么 在 4 点 的 左右 两 侧 导 区 数 /Cs) 
有 相反 的 符号 ， 因 而 函数 (x) 在 x。 点 取得 严格 极 慎 (fC,) 
>>0 时 是 严格 极 小 值 ，f "(xo)<<0 时 是 严格 极 大 值 》， 

Gi 如 果 = 是 奇数 ， 那 么 在 x 的 两 侧 导 没 数 (x) 有 相 
同 的 符号 ， 因 而 %。 点 不 是 函数 (x) 的 极 值 息 。 口 


2,b 有 限 增 是 的 泰 新 公式 


带 小 。 余 项 的 泰勒 公式 只 适 宣 于 讨论 当 * 趋 近 于 a 时 瑞 
数 的 渐 近 状况 ， 为 了 研究 函数 在 较 大 范围 内 的 性 质 ， 需 要 引信 有 
限 增 量 的 泰 勤 公 式 ， 我 们 把 m 次 可 导 的 函数 .f 表示 成 
/一 PCs) 十 及 Hi(z)， 
这里。 
PLDO= Ho + Ge tet he a) 
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是 函数 了 在 sa 点 的 铸 乾 多 项 式 ， 稍 
及 .Kx 一 Fo 一 忆 (Cx) 
称 为 是 泰勒 公式 的 余天 .在 一 定 的 条 件 下 ,我们 可 以 把 余 项 
“及 ,ix) 表示 成 易于 估计 的 形式 . | 
引 理 5 ” 设 函 数 p(x) 在 区 间 了 有 直到 = 阶 的 连续 导 灼 ， 
在 有 n+1 阶 导 数 ，azc 如 时 
Pla)=p C0) = =p "(a) =0, 
那么 存在 介 于 a 和 x 之 间 的 实数 二 使 得 
yer) = 和 1 OD 一 一 。 
证 明 {Ap 0) = x- 0" 由 我 们 有 
p= (a= =p "(=0, 
$a = C= C=) = 0. 


Px) _ Px) -pHa) 
Pr) PX) a) 


用 柯 西 中 值 定理 ， 可 以 得 到 


vr) — Pp' CE 
px) (8) 
再 对 
PE _ PIED PCa) 
他所 天) CE) ta) 


用 柯 西 中 值 定理 ， 叉 可 得 到 
gx) PE) _p'(é,) 


Wn) PE) YE 
继续 这 样 的 手续 ， 最 后 得 到 
po(o p80) _ 98) 
nA 
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vay peE) 
x {Cnt 加 
定理 2 ( 带 拉 格 朗 日 余 项 的 奉 勒 公式) 设 藤 数 f 在 区 间 
了 士 有 直到 # 阶 的 迷 绩 导数 ,在 1” 有 rn 二 1 挤 尼 数 ，a,x El， 
则 


HH + Hs- + LS Gen) + 
0 十 天 二 地 《区 一 Gy 


换血 话说 就 是 ， 泰 勒 公式 的 余 项 R,,,(x》 可 以 表示 成 


Rs) = Cx — qa", 


一 一 这 称 为 拉 格 遍 日 型 余 项 . 
证 明 ”对 馈 数 


w(x) fx) — fa) _ 2 EE 和 {x a) 


这 用 引 理 5 即 得 证 . | 
注 记 ”与 拉 格 朗 上 日 中 值 定理 那里 的 讨论 类 似 ， 如 果 令 


Ea 
莹 一 从 


= 
那么 
E 一 4 十 8x -aa 0< Il1. 
于 是 拉 格 调 日 弄 余 项 可 以 写成 
《二 上 fu 
R(x) = $+ 全 2 (x — a 
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利用 分 部 积分 法 也 兹 导出 泰勒 公式 余 项 的 一 种 表示 一 一 余 项 
的 积分 表示 。 我 们 先 证 明 以 下 引 理 ， 它 是 站 顿 - 汪 布 尼 兹 公式 的 
推广 . 

引 理 6 设 函 数 pC?) 在 [8,11 上 有 r+1 阶 连续 导数 ， 
出 z 
0 


nt 


$= 0) + 


1 
tr 


证 明 根据 牛顿 - 芋 市 尼 慈 公式， 我 们 有 
$ (1) = 00) th Gas. 
对 上 式 做 分 部 积分 n 次 ， 我 们 得 出 


+ 1. PP dt. 


Yl) = $C0) - 人 (dl 
=¥00) + 0) 十 上 yd -dr 
二 (0 上 和 (0) 一 -人 Da 全 
= $00) TY C0) + 一 二 区 《07 + 了 人 $" CT -dt 


= $0) +¥'C0) ?人 (0) -ml "Cd ~ 


07 0) 1 POF 0) 


= 区 (0) + + 
+ 0 + 中 TOY -1 dt. 口 | 


定理 5 《 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 ) ” 设 函 数 f 在 区 间 了 有 
31 


“z+1 阶 连续 导数 ，o,x eT， 出 
HDHD HY G0) tt 
om 


(x — 4a)" 
人 (1 Na+ttls — od 
换 句 话说 ， 在 这 种 情形 下 ， 泰 勒 公式 的 余 项 表示 成 
R= Ce ets 0))d 
一 一 这 称 为 积分 形 芭 的 余 项 . 
证 明 考察 二 的 国 数 
. w= fa+ tx - a)). 
逐次 对 + 求 导 数 得 
= ti a tx — a), 
= ee 


py) = joa 4 te- DG- a)* 
(FF=1,2,3,""), 
对 (1》 用 3|[ 音 6 就 得 到 所 求证 的 公式 ， [OD 
在 上 一 定理 中 ， 对 余 项 
Raka) = Cl- gt tix — a dt 


用 积分 中 恒定 理 可 得 


R (9 一 -全 二 全 


Fe +DKa 十 昌 Kx 一 a)) (x 一 ae 训 直 和 


C0 0 1 )。 
这 种 形式 的 余 项 称 为 林 西 型 余 项 ， 我 们 得 到 了 带 柯 西 型 余 项 的 泰 
勒 公式 : 


f=10) + 


(x -0) +t: + 0) G4- 0)" 
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+ 全 人 f+ Cg+ (x 一 TY Ix 一 "rt 


{0 1) 
例 12 对 于 fx)=e'， 我 们 有 马克 劳 灯 公式 


gr 二 1 十 x 二 下 一 2 + + 一 +R Ce) 


这 里 的 余 项 玉 ., ,tx》 可 以 表示 为 拉客 朗 日 形式 
Rn) = xs! (0<0<1), 
或 者 柯 西 形式 


及 《3 一 一 一 = 2 


etx (Nisl), 
或 者 积分 形式 
R_ ra = 一人 C1 -Drerd 


作为 比 勒 公式 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 e 是 无 理 数 ， 

例 143 试 证 。 是 无 理 数 . 

证 明 (用 上 反 证 站 》 要 设 。 是 有 更 数 ， 它 表 示 成 分 母 为 NN 
的 分 数 ， 取 nmax {NW ,3}， 根 据 钞 数 e* 的 拉 格 遍 日 形式 的 泰勒 


公式 ， 我 们 有 
a 1 _ 1 [FT 1 e- 
11 2 ny 《二 II 1 


这 里 0<9<1， 因 而 1<<e'<3， 上 式 商 边 梁 以 nt 得 到 
rice- 1 一 -二 )- 2 
* 1! 21 Ti/ . 
但 上 式 左 边 是 整数 ， 而 右边 
es 
0 < n+1 <1. 
这 一 不 朱 说 明 e 不 能 是 有 还 数 . UU 
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例 14 对 于 函数 f(x) = sin w， 我 们 有 马克 劳 林 公式 


3in 区 一 区 一 -+ 和 
这 里 的 祭 项 可 以 表示 为 


RD 一 (Do 《0<4<D， 


_， m2n+1 
一 十 人 一 1 (2n 一 131 二 +R hi 


或 者 
Ruri(s) = 1D wt (01), 


不 者 
R,, mC%) = (1 一 costx dt. 
例 15 对 于 图 数 (x) 二 cosx， 我 们 有 马克 劳 林 公式 


NR 
cosvwt= 1 Tt -一 1 Coan + Rr) 


这 里 的 余 项 可 以 表示 为 


Ri) CD eA" (OLLI), 


或 者 


Ri 一 (Door 《0<5<S1)， 


或 者 


| C— 1)"* wn+? L 加 
R,. ,Cx) Tn 1 上 (1 区 costr dt, 


例 16 对 于 函数 1(*) 二 ln(1t+%)， 我 们 有 马克 劳 林 展 式 

二 
InGT 十 纺 一 < 一 术 十 本 《-1) 7 二 村 届 (x), 
”这 里 的 余 项 可 以 表示 为 


二 


rr 四 
R11.(%) 一 C 1) (n+l1) (14 Ow)" 


(0<D<<17 


3 


或 者 
_ 1 -EY"x"t 。 
R(x) 一 1)" 和 CO és 1 ), 
或 者 表示 为 积分 形式 ，. 
例 17 对 于 孙 数 jx) 二 CQ 十 x)"(x 之 -1), 我 们 有 马 殉 劳 林 
展 式 
(i++xw) 二 1 ax+ el nt 


PAC 一 13， “a= -n+i1) x* 二 RR,. (C(x), 


这 里 的 余 项 可 以 表示 为 


a= 1)" (tan) 一 :一 1 和 mt 
R.,(%) 一 TD C1 + x) 
0<0<1), 
或 者 
R(x) (a— a en 《cx 一 Ph {1— By (1+ Bx) Rn 
(C08<1 )， 
或 者 表示 为 积分 形式 . 
2.c 府 勒 级 数 


设 汞 数 了 在 区 间 了 可 求 导 任 意 多 次 ， a,*€ 了 TJ， 则 对 任意 
的 ne N， 我 们 可 以 写 出 展开 式 


f(0) = Do {x 一 和 + R(x), 


如 果 对 取 定 的 x， 当 r 一 十 cc 时 余 项 是 无 穷 小 
lim R,+ (2) =0, 
那么 就 有 


lm Di 1 (9 (x a) = fx), 
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RNS - a)* 表示 上 式 左 端的 极限 ， 却 规 
定 | 


过 A Co) (x ~ 一 Ji -22(x - oa):, 
于 是 ， 和 和 人 下 就 有 


fx) = -> (x ~ a)’, 
这 时 我 们 说 函数 f(x) 展 成 了 条 车 经 数 ， 或 者 说 泰勒 级 数 
> 富生 (so 收 敏 子 Ko 


特别 地 ， a 二 0 情形 的 泰勒 级 数 ， 又 称 为 马克 劳 宁 级 数 。 
下 面 的 引 理 给 出 了 保证 
Bm Rls) -0 
的 一 个 充分 条 件 . 
引 理 7 设 蜀 数 f(x》 在 区 间 1 可 导 任意 多 次 ， a 1 


RC) =f(%) - 2- oy 


如 果 存 在 正 实数 吾 ,@ 和 自然 数 坟 ， 使 得 
GDHSEO vrel, n>N, 
那么 就 有 
lim R..,(x)=0, 9x€ 
即 函数 f 在 区 间 上 可 以 展 成 泰勒 级 数 : 


FC#) = -oy ， 


特别 地 ， 如 果 存 在 正 实数 .五 和 自然 数 入 ， 使 得 

EH, yxel, n>N, 

那么 销 数 f 在 区 间 7 上 可 以 展开 成 奉 鞠 级 数 . 
证 明 把 余 项 表示 成 拉 格 朗 日 形式 ， 可 得 如 下 的 估计 4 
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1R.(z)1= Te a) 


(n+ 1)! 
《人 xz 一 GD 
《下 十 革 )] 
《YE 
-由 此 易 得 | 
lim R,,.(%) = 0. 七 ] 
例 18 根据 引 理 7 ， 我 们 可 以 在 《- ce 二 ce) 把 函数 sinx 
和 cnsx 甘 开 成 马克 劳 林 级 数 : 


m+ 上 


sins— D2 - 1)* Tah 


下 中 了 


加 a 
和 打 + 闸 一 “+(- 1 < 区 it: ? 
cosx 一 人 De 
|] 
! 委 + 宁 一 tt 1 r+ 


例 19 ”在 任何 区 间 [ -A ,4A]， 函 数 (x) 二 e: 满 是 条 伴 
| FDC 一 le'| se*. 
根据 引 理 7， 我 们 可 以 把 国 数 (x) 二 e* 展开 成 与 殉 劳 宁 级 数 
i 


“ltr+ 条 + + 了 + 


例 20 ”我 们 来 佑 计 函 数 xs)=InKI1+xzx) 的 马克 范 林 公式 的 
对 项 ， 对 于 0<x<c1， 利用 余 项 的 拉 格 妆 日 形式 可 得 


I-1) 和 < 1 
Res) 一 So - 二 n+ -| 


对 于 -~ I<xz<0， 利 用 余 项 的 柯 西 形式 可 得 
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[R(x)1= 1- 1y ~ wx! 


(1+owy)"? 
t 一 各 中 [wl 
<(1F) 1 
| 
Si [a 


(因为 x 这 -I 时 ，1+6x2>1 -站 ， 对 于 00x11 和 一 1<x 之 0 其 
种 情形 ， 由 以 上 估计 都 容易 证 明 
lim RCx) =0. 
因而 ， 对 于 - 1<xs<sl， 前 数 1(%) 二 Int1l 十 *) 可 以 展 成 马 殉 劳 林 
级 数 
CH+ 劝 一 们 人 一 D”™ 入 

一 和 11) 于 十 

三 # ~ 也 + 可 tt 1)" + 
特别 地 , 对 于 x 二 1， 我 们 得 到 ln 2 的 级 数 表 示 式 


一 一 1 _,,, 一 11, 
iIn2 二 1 地 ++ 吝 十 《一 1 一 十 


例 21 考察 函数 ACx) 二 01+)" 的 马 这 劳 林 级 数 展 式 ， 这 里 
的 < 是 任意 实数 (不 妨 设 c 不 是 0 或 自然 数 ) .为 时 , 写 出 梢 数 (x) 
的 咏 克 劳 林 公式 的 柯 本 型 余 项 ， . 


Rx) = Dan) De—ny C1+ ex ) (4 2 
我 们 来 证 明 ， 对 于 ss(-1.0 有 
， ， Tim 县, 《5 一 小 。 
首先 ， 对 任何 *etK-l;l1) 都 有 
ee 


0 < 0 ls 


LF 
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其 次 ， 对 任何 取 定 的 x (一 1,1)， 存 在 9 (0,1)， 使 得 
[x{< gq<1, 
于 是 ， 文 存在 Ne N， 使 得 n>>N 时 


-Dl 
综合 以 - 上 讨论 ， 我 们 得 到 
tl (lar 


ea | a (1- a)."{ 1 -总 | xj 


0 
< | (1 xz) 人 1 -4) grrt 。 


这 证 明了 ， 对 于 任何 x<e(-1,t) 都 有 
lim R, .i(%)= 一 小， 


由 到 


因而 对 这 样 的 x 有 
下 


(G+aD = 和 ( )a 


=0 


=1+ax + e+ 


,ala ~ Dl -n+1),, 
一 一 这 展 式 可 以 看 成 是 二 项 式 定理 的 推广 , 
注 记 一 个 函数 的 泰勒 级 数 并 不 一 定 总 是 收 全 于 这 说 数 自 
身 . 请 看 上 节 例 5 中 的 函数 ， 
如 昱 X00, 
/tx} = { 一 ? 
0, 即 果 x0, 
这 了 团 数 在 原 操 的 各 有 阶 导数 都 等 于 0; 


ns 
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100)=0, f=0, 7 fH =0, "es 
四 而 
SV w=0, 
> 0) =o » 


对 于 这 样 的 本 数 f， 只 要 *>0， 就 有 
< . 


丰 三 只 


$3 国 数 的 四 凸 与 拐点 


5.a 四 函数 


” 设 函 数 f 在 区 间 了 有 定义 .我们 米 考 罕 它 的 图 形 :y= f(x)》 
《xc 了 .如果 这 图 形 上 任意 两 点 〈2,FxD) 和 (xs,f(x:)) 之 
问 的 曲线 段 都 在 联结 这 丁点 的 路 的 下 方 〈 这 意味 着 图 形 是 向 下 方 
此 出 的 》 ， 那 么 我 们 就 说 f 是 一 个 西 函 数 ， 类 似 地 可 以 定义 加 
阔 数 《部 图 形 向 上 方 态 出 的 前 数 ). 

”把 上 面 的 几何 描述 用 式 子 表示 出 来 ， 就 得 到 关于 由 函数 
《加 函数 》 的 正式 定义 ， 我 们 注意 到 ， 联 结 函数 图 形 y= 了 (*》 
上 两 点 

P=(Cx,fCx)) 和 P= f(x,)) 
的 强 可 以 表示 为 参数 方程 
%—= wi tx — x ), 

-re HG) He) ED, 

测 函 数 图 形 介 于 P,,P， 两 点 间 的 曲线 段 可 以 表示 为 
r= 十 2 — x )， 
(rice ay) (CSSD， 

条 件 “图形 y=f(x)》 介 于 PP 两 点 间 的 曲线 自在 联结 这 两 点 
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的 菠 的 下 方 ” 可 以 用 式 子 表示 为 
frt ts SR) + tf(x:) 一 fx.)) 
Cvi€ [0,1]) 
A -wt tx) — FC) + tf(%,) 
CYs [0,1]). 

如 果 记 2 一 1 一 1，&; 二 t， 屠 么 上 式 可 以 写成 更 对 称 的 形式 

foam tax) x) + of (xs) 

(aa dat oa,=1), | 

定义 《 凸 国 数 ) ” 设 消 数 f 在 区 间 有 定义 ， 如 果 对 任意 

的 x ,x EI， 之 x 和 任意 的 myc eas1， 都 有 


(3.1) 站 
那么 我 们 就 说 内 数 了 在 区 间 工 是 《下 ) 同 的 。 

如 果 对 任意 的 wis Ns E 1, XN 和 生意 的 Cs 人 > 有， i 十 
az: 一 TI， 上 而 的 不 等 式 (3.1》 总 十 严格 的 ， 那 么 我 们 就 撞 尔 数 f 
在 区 间 了 是 严格 《下 ) 性 的 . . 

注 记 将 上 面 定义 中 (3.1) 式 的 不 等 号 反 过 来 ， 就 得 到 了 
上 四国 数 的 定 交 ， 

下 面 的 定理 列举 了 辆 函数 定 允 的 若 干 等 价 的 陈述 方式 . 

定理 1 设 孙 数 了 在 区 间 7 上 有 定居 ， 则 以 下 种 项 陈述 筷 
相等 价 ;: 

《1) f 在 区 间 了 是 (下 ) 凸 员 数 ; 
(2) 对 任何 sxse71 ocx 和 介 于 和 与 之 间 的 
任何 *， 都 有 


OS f(r) + et f(x) 


《3} 对 任何 xx ED < 和 人 介 于 和 与 ms 之 间 购 
任何 xs， 都 有 - 
4 


1 x fx) 
1 x f(x) 0 


1 XN fx) 
(4) 对 寿 何 vi Ed 和 人 介 于 *# 与 2 之 间 的 
f(x) fs) f(x) — fe) < x) 一 10 


%—%! 一 各 一 匠 
{5》 对 任何 xx ET 4 和 各 介 于 ww 与 x; 之 间 的 
任何 *， 都 有 
fw) — Fx) < fix) — ft%) . 


加 一 艺 ) 多 一览 
如 果 把 《1L) 中 的 “【 下 ) 凸 ? 改 上 成 “严格 《下 ) 两 ”， 并 
把 已 )，(《3)， (4 和 (5 中 网 各 个 不 等 号 改 成 严格 的 不 等 号 ， 那 么 
修改 后 的 各 条 陈述 也 仍然 是 互相 等 价 的 . 
“证明 我 们 循 以 下 路 线 证 明 所 到 的 各 条 陈 述 是 互相 等 价 的 ， 
“D> 
Cd) SS 8) = (1)” ， 
先 来 证 明 < (1) > (2) >” » 对 于 介 于 高 | 和 充 } 之 间 
”的 x， 我 们 记 . 


Pd GN 
和 这) LT 
显然 有 
oD oateas=1, 
Er i i 
”由 上 函 数 的 定义 可 得 


(x) =f (ax + or) 
.af (x,) 十 qf x) 


一 六 汇 一 过 
+) 。 


EE 则 
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其 次 证 明 * (2) => (3) ”,， 以 (sx 乘 (2 中 的 不 等 
式 可 得 : 
《24: HF ORT) 一 《%z XOF CAI + Cx x fx) 0 。 
这 就 是 


1 加 1 jx) 
1 x fx) 20 
1 x ftxs) 
再 来 证 明 “ (3) 过 (4) ”. 我们 有 


i x fx,) " ,| fe) 
1 弯 f(x) =10 区 一 党 ) 站 一 到 站 


1 om Ka [0 zx fas) -Ho 
一 (x 一 Ea 一 fx)) 
一 羽生 5 人 FA) 一 flix), 


1 x fx,) 0 wx fx) — fxs) 
1 x f(r) |= xX—T fx)— fxXs) 
1 和 fx,) 1 区 3 f Cx:) 


一 《xs — XC CX) -f(x)) 
— Cx, 一 Xf x) 一 f(x.)). 


， 利 用 和 件 (3》 就 得 到 
: HGELCN EINE 1Go) fn) 1) 


Xo— Xe 一 TX 2 一 六 
< (4) 之 (5) ”是 显然 的 . 我 们 最 后 来 证 明 “(5) 
> CD) 0 il 十 Ga 一 1。 
我 们 记 
= x 
=(1 -~ a + GN, 


43 


显然 有 


《5)》 中 的 不 等 式 
7 1- f(r) oo f(%2) -1(%) 
这 一 和 


第 一 大 | 
可 以 改写 成 z 

如 ;一 贡 ,| | 

fC fm) + fr). 


这 就 是 . 
far +t aor) f(x) + of (rs). 口 
注 记 ”我 们 来 考察 凸 函 数 7 二 f(x) 图 形 上 的 任意 三 点 

Pxisf C5)), Plx, fCx)), P(xs, f(x)), 

这 里 设 x 之 x<<x;:， 上面 定理 中 的 《4)》 党 昧 着 ; 
P,P 的 冬 率 才 P,P, 的 斜率 SPP; 的 侨 率 。 

-一 一 这 在 儿 何 上 正好 表示 冰 数 的 图 形 向 下 方 凸 出 《参看 图 
8-2) 。 


”图 8&-2 


人 们 通常 把 下 面 定理 中 的 不 等 式 叫做 颜 森 《Jensen》 不 等 
式 . 


4 


定理 2 设 了 在 区 间 了 古 凸 凶 数 ， 则 对 于 任何 Ni yy 
xae 和 
oa 
Hom tt oar) a x) tt f(x), 
法 


f (Sem, )< Pats) . 


和 二 工 


如 果 1 是 严格 凸 函 数 ， TL Nm 不 全 相同 ， Gs n>0, 六 :十 
十 Ge 一 1 那么 


1 (Dyan, )<> a). 


证 明 用 归纳 法 。 对 于 m=2， 颜 森 不 等 式 显 然 成 立 《 这 
就 是 是 函数 的 定义 ) ， 设 对 于 mm 二 #2 不 等 式 成 立 ， 我 们 来 考察 
| 二 上 +1 的 情形 。 设 jyNiri 1， Gy G49Qir2>0， 并 
ta 


一 了 一人 一 ;i=1,2 +0, 
旭 有 
一] 
和 z 
Nx 二 二 Ax ET, 
于 是 | 


fax ax a. + 
一 捧 人 L 一 如 让 十 于 十 x ) 十 apriTs+:) 
< (1 一 rf OA, + Mm 十 本) 十 Gs (rs+1) 
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< CAR te A OED TF Grrf (KL+1) 
=a f(x) or) sf (x). 
我 们 指出 ， 如 果 f 是 严格 凸 国 数 ， 并 且 #*,,… ,x。 不 全 相 
等 ， 那 么 应 有 严格 的 不 等 式 


(> cm)]< ats) * 


为 说 明 这 一 事实 ， 我 们 重新 审查 上 面 的 归 纳 证 明 . 首先 ， 对 于 
mm 一 2 的 情形 ,显然 有 严格 的 不 等 式 ( 这 就 是 严格 凸 函 数 的 定义 ). 
再 来 考 赛 mm 二 E 十 1 的 情形 。 这 时 有 两 种 可 能 :一 种 是 x *",%， 
不 金 相 等 ， 另 一 种 是 x, 二 二 x,， 但 x,,， 与 这 些 数 不 同 ， 对 前 
”一 种 可 能 情形 ， 上 面 的 归纳 证 明 中 的 最 后 一 个 不 等 号 应 该 是 严格 
的 《根据 归纳 法 的 假设 ) .对 后 一 种 可 能 情 洒 应 有 
4 
因而 上 面 的 时 纳 证 明 中 的 倒数 第 二 个 不 等 号 应 是 严格 的 ， 口 
推论 设 I 在 区 间 了 十 凸 隔 数 ， 出 对 于 任何 和 1 I 
和 8,,… ,BP.>0， 都 有 
1 
景 后， 我 们 指出 ，g 为 由 函数 (严格 四 函数 ) 的 充分 必要 
条 性 是 f= ~-g 为 凸 通 数 〔〈 严 格 凸 著 数 )， 因 此 ， 以 上 关于 凸 函 
数 {严格 刷 函 数 ) 的 一 切 结果 ， 都 可 以 灾 译 成 关于 四 因数 〈 严 格 
史 函 数 》 的 相应 结果 。 我 们 这 里 不 再 细 说 了 ， 请 读者 自己 加 以 补 
充 ， 


5. 和 利用 导数 判 员 四 凸 与 损 点 


.定理 5 设 疼 数 上 在 区 间 工 连续 ,在 产 可 时 . 则 三 在 
区 间 了 为 凸 国 数 〈 严 格 凸 国 数 ) 的 充分 必要 条 件 是 六 在 吓 单 
调 上 升 《严格 单调 上 升 ). 

证 明 ” 鞠 证 条 件 的 必要 性 设 xx 天，x<%r 只 要 
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和 x” 福 是 
XN Ng 
根据 定理 1 中 的 《4) ， 就 一 定 有 
fx) — fA%) <H(%s) 一 f (#1 cH:) 一 jx 


部 一 交 ) 此 :一 时 名 


在 上 式 中 证 < 一 2 x -xi 我 们 得 到 
fd) Ls pw) . 


. NN 中 
于 是 有 
f' Cx x 一 f(x:) 


营 L3 站 这 1 


< 人 sc 二 ay p(y,). 


三 | 
一 一 这 样 就 得 到 了 严格 的 不 等 式 
fC (x). ) 
再 来 考察 条 件 的 充分 性 ， 设 f 在 了 单调 上 升 ， 对 任意 
WisTy Ns ET KN YD 根据 拉 格 明日 中 值 定理 应 有 


Ls) Hy 一 fCE,)s XE LC 


J f= fCé,), XEN 和 
因为 5 之 x 之 5,， 所 以 
(ES (£2) 。 
因而 
fx) ~ Fx,) < F(x) = 1) 


沉 一 芝 | 一 区 
根据 定理 1 ， 我 们 断定 了 是 西 函数 《 对 六 在 1 严格 单调 上 升 
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”的 精 形 ， 可 以 证 明 了 是 磋 格 凸 纹 数 )》 ， 口 
引用 第 四 章 3 中 根据 导数 判别 函 数 单调 性 的 兴 则 ， 我 们 得 
到 以 下 定理 . | 
定理 4 设 项 数 了 在 区 间 工 连续 ， 在 1 可 导 二 次 ， 则 了 
在 区 间 工 为 证 国 数 的 充分 必 票 条件 是 : 
0 yx EF, 

而 了 在 区 闻 了 为 严格 同 铺 数 钧 充分 必要 条 信 是 ， 
fw) 0, YR ET', 

并 且 ff 不 在 1 的 任何 开 子 区 间 上 恒 等 于 0 . 

注 记 关于 二 次 可 导 函 数 为 问鼎 数 徇 条件 ， 也 有 相应 的 结 
果 . 请 读者 自己 加 以 讨论 . 

滑 数 加 同性 改变 的 点 称 为 扣 点 。 更 确切 地 诺 ， 就 是 : . 
”定义 庶 印 数 了 在 [xn 有 定 关 ， 并 且 在 x。 的 左 厂 两 
人 铜 有 不 同 的 凹 上 出 性 ， 则 称 x， 为 了 的 一 个 拐点 ， 

根据 定理 3 ， 对 于 可 导 果 数 了 来 说 ， 拐 点 就 是 1 改变 单 
调 性 的 地 方 《 因 而 也 就 必须 是 矿 的 极 值 点 ?从 这 一 考察 出 发 ， 
我 们 得 到 以 下 的 关于 拐点 的 必要 条 件 与 充分 条 件 . 

定理 5 (指点 的 必要 条 件 ) 设 申 数 了 在 也 (sf 有 定 
义 ， 在 x。 点 有 二 阶 导数 .如果 x。 是 f 的 一 个 拐点 ， 那 么 必 有 

fx) =0., 

定理 6 (拐点 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函 数 在 U(x4,7) 有 二 
阶 导数 ， f(x,) 一 0. 如 果 f(x) 经 过 x， 时 改变 符号 ， 那 么 *， 

定理 7 ( 抠 点 的 第 二 充分 条 件 》 设 消 数 了 在 %% 点 有 三 阶 导 
数 .、 如 果 : 

Fx)=0, ff" (x) AD, 
那么 *。 点 是 国 数 乒 的 拐点 ， 


广 记 和 仿 妥 极 值 的 第 三 充分 条 件 ， 还 可 陈述 关于 攀 点 的 第 三 
4 


充分 乱 件 ， 我 们 这 里 不 再 细 说 了 。 有 兴趣 的 读者 可 自己 进行 讨 
论 . 


$4 不 等 式 的 证 明 


利用 微 积 分 移 方 革 证 明 不 等 式 ， 常 常 通过 以 下 儿 种 途径 ， 
一 、 庶 用 中 信 定 理 或 素 朝 公式 ， 
二 、 考 赛 国 数 的 单调 性 或 航 值 ; 
三 、 考 赛 鹃 数 的 凹凸 性 ; 
四 、 比 较 图 形 的 面积 ， 
请 看 下 面 的 例子 . 
外 对 于 x20， 我 们 有 不 等 


多 号 仅 当 x 二 0 时 成 立 . 
证 明报 据 搁 格 明 月 中 伪 定 弄 ， 应 该 有 


1 人士 二 一 (十 3 一 1ng1 十 他 ) = 
1 <1l. 
因为 
TT < 
(等 号 充当 =0 时 成 立 ) | 
所 以 


1 TE I 十 必 )S 半 


(等 号 仅 当 x 一 0 时 成 立 ). 口 
作为 例 1 的 应 用 ,我 们 来 证 明 ; 对 于 >0, 函 数 (1 + 二 人 
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是 递增 的 ， 而 函数 ( 1 十 于 ) ”是 递减 的 .为 此 ， 我 们 考察 请 数 
fx) 一 后 lnkx 十 7 lnx), 
ECxX}=Cx+t 1 nrt+1) 一 了 0 区。 


因为 

rN 1 
Flx)=1ln(x + 1) ~ lnx 于 

1 
=In(1+)- 和 > 

十 一 

过 

1 


g (x) =ln (xit1)— lnx - 


一 Ia(I+ 工 )- 工 <0， 
所 以 ， 当 0 时 ，f(x》 是 递增 的 ，g(x》 是 递减 的 。 因 而， 当 
x>0 时 
(1 + 二) 一 em 是 递增 的 ， 
多 


人 + 二) ”一 ee 是 遗 减 的 . 


例 2? 求证 ，e 中 1+%，YxE 民 ， 等 号 仅 当 *=0 时 成 立 ， 
证 明 利用 未 蔓 公 式 


t 
2 二] 十 六 + Se 


可 得 
es 二 -多 
这 式 中 的 等 号 仅 当 x 二 0 时 成 立 ， 口 ] 
例 3 (推广 的 伯 努 里 不 等 式 ) 对 于 al， xx -1 我们 
有 
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: C1 x) 1 cvs 
等 号 仅 当 x 一 0 和 肝 成 立 ， 
证 明 我 们 有 


(+ =1+ ax +2 1) + 9) 


1l+tax, YX 一 工 
土 式 中 的 等 号 仅 当 x 二 0 时 成 立 ，。 :上 口 
注 记 例 3 中 的 不 等 式 可 以 改写 成 
us 一 latu 1) Yup>0, 
这 式 中 的 等 号 仅 当 4=1 时 成 立 . 


例 4 求证 
-和 YXx EE (o 三 | 。 


和 


证 明 ”考察 男 数 


sin z 
fix) -| 加 如 时 x 0 
1 间 如 时 = 


这 的 数 在 [0, 了 | 连续 ， 在 《0, 王 ) 可 导 ， 并 且 


党 DS 节 一 3S1 了 T 
1(%) =— 


_ CoS% 加 和 
一 二 一 {2 — tgx) <O, vx e {0, 2 ) 


我 们 看 到 ， 函 数 f 在 | 0, 过 | 是 单调 下 降 的 ， 因 而 


z /GD (FE) vxe [0,3). 
_ 由 此 得 到 
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> 人， YE (Qo, 六 | HL 


例 5 求证 ， ee’ 所 二 二 一， YX<c 1， 


证 明 记 A(x) 一 (i 一 x)e’， 则 有 
f(x)= ~ we”, 
导 姜 数 f(x*) 经 过 x=0 这 一 点 从 正 变 为 负 ， 因而 x=0 是 国 
数 fx) 取得 最 大 值 的 点 .我 们 得 到 
. (1- Xessl, YE RR, 
网 而 


er Y Xl1, 醒 
例 8 考察 函数 
f(x)= -lnx, >0. 
因为 


f° (x) 一 二 >9， Yo>0， 


所 以 了 在 (0,+oco) 是 疡 祝 凸 国 数 . 因而 ， 对 于 Xx 0， 
十 co)， 以 下 的 颜 森 不 等 式 成 立 
站 CC 和 十 ee 于 区 Was) 十 ee fx, ), 
即 
一 lntax 十 十 下， 省 nr + clnx ， 
利家 ee 让 0， 全 ,十 十 站 ,一 工 . 
由 此 得 到 
人 
Ya oO, lt 二 =. 
上 式 中 的 等 号 充当 ”一 ”一 党 一 5 时 成 立 ， 这 里 得 到 的 不 等 式 ， 
是 算术 平均 数 与 几何 平均 数 不 等 式 的 推广 ， 对 于 @, 二 =a。 
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fl 


rr 


二 
mm 


一 ， 上 面 的 不 锋 式 即 为 算术 平均 数 与 几何 平均 数 不 等 式 ， 


例 ?7 淡 p， q>0, 人 十 一 1 。 试 证 


1 


网 


六 st 二 和 YX 0 


等 号 仅 当 + 二 y 时 成 立 . 
证 明 这 是 上 一 例 中 m= 二 2 的 情形 ， 各] 


8 设 1 9 和 是 不 金 为 0 的 非 负 实 数 ， 旦 1 'b, 但 是 


不 全 为 9 的 非 负 实 数 ，p,9>0， 上 + 一 1， 对 于 
上 | 
Wi 9 了 一 
a > 
用 例 ? 中 的 不 等 式 得 


在 五， 1 as 1 br 


Pe oS 
BE 


7 =] 


上 式 两 迪 对 i 二 1 ,2, “nh 求 利 ， 就 得 到 
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这 后 一 下 等 式 对 于 1 全 为 0， 辟 著 间 ,b. 全 为 0 的 
情形， 显然 也 成 立 ， 我 们 征明 了 霍 尔 德 (Hs1lder》 不 等 式 
> “< (Be) (Pe:], 
. i ;Qa 0, &, 1 0。 
常 遇 到 的 一 种 特殊 情形 是 p= 二 9 二 2. 这 情形 下 的 管 尔 德 不 等 式 


> aib, > 1 


吾 ] 二 


注 记 ”和 柯 西 不 等 式 还 有 许多 其 他 证 靶 . 一 种 常见 的 证 雅 用 到 
以 下 二 次 三 项 式 的 判别 式 ， 


DS (a0 +6) 


Be ) 1B 


[| #1 Ee] 


易 一 种 常见 的 证 共用 到 这 样 的 恒等式 ， 
的 
ob 


例 9 设 ce>0， 了 因数 2 在 区 间 [0,ej 严格 递增 并 且 连 续 ， 
是 多 的 反 畏 数 ， 
vw(0)=0, a €[0,c), belo,ygte)], 
通过 图 形 面 积 的 比较 可 得 (参看 图 8-3) ， 


ab<c) p(e)dx +{ yay 。 
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这 不 等 式 称 为 杨 格 〈Young) 不 等 式 . 


例如 ， 函 数 


pr)=x (p>1) 


的 反 国 数 为 


$=" (9 一 ->1) 
”对 这 一 对 函数 9 和 用 杨 格 不 等 式 可 得 
bt (+ =1). 


取 a 二 4，4& 二 5 ， 我 们 重 又 得 到 了 例 7 中 的 不 等 式 
38 


1 1 
F 人 


1 -1 
A:B 一 芝 十 一 
< taB 


(p>0, g>0, 二 二 二 1). 


85， 并 数 的 作 图 

为 了 形象 地 表示 一 个 函数 的 变化 状况 ， 有 必要 利用 函数 的 图 
形 ， 按 照 定 义 ， 函 数 y= 二 f(x) 的 图 形 ， 就 是 0XY 坐标 系 中 一 
切 坐 标 为 

(x, fCx)) 

这 样 的 点 的 集 ， 因 此 ， 作 函数 图 形 最 直接 的 办 法 是 描 点 综 图 法 ， 
但 为 了 标 出 图 形 上 的 每 一 个 点 ， 都 需要 计算 一 次 藻 数 和 .为 了 得 
到 较 维 确 的 图 形 表 示 ， 计 算 工 作 量 是 很 大 的 .我们 希望 尽 可 能 地 
减少 这 一 工作 其 ， 为 此 ， 就 鳌 有 选择 地 进行 描 点 ， 使 得 记 标 出 的 
点 是 最 能 反映 函数 变化 特征 的 “关键 点 "。 例 如 ， 函 数 的 升降 和 
凹凸 等 性 质 转变 的 点 ， 等 等 。 为 了 录 找 这 样 的 点， 可 以 利用 我 们 
前 而 蕊 经 讨论 过 的 求 极 值 点 和 求 揭 点 的 办 法 ， 描 点 作 图 当然 只 能 
在 有 限 的 范围 内 进行 。 为 了 对 函数 图 形 的 全 萄 有 较 好 的 了 解 ， 还 
需要 考察 动 点 沿 旺 数 图 形 趋 于 无 穷 远 时 的 浙 近 状 况 ， 

5.3 求 渐 近 线 

考察 曲线 
Pr y=f(x) 
A AxtBy+C=0 CA + BA0). 
如果 za 时 ， 点 PCx，f(x)) 沿 曲 线 7 趋向 无 穷 远 ， 并 且 这 点 
到 直线 4 的 距离 趋 干 0， 那么 我 们 就 说 ，% 一 a 时 册 线 ?以 直线 
所 为 潮 近 线 ， | 

我 们 米 好 讨 渐 近 线 存在 的 条 件 ， 首 先 注意 到 ， 点 P(x,/(x)) 
56 . 


和 直线 


到 直线 4 的 距离 可 以 表示 为 
| Ax+t+ BiCry tC| 
d(x) 

闲 此 ，x=a 时 昌 线 ?以 直线 2 为 泪 近 线 的 充分 必要 条 忻 是 : 
“94 了 时， 感 了 沿 曲 线 》 趋 疝 无 穷 运 ， 并 卫 

lim (Ax + BAO) +C) = 0 
以 下 分 三 种 情形 讨论 . 
z lim (dx+ Bx} + C=0, 

必须 而 且 只 须 

B=0, Aa+t=0. 

当 这 条 件 注 足 时 ， 祥 近 线 的 方程 为 


x+ 二 0， 
也 就 是 
.和 
x 二 ~ 可 二 4， 
这 时 我 们 说 曲线 yY 二 JLx》 有 坚 直 渐 近 线 
* 二 9. | 


情形 2 x+oo, 对 这 人 情形， 要 使 
jim《4x 十 有 十 C 二 0， 
必须 而 且 只 须 ， 
B50，， 
tim 《4 +8 2) 
m (tHE £) 


党 ， 


日 “bb 十 有 


lim (dx BI(x))= 6, 


这 些 条 件 等 价 于 
了 0， 
， x 4 
lim 1(*) 一 再 二 名 


ad+om 本 

ti (0) ~ ko) = lim (1 ++ ) 
-了 = 
当 这 些 条 件 满 足 时 ， 渐 近 线 4 的 方程 为 


i 


这 时 我 们 说 曲线 y= 一 1(x》 有 和 斜 渐 近 线 
Y=—=Ex 二 6， 


情形 3 x 一 -oo. 对 这 情形 的 讨论 与 情形 2 完 爹 类 似 , 因此 


就 不 重复 了 . | 2 

通过 以 上 分 析 ， 我 们 得 到 结论 ， 

I ， 昭 线 7= fxz) 有 坚 直 浙 近 线 x 二 a 的 充分 疙 要 条 件 是 
函数 f(x) 在 aa 点 有 无 穷 间 断 ， 也 磷 是 

lim fx) =o0 

{这 里 谋 zs ER); 

和 。 曲线 Y= 二/(x) 有 斜 浙 近 线 7 二 kx hb 的 充分 必要 条 件 
是 . 


请 注意 ， 这 里 所 说 的 “多 浙 近 线 ”， 包 括 = 0 的 情形 ， 即 包括 
48 
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BE Mw 


了 水 平 渐 近 线 ， 容 易 看 出 ， 曲 线 二 f(x) 有 水 平 浙 近 线 y= 的 
充分 必要 条 人 忻 是 


Him fr} 6. 


[| 


例 1 求 曲 线 


的 浙 近 线 ( 戎 看 图 8-49。 


由 此 得 知 曲线 y 一 了 千 < 有 竖 直 渐 近 线 
尖酸 一 1, 
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其 次 ， 因 为 


Hm lim— 1, 


pr- 泊 =- .十 区 


所 以 曲线 7 = 入 -还 有 斜 渐 近 线 y 一 x- 1， 


例 2 求 曲线 一。 的 渐 近 线 ， 
解 ” 因 为 
lim e- 盖 一 站 


所 以 曲线 y 一 e-” 有 水 平 渐 近 线 .7=0 (图 8-5) . 


5.b” 描 点 作 图 


在 开始 作 图 之 前 ， 应 对 函数 的 一 般 状 况 作 一 个 天 致 的 考察 ， 
六 乒 出 最 能 反映 函数 变化 特征 的 一 些 关键 性 的 点 ， 具体 步 野 训 
下 : 
一 、 考 寨 男 数 的 定 汉 域 ， 以 确定 在 管 样 的 范围 内 违 点 ; 
二 、 考 举 冰 数 的 奇 钻 性 与 关 期 性 ， 以 蕊 消 拍 避 了 时 揭 放 算 工 作 
晤 : 

三 、 求 衣 数 图形 的 渐 近 线 ; 
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四 、 求 fCx)==V9 的 根 、 并 判别 fCx) 在 其 各 根 间 的 符号 ， 
以 了 解 函 数 jCx) 在 各 有 段 的 升降 与 极 值 的 情况 ， 

五 、 来 (Cx) 一 0 的 根 ， 并 判别 fCx》 在 其 各 根 间 的 符号 ， 
以 了 解 函 数 大 zx) 在 各 段 的 四 西 与 扬 点 的 情况 

六 、 青 有 选择 地 标 出 一 些 有 代表 性 的 点 ， 例 如 图 形 与 各 坐标 
轴 的 交点 等 . 

例 5 作 函 数 y=e-* 的 图 形 . 

解 ” 这 函数 的 定义 域 是 (2,+oo)， 它 是 侦 函数 ， 因 为 

~ lime ~ 
所 以 函数 的 图 形 以 x 辅 为 水 平 渐 近 线 ， 计 算 这 范 数 的 导数 得 ， 
和 一 一 2xe YC—(~2+4dr)e*. 

我 们 列表 讨论 函数 y=e-” 的 升 隆 与 极 值 ， 四 四 与 损 点 ， 


注 记 在 这 全 和 以 下 各 例 中 ， 冰 们 采用 以 下 的 方便 的 符 号 来 
表示 函 教 的 升降 与 叫 几 
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例 4 作 函 数 7 = 于 至- 的 图 形 . 


2 . 
lx: 一 0， 
所 以 图 形 以 * 轴 为 水 平 断 近 线 ， 计 算 冰 数 的 导数 得 
2 2) x 一 3 


Fe? YT Gro) 


lim Y= lim 3 


我 们 列表 讨论 函数 y = 的 升降 忆 极 什 ， 间 同 号 扣 点 ， 


人 中， 


解 ” 这 丫 数 的 定义 域 为 
(~ oo0, IUC-1, +coo), 
因为 
lim y = lim Tx =0os 


yl ee 
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所 以 图 形 有 竖 直 关 近 线 x 一 -1， 文 因 为 


:i 

lim x lim Tx 1, 

J ( y= i 1 
Tx ? 


所 以 图 形 有 和希 渐 近 线 y=-x - 1。 计算 函数 y 一世- 的 导数 得 


2% 二 x 1 1 
tr) (I+x}? 


"2 
7 (if+z) 


我 们 列表 讨论 函数 y 一:- 乞 - 的 升降 与 极 值 ， 凶 凸 与 扬 点 ， 


1 二 


这 函数 的 图 形 描绘 在 图 8 - 8 记 ， 


图 8-8 


例 8 “” 作 函数 7 = 一 和 二 的 图 形 . 
解 这 函数 的 定义 域 是 及 \{ 土 由 ， 它 是 一 个 奇 函数 ， 因 为 


, . * 
lim Y= lim ~ oo, 
二 一 土 J 1 名 一 】 ， 
所 以 函数 的 图 形 以 x= 士 1 为 紧 雪 渐 近 线 。 又 因为 
lim -之 一 lim 艺 二 1，。. 
sm TE sm 1 


9 和 0 
所 以 图 形 以 7 二 x 为 血 靳 近 线 。 为 了 便于 计算 导数 ， 我 们 把 这 加 
数 的 表示 式 写成 
4 


尝 1 1 
Yt 1 ox-1y tat1)" 


于 是 求 得 . 
so 3 
7 1 a 20+riP (el? 


， 1 1 2x(x*:+3) 
7 TIT Gti (Cer-1)’ 


我 们 列表 讨论 函数 的 升降 与 极 值 ， 男 凸 与 者 点 ， 


(V3 ，+co) 


这 国 数 的 图 形 描 答 在 图 8 - 9 中， 
86 方程 的 近似 求解 


从 各 种 实际 间 题 中 ， 人 们 得 到 形式 多 样 的 方程 、 群 究 方 程 的 
求解 ， 是 一 项 有 和 外交 历史 的 数学 课题 .最 初 人 们 关注 于 代数 方程 ， 
尽力 导 求 解 的 公式 表示 . 对 于 一 次 和 二 次 的 代数 方程 ， 这 种 努力 
在 十 代 就 已 获得 成 功 ， 到 了 十 六 世纪 ， 对 于 三 次 和 四 次 的 代数 方 
程 ， 也 找到 了 用 四 则 送 算 和 根 号 表示 解 的 公式 .但 对 于 更 高 次 的 
代数 方程 ， 类 似 的 努力 却 训 无 进展 . 到 了 十 九 世 纪 ， 由 于 阿 贝 尔 
《Abel) 和 人 彻 罗 瓦 《Galois》 的 研究 ， 人 们 才 了 解 到 ， 对 王 高 于 
四 次 的 代数 方程 ， 不 存在 用 四 则 运算 及 根 号 表示 解 的 一 般 公 
式 . 其 实 ， 即 使 对 于 三 次 和 四 次 的 代数 方程 ， 解 的 公式 表示 就 已 
经 相当 复杂 了 ， 除 了 某 些 简单 情形 而 外 ， 一 般 并 不 适宜 于 作 具 体 
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图 -9 


计算 . 对 王 高 于 四 次 的 代数 方 在 以 及 所 请 的 “超越 ”方程 《例如 
像 xlnx -1 一 0 这 样 的 方程 》， 就 更 有 必要 探讨 近似 求解 的 有 效 
方法 ， 
”近似 求解 方程 的 办 法 有 很 多 种 ， 其 一 般 格 局 是 ， 设 计 一 定 的 
程序 ， 使 得 按 这 程序 能 够 产生 一 个 收敛 于 方程 的 根 的 序列 {x.}. 
于 是 ， 我 们 可 以 取 n 充分 大 时 的 x。 作 为 方程 的 根 的 近 侯 值 . 
牛顿 法 《又 称 切 线 法 ) 是 一 种 得 到 广泛 应 用 的 近似 求解 方程 
的 方法 .只 要 初始 点 选择 得 当 ， 由 这 种 方法 产生 的 失信 序列 能 以 
很 快 的 速度 收 化 于 方程 的 根 。 下 面 就 来 介绍 这 种 方法 ， 
设 函 数 f 在 闭 区 间 le, 连续 可 合共 且 满足 条 件 ; 
fa) f(b) < 0s 
fF (x) 0, YX%E[eyBp。 
于 是 ， 由 连续 钞 数 的 介 值 定理 可 知 ， 方程 
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fx)=0 . 
在 《a,b》 中 至 少 有 一 个 解 ， 义 因为 六 数 了 在 [a,b」 是 严格 单 
调 的 ， 所 以 在 这 区 间 中 方 种 的 解 是 唯一 的 ， 记 这 上 队 一 解 为 .下 
面 ， 我们 来 构造 逼近 这 解 的 序列 . 
曲线 Y=/(x》 在 基点 《zx,,flxs)) 处 的 切线 的 方程 为 
Y 一 其 和 十 产 ( 人 xf — Xo). 
为 了 近似 求解 方程 Fs) 一 0， 我 们 用 这 切线 与 x 轴 的 变 点 < 代 
替 曲 线 7Y= 六 xz) 与 x 轴 的 交点 c， 换 句 话说 ， 就 是 用 方程 
FX) +t FF CR) CE 一 4 一 
的 解 x 作为 方程 f(x》 二 0 的 解 = 的 近似 值 。 我 们 求 出 
Fr) 
ff F(x) 
以 x， 代 述 x,， 重 复 上 面 的 手续 ， 又 得 到 
i 
fry 
如 果 这 样 的 选 代 手续 可 以 一 直 进 行 下 去 ， 那 么 就 能 得 到 一 个 数列 
ix.}s : 


TO 二 


Eq 一 | 一 


区 一 1 
Le 
近似 求解 方程 的 这 种 选 代 方 靶 是 牛顿 首先 提出 的 ， 所 以 叫做 毕 顿 
汪 、 我 们 需要 考察 ， 在 怎样 的 条 件 下 ， 击 牛顿 益 产 生 的 进 代 序列 
收敛 于 方程 1(x)=0 的 解 c. 

为 了 恒 于 讨论 ， 我 们 假设 函数 f 在 间 区 间 [a,48] 上 一 阶 连 
续 可 微 并 且 福 足 人 条件 

fa f(b) D, 
fF Cx fF Cr) ED, vYxE€[La,tl. 

在 这 样 的 条 件 下， 关于 哺 数 f 在 闲 区 闻 [a,b] 的 站 下 与 升降 ， 
及 下 四 种 情形 (参看 图 8-10》， 

工 。 ET (fFf >0, Ff >0) 


加 一 上 一 ! 
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二。 四 上 和 开 《 产 > ff<0) 
亚 。 三 下 降 《 三 一 0， 产 全 035 
罗 .。 若 下 降 (ff <0,， 之 0)， 


图 8-10 


分 析 以 .上 四 种 情况 的 粤 型 图 形 ， 我 们 确 偿 ， 只 要 选择 x 满足 
FroOF tx) >0, 


鲍 能 保证 


与 x 在 和 的 间 侧 ， 并 瑟 x! 比 Xp 离 c 更 十 . 因为 在 “ 的 辣 


A(x x) >0, 
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于 是 又 能 保证 


fx) 
FX) 


与 x， 在 = 的 同 手 ， 并且 xs 比 x 离 。 更 近 . 这 样 的 选 八 过 
程 可 以 不 断 进 行 下 去 而 得 到 一 串 数 
一 f(x) n=0,1,2,. 


党 ; 于 光一 


es) 
单调 有 界 序列 fz。} 的 极限 x。 应 袜 足 
“= 
妈 
flxs) =0. 


因而 x 应 是 方程 f(x》 二 0 在 汛 区 间 fc:b 中 的 礁 一 解 5. 
根据 二 上 分 折 ， 我 们 来 证 更， 
定理 1 设 函 数 三 在 闲 区 间 Le,8] 上 芋 阶 过 续 可 微 并 且 满 
是 条 件 
fta) 1b) < 0, 
fF) fA) AD, vxeLa,bli. 
如 果 we [a,6] 使 得 
Axo) fF’ Cx0) >0, 
那么 由 选 代 程 序 


六 


fn) 1 
Fe 
所 产生 的 数列 {x} 单调 收敛 于 方程 f(x)=0 在 [a,5] 中 的 只 
一 解 <. 

证 明 为 确定 起 见 ， 不 妨 设 函数 /在 闲 区 间 [a,6] 是 凸 上 
升 的 ， 即 了 >0，f" 之 0 (其 他 情形 可 类 似 地 讨 论 )。 对 这 情形， 
关于 初始 点 的 条 件 


由 .| 


fix) “ff Cr) > 
69 


f C4) >0s 
也 就 十 
Xo, 
显然 有 
一 ftx,) 
党 | 守 净 |， Cr) oe 
车 记 
fx) 
PX)=% Fx) 章 
则 有 
1 A [LF Cx)]: ~ FOF Cx) _ fOr)F' (x) 
1 OT 
我 们 看 到 
和 tpx)— PCe) 
= (Cx — 0) 
_ EYF CE) 
TE C20 


一 -- 这 里 用 到 了 控 烙 朗 日 中 值 定理 ， 式 中 的 6 满足 条 件 ww 人 >E> 
Ln 
在 ff 之 0，f">0 的 条 件 下 ， 我 们 证 上 明了， 只 要 x 之 ce， 就 
表 
Vox >。 
利用 归纳 法 可 进一步 证 明 
入 及 一 了 2 

数列 ix,} 单调 下 降 并 且 有 下 界 ， 因 而 必定 收获 于 极限 x*。. 在 前 
面 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 这 样 的 x。 应 是 方程 /(x) 二 0 在 闭 
区 间 fae, 刀 中 的 惟一 解 <. 口 

对 于 实际 计算 来 说， 仅仅 知道 近似 序 列 收 敏 于 根 “ 是 不 够 
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的 ， 述 需要 了 解 这 收 仑 的 速度 ， 收 化 速 度 很 悍 的 近似 序列 是 报 本 
不 适宜 于 作 实 际 计算 的 。 对 于 牛顿 法 来 说 ， 只 要 初始 近似 选择 得 
比较 好 。， 收 雍 的 速度 将 是 很 快 的 ， 这 从 俯 下 定理 可 以 看 出 . 

定 班 2 设 隐 数 /在 闭 区 间 [oc,6] 连续 并 有 连续 的 -一 阶 和 
二 阶 导数 ，f'(x) 和 f(x) 在 [sb 不 改变 符号 ，c e (4,6) 是 
f(x) 二 0 的 根 ， 则 按 和 牛顿 法 产生 的 送 代 序列 


xf 一 和 -fe ,n=0,1,2,, 
满足 . 

fxr -el |x, — cl’; 
这 时 


吕 肌 ! 太 ein {f 《z) ” 


M= ,eup, fC. 
证 明 利用 泰勒 公式 


HO) + Gr) Ce- %) + LE) Cos)’, 
我 们 得 到 / 


HD) ED) vs 
| 部 fF (Cx,) 四 2f' Cx,) Ce %.) 时 
即 
CD ,y 
Ce 2F 产 fx Ce 加) 
由 此 好 可 得 到 


[tel x, — el’, 0D 
于 是 ， 只 要 初始 近似 x， 选择 的 比 较 好 ， 有 逼近 序 列 {x,} 将 
以 很 快 的 速度 收 敏 于 根 ec 如果 |x。-e| 的 数量 级 为 10-*， 那 各 
lz 一 ce| 的 数量 级 差不多 可 术 107'*。 


?1 


定理 5 用 牛顿 法 求 根 时 ， 有 以 下 简便 的 误差 估计 
od < Cd), 
这 里 
m= ,nf ro1， 
证 明 利用 中 值 公式 


六 xD) 一 天 一 f° (Ex, CD 
可 得 


因而 
_ [f(xa)] 
ER c| SS 口 ] 


例 T 设 o>0， 试 号 出 用 牛顿 法 求 算术 平方 根 J/ 的 选 代 公 
加 很 Y ox 
解 记 f(x)=x* -a， 则 有 : : 
F(x)=2x 0, F(x)=2>0, Yr > 
用 牛顿 法 求解 方程 x* -a 二 0 的 淡 代 公式 应 为 ， 


_ fx,_1) 
页 一 此 一 ! 一 了 
(X11) 
31 一色 
一 忆 , 一 : ZX 


= 二 (x 十 2 ). 


在 第 二 伺 $3 的 例 3 中 ， 我 们 已 经 看 到 过 这 一 公式 
例 2 试用 牛顿 法 解 方 程 
xlnx — 1=0, 
解 记 f(x)=xlnx 1， 则 有 


了 


f(x)=lnx+1, 1 (0) = 


容易 看 出 ， 在 (0,1) 中 A?) 之 9)， 因 而 方程 无 根 ， 对 于 * 守 1， 
因为 广 (xz >0， 所 以 方程 f(x)=0 至 多 只 能 有 一 个 根 。 及 因为 
fCD= - 1<0, 
f(t2)=21n2—1 
| =ln4~ 1 >0, 
所 以 方程 f(x) =0 的 叭 一 根 在 开 区 间 (1,2)》 之 中 ,我 们 用 牛顿 
车 近 亿 求 这 个 根 ， 因 为 f (2) 与 1 站 (2) 同 号 ， 扎 以 可 取 “= 二 2. 
和 牛顿 法 的 选 代 公式 为 


f(x,) 
Ce 
_ lnx。 一 EL 
加 IJnx, 十 1 . 
十 
”tnx, 十 1 
从 和 一 2 开始 ， 恶 次 进 代 得 
t= -1.77185 
! ln2 十 工 ” ” 
2.77185 
mT Ti 一 024, 
ws 一 276324 一 1.76323. 


Ina1.76324 十 芋 


. 我 们 利用 定理 3 来 估计 谨 盖 ， 因 为 
m= inf |f'(x)]=1, 
王 太 [CE ,2] 
{x 一 es | R000000028., 
我 们 只 选 代 了 三 次 就 达到 相当 高 的 精确 度 ， 


所 以 
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第 九 童 ” 定 积分 的 进一步 讨论 


§1 定 积 分 存在 的 一 般 笨 件 
我 们 把 定 积分 定义 为 极限 
人 Coax= lim oCf,P,é). 


iFl=® 


本 节 就 来 探讨 这 样 的 极限 存在 的 条 件 。 在 第 六 竟 $1 中 ， 我 们 已 
经 指出 ， 腹 使 上 述 极 限 存在 ， 函 数 f 在 [a,8] 上 必须 是 有 界 的 ， 
这 是 定 积分 存在 的 一 个 必 要 条件。 以 下 ， 我 们 在 .i 有 界 的 前 提 
下 作 进 一 步 的 探讨 ”于 是 ， 对 于 [a,8] 的 分 割 
P, d=x nx, =b, 

吗 数 /在 每 一 子 区 辣 [x,-,,*x;] 上 具有 有 窃 的 下 确 界 和 上 确 界 

m= inf ,ft*), Mp f(x). 
我 们 记 

wi = Mm,. 

为 方便 起 见 ， 还 引入 记号 

mo in HO), Msnp, fl), 


和 
w=NM-rn, 
定义” 我们 分 别 把 和 数 
Lf,P) = man 
与 


Uf,P) 3 MA 
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称 为 五 数 了 关于 分 割 P 的 下 和 与 上 和 ， 

对 下 和 与 上 和 进行 研究 是 靶 国 数学 家 达 布 (Darhoux) 倡议 
的 ， 所 以 这 样 的 和 数 叉 称 为 达 市 和 ( 达 布 下 和 与 这 市 上 和 ). 

我 们 注意 到 ， 国 数 f 关于 分 割 PP 的 一 切 积 分 和 《 黎 曙 和) 
ao(f,P,&) 都 分 于 达 布 下 和 与 达 布 上 和 之 间 

工 (六 DSSOCF PEJSSUCCF,P)。 
还 容易 看 出 ， 对 于 给 定 的 分 割 P， 应 读 有 
inf olf ,PE =LC,P), 


sup of,P,£)=U ,PF). 


这 里 的 inf go(f,P,E) 和 sup 0(f,P,&) 分 别 表示 对 一 切 可 能 的 


5 取 olf ,P,8) 的 下 确 界 和 上 确 界 . z 
我 们 将 通过 对 述 布 下 和 与 上 和 的 考察 ， 探 讨 阔 数 f 在 [a,8] 
可 积 的 充分 必要 条 件 . 
引 理 1 对 于 [a,8] 的 分 割 
下 一 Xo< 3 
和 由 PP 添加 一 个 分 点 x [Les 而 成 的 分 着 P', 我 们 有 
(1) Lf ,PYLE DSS P+ olP|, 
C2) UG PU PIU P) -olPl. : 
证 明 下 和 Lf,P)》 与 L(f,P')》 不 国之 处 仅仅 在 于 前 普 药 


项 
mx — Xa—1) 

被 伐 之 坎 

Mat 一 As 二 TI 一 人 9 
这 里 

m= inf Fr) ms 一 inf fw), 

和 [有 和 -二 ssn] 

因而 


?5 


LC ,P') -LL(0,P) 
=m(x ~ Ni) +m: (Cx; 一 多 一 TFI 和 一 4 
一 (ms mx RT mm ), 


但 显然 有 


mi AM,, 
ms 
所 以 
OL(f,P) -Lf,P) 
‘<M 一 mm 一 和) 
<M-nmiP|=olP|. 
这 证 明了 结论 (1) ， 


LO ,PL ,PEL PY + oIP]|, 

至 于 结论 (2) ， 可 以 用 类 似 的 方法 来 证 明 ， 也 可 以 利用 关 

系 式 | 
UCF,P)= -LC-f,P), 

从 结论 《1) 鸦 出 ， 口 

推论 ” 设 分 割 P' 是 由 分 割 了 添加 i 个 分 点 而 成 ， 则 

Q) LO PELG, PYLE, P) +lo|P]}, 

(2) UG PUG, PORUCG,P) -olP1. 

引 理 2 设 P, 和 P, 是 [4,] 的 任意 两 个 分 割 ， 则 有 

LOf,P)SUC ,P,). 

证 明 以 严 表示 由 P， 的 分 点 与 P, 的 分 点 合 在 一 起 作成 
的 分 割 ， 则 有 
LE,PD<SE(F,P) 

UP YU , P,). 口 
以 下 我 们 记 
ap LOG,P), ~ T=inf UO,P). 


这 里 的 sup LC(f,P》 与 inf U(f,P》 分 别 表示 对 [4,8] 的 一切 


了 站 


可 能 的 分 割 了 到 L(f,P) 的 上 确 界 与 U0(f,P)》 的 下 确 界 . I 和 
了 分 别称 为 了 在 [a,5] 的 达 布 下 积分 与 达 布 上 积分 ， 内 引 理 2 
可 知 : 
I<I. 
引 理 3 我 们 有 
(CD lim LY,P)=1, 


《2) lim UC ,P) 一 了 
证 明 因为 
l=sup (Ff,P), 
所 以 ， 对 任何 之 " ， 存 在 分 市 


P,; dX TO—bs 
使 得 


I- FL,P) <L. 
下 面 ， 我 们 指出 ， 只 要 分 割 了 满足 


PPI<a = or 
fT- e<Lf, PL. 
事实 上 ， 加 果 把 由 已 和 PP 的 分 点 合 在 一 起 作成 的 分 割 记 为 P， 
那么 
TL ,P) 
=L(f,P') -Lol|P] 
>=Ltf,P,) ~ iolP! 
>1- 3- 
以 上 的 讨论 已 经 证 明了 
?7 


‘Bim, 天 (本 一 了 
同样 可 证 . | 
Jim UGC,P)=T. 口 
在 作 本 以上 准备 之 后 ， 我 们 来 探 讨 有 界 国 数 了 在 有 界 闭 区 
间 [a,b] 可 积 的 充分 必要 条 件 . 
定理 1 设 ;5< 贡 ， 国 数 在 闭 区 间 [s,8] 有 定妆 并 此 有 
界 ， 则 以 下 三 条 件 互相 等 份 ; 
(1》 对 任何 2 守 0， 存 在 [a,8] 的 分 割 P， 使 得 
UF, PY -LO ,P< es 
《2) 函数 f 在 [a,b; 的 达 布 下 积分 与 达 布 上 积分 相等 ， 
7 一 下 
《3) 函数 f 在 [4,61 可 积 . 
证 明 我们 将 循 以 下 从 径 来 证 明 这 三 条 伞 的 等 价 性 ， 
“ (1 之 (2) > 3) = (1) ”， 
先 来 证 明 “ (1) 之 (2) ”。 殉 为 
0 T= TU PY -LO ,PY, 


。 所 以 条 件 (1) 北 含 


. 0 < — le, Ye0, 
由 此 即 可 得 到 
i=1. 
再 来 证 明 < (2) 之 (8) ”. 记 1=1=7， 则 有 
Bm, De, mn 
又 因为 
LCP) 00, PUY,P), 
所 以 
,Him olf,P,S)=1. 

最 后 ， 我 们 来 证 明 .“ (3》 地 (1》”。 按照 可 积 性 的 定义 ， 

存在 极限 | 
?8 


,lim otf ,PE) =1. 
于 是 ， 对 任何 = > 0， 存在 5 > 0 ,使 得 只 要 |P|< 3， 就 有 
1 -<o(f, P,E) <I+ 当 。 
家 定 一 个 这 样 的 分 疡 P， 让 变动 取 积分 和 的 下 确 界 与 上 确 界 ， 
我 们 得 到 z 
-LOPEUY, PSI+S. 
由 此 得 到 
DC/, 玉 -IChP<s<e， 口 
注 记 从 上 面 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 对 于 在 [a, 亲 可 积 的 
函数 f， 应 有 
人 Keas=TI=I 


下 面 ， 我 们 把 定理 工 改写 为 更 便 王 应 用 的 形式 ， 为 此 ， 先 介 
绍 一 些 记号 ， 允 于 [@,6] 的 分 名 
P; mR 


我 们 记 
OP) =D, ox 
这 里 
vw;= NM,— m,. 
显然 有 
QCf,PY=UC,P) ~ Lf,P), 
因而 


Hm Qf,P)=7-1 
采用 这 样 的 记号 ， 我 们 把 定理 1 改写 如 下 ， 
定理 1 设 a,b€ RR， 六 数 f 在 闭 区 间 La,2b] 有 定 疼 并 二 
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有 界 ， 册 以 下 三 条 件 互 相等 价 

(1)》 对 任意 。 疙 0， 存 在 [4,56] 的 分 割 P， 使 得 

Qf ,Pe 

{2) lim ， QF ,PP7 一 03 

(3) f 在 [es,p] 可 积 ， 

例 1 狂 里 克 革 函数 定 交 为 
1， 如 果 x 是 有 理 数 ， 
0 ， 如 标 “是 无 理 数 ， 
设 a,be 及 ，a<<5， 我 们 来 考察 函数 DC(x) 在 [a,8] 是 盏 可 积 ， 
对 于 L453] 的 任意 分 割 了 PP， 显 然 有 


Dex) ={ 


QD,P) = HD ,0A% 


-Yan . 


=b- a, 
因而 狄 里 克 荣 六 数 DD 在 任何 团 区 间 [a,8]」 工 都 不 可 积 。 
例 2 得 受 国 煞 定 光 为 
1 _ 
R(x) = 性 如 东 xz 《9 一 0) 是 婚约 分 数 ， 
0 ， 如 果 * 是 无 理 数 . 
我 们 来 证 明 国 数 六 在 任 坷 前 区 疝 [a,5] 可 积 ， 
证 明 设 是 在意 正 数 ， 考 赛 闭 区 间 fe,8]」 中 的 所 有 的 铬 
约 分 数 (9>0)， 我 们 可 以 断定 ， 在 这 些 赋 约 分 数 里 ， 芋 多 只 
有 有 了 腿 多 个 能 够 使 得 : 


把 这 有 限 个 既 约 分 数 记 为 
20 


Fs ***s Pi, 


取 [a,8] 的 分 割 了 P， 使 得 


对 这 分 割 P， 我 们 把 (CR,P) 分 大 两 部 分 


0 (CR, P= Ar to A 


其 中 让” 人 Di 入 sw 所 涉及 的 子 区 则 [xs 不 合 有 任何 一 个 Th 
”而 ojAx, 所 涉及 的 子 区 间 [x,-1,%/] 含 有 T,。 因 为 > 的 加 项 


不 超过 2 1 个 ， 所 以 
QR,P) = wart Doar, 


CHB- tA 


2 
一 可 十 可 一 e 。 
这 证 明了 歼 曼 育 数 及 的 可 积 性 . [0 


$2 可 积 函 数 类 


我 们 齐 用 上 节 中 推导 的 充分 必要 条 件 考 罕 可 积 函 数 类 ， 和 将 指 


出 : 这 乓 数 类 对 于 相 加 ， 相 乘 和 取 绝 对 俏 等 运算 是 封 阿 的， 


还 将 


指出 ， 任 何 巡 续 的 函数 或 者 单调 的 沙 数 都 属于 可 积 阔 数 类 。 我 们 


看 到 ， 可 积 妨 数 类 的 范围 是 相当 广 的 ， 
先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1 设 销 数 P 在 区 间 有 定义 .我 们 记 
Mp) sup Px)s mo) =inf PX), 
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四 (一 MP - mip). 

,, 30P, [operx)— ptx | =oCp). 
证 明 对 于 wp) 一 MC@p) -mtp) = 0 的 情形 ， 显然 有 

Sa ， 49 人 YX ) ~ PO |= 0=o(p), 

也 下 证 w(p)= Mp) - m(op) >0。 
对 任何 ”和 ET， 显 然 有 

PUN)— ix) 
人 fs 一 名 人 


则 有 


M9) -mm 一 op)， 


因而 
lotr) -oir ) | op). 
一 方面， 对 于 任何 之 2 之 wtP)， 存 在 x ,x ”EE 了 ， 满 足 条 
性 e 
人 (> -他 
>m(g) + E>r(x"). 
. 于 是 


Px I Px I> Mp) mip) -ee=0 Pp) -2 
[ox )— px) | op) 一 8。 
通过 以 上 讨论 ， 我 们 已 经 证 明了 
.Sup ie 人 (zx ) -px 7 一 fo)。 一 
定理 1 设 国 数 x》 和 gtx) 在 [4,8] 可 积 ， 4 是 常数 ， 
出 。 
C1) f(x)》 士 gtx) 在 [ep 可 和 
(2》Af(x) 在 Lo,5i 可 积 } 
《3) |fC22| 在 [aa 人 可 积 : 
C4) ftx) g(x) 在 [ab 可 积 ; 
《5》 如 果 在 在 常数 4 >0， 便 得 
[f(x) | 4, YE [a,b], - 
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那么 图 数 一 ri 也 在 [ze,58] 村 积 、 


证 明 ‘i 《1) 和 {2) 的 证 明 已 见于 第 六 登 纪 之 中 ,这 
里 我 们 证 明 结 论 《3) ,(4)》 ,(5), 
以 下 用 J;=[%imi，%j」 表示 分 割 了 的 第 六 个 子 区 间 ， 
《3) 因为 
eA)=,, sup, | [F(x YF — Fx) 
< ,sup if lx) -Fw 7) 
=@(f), 
所 以 有 
QC ,PEO ,PF). 
利用 这 一 关系 ， 根 据 可 积 性 的 充分 必要 条 侠 ， 就 可 得 到 结论 
《3) ， 
《4) 可 积 图 数 必 定 蚌 有 界 的， 可 设 
(fC) [KE, gtx) | YE [as 5。 
对 寺 人 在 何 x',x' EJ 应 有 . 
[f(x JECx — flx' etx’) | 
一 Fe -Ce gCx YH f(x (gC) — gCx” DL 
LI) ~ fF) | + KlgC’)— glx yl|, 


oA ELON + Ko(g), 
. 因而 . 
QF PIELH PT EOLUg,P). 
据 些 即 可 得 到 结论 (4)， 
(#2》 我 们 有 


of) eb, Fm re | 


:= sup fx Fx) 
Fi fw” ft ? 
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了 


< 了 up, Hs) -Fe 


于 是 
OF, P)<EQUP). 


” 据 此 即 可 得 到 结论 (5) 。 ” 口 
注 记 上面 定理 结论 〈3) 的 递 命题 并 不 成 立 ， 请 看 以 下 反 
例 ， 
1， 如 果 x 是 有 理 数 ， 
f={ 1， 如 果 «是 无 理 数 . 
这 半数 在 闲 区 间 [0 ,1 ] 不 可 积 ， 但 其 绝对 值 [f(x)| 二 1- 却 是 
[0,I] 上 的 可 积 函 数 ， 
定理 2 设 [o,6] 是 [2 ,5] 的 任意 六 也 区间。 如 果 函 数 
f 在 La ,可 积 ,那么 也 在 [a,8] 可 积 . 
证 明 对 任意 。 >0， 存 在 [5 ,了 ] 的 分 割 了 ,满足 
QP) =U ,PF) -LO,P)<s, 
给 5 添加 分 点 ，Q(f, 五 》 不 会 增加 ， 不 妨 设 五 的 分 点 中 已 包括 
了 es6 珊 点 ,五 在 [e,6 中 的 分 点 给 出 [a,5] 的 一 个 分 割 ， 
我 们 把 这 分 割 记 为 P， 则 显然 有 
QP) SD (fF, Pe. 


”这 还 了 明了 函数 了 在 [ao 可 积 . 一 


定理 5 设 国 数 了 在 用 区 间 fo 有 定义 并 且 单 调 ， 则 # 
在 La,5] 可 积 ， 
证 明 设 了 是 单调 上 和 天 的 ， 对 任意 的 2 六 0, 可 取 


CE 


只 要 Le:oj 的 分 割 
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PP d= 
IPl<6, 


注 足 


0 0,P) = ot, < Do, 


一 5 之 ， [Lf Cw) — fx)] 
—6[L7(b) - fle) < e. 
这 证 明了 了 的 可 积 性 . 

对 单调 下 跨 冰 数 可 作 类 位 的 讨论 . 一 

定理 4  ” 设 冰 数 了 在 闭 区 间 [e,5 连续 则 了 在 Te, 
可 积 ， 

证 明 ”因为 函数 了 在 闲 区 间 [a,81 一 致 连续， 所 以 对 任何 
>0， 在 在 5 六 0， 使 得 只 要 x ,x €[fa,b], 2 -和 | < 
就 有 

(fC) 1x) |< ee. 
考 赛 [a,b1 的 任意 分 割 
卫 : sk 
只 要 1P|<6， 就 有 
OM ms i= ,eR 
对 这 样 的 P 就 有 
Qf ,P= hr 
< 
= -0)= ee. 
这 证 明了 了 在 [a,8] 的 可 积 性 . Li] 
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定理 5 变 畏 数 了 在 La,b] 有 者 ， 并 且 除 去 有 限 个 间断 局 
而 外 ， 在 其 他 各 点 连续 ， 则 了 在 [a,81 可 积 . 


证 明 设 /的 间断 点 为 oycsvever。 对 任何 事先 给 定 的 充 
分 小 的 97> 0， 取 1 个 开 区 阅 

(er -ny ct ny KE=1,", 1. 
这 些 开 区 间 盖 位 了 全 体 间断 点 ， 在 [a, 困 扰 去 帮 ,…,J， 所 余下 
的 有 限 个 疼 子 区 间 上 ， 函 数 f 是 一 致 连续 和 的。 因而 存在 6 > 0 ， 
使 得 只 要 、 
x 3 和 € La,bl\ (Uy, ix -#° |<6, 
就 有 : 


| xz) = (#1 <n. 
取 La,b] 的 分 害 P， 使 得 


IPl<min {0,9}, 
在 分 割 了 的 各 闭 子 区 间 中 ， 至 多 只 有 总 长 度 不 超过 41n 的 一 些 
子 区 间 能 与 菜 个 J， 相交， 我们 把 和 数 QCf,P) 分 成 沽 部 分 。 

0 (f,P) = oA + DO Axi 
其 中 第 一 部 分 > wiAx， 所 涉及 的 子 区 宁 [z， sz] 不 与 任何 天 
相交 ， 第 二 部 分 ,wiAx， 所 涉及 的 每 一 子 区 间 [x/-,,*i1 都 与 
某 个 天 相 变 。 对 第 一 部 分 ， 应 有 mt<.9， 对 第 二 部 分 ， BY 有 
了 Ax<<dly. 于 二 


Cf, Pp) = wAx, + A 


< nD) Axit oS An, 
nb 0) two-din 
一 [人 -60) +4diw1n. 
对 干 剑 何 事 光 给 定 的 >0， 我 们 可 雇 选 取 ”， 合 得 
的 


6 < 9 < pe ? 


对 这 样 的 9 ， 按 上 述 手 续 选 取 的 P 就 能 满足 ， 

QP<LD ~ + dale, 
这 证 明了 f 在 [a, 杂 可 积 ， 口 
最 后 我 们 指出 ， 改 变 函 数 在 有 限 个 点 处 的 芽 数值 ， 不 影 
响 了 的 可 积 性 ， 也 不 影响 如 分 的 值 ， 请 看 下 面 的 定理 . 
定理 6 设 函 数 g 与 范 数 f 都 在 闲 区 间 [a,8] 有 定义 ; 
养 设 除 去 在 有 限 个 点 cye 而 处 ，g 与 的 函数 值 痢 相 等 ， 
即 

gx)=f rx), yx ELabl\ie, ,ec}., 

如 果 f 在 [a,8b] 可 积 ， 那 么 8 也 在 [a,51] 可 积 ， 并 且 


人 ecoaz = f(x)ax. 
证 明 记 

K=maxilgte) ~ fc), , lete) 一 Fe。 
设 P 是 [ap 的 任意 分 贿 ， 则 这 分 割 的 各 亲子 区 间 之 中 ， 至 多 
只 有 2i 个 能 含有 某 个 ce。 于 是 

loCtgP,2) -olf ,PS |<2KIP|. 

由 此 得 知 : 当 IP 一 0 时 ，o(g,P,8) 与 otf, 了 ,#5) 有 相同 的 极 
限 值 。 这 证 明了 害 理 的 结论 口 


33 定 积 分 看 作 积 分 上 限 的 图 数 ， 
牛顿 - 某 布 尼 兹 公式 的 再 过 论 
为 方便 起 见 ， 不 管 a<5 或 是 e>i 我 们 都 用 记号 re,b] 
表示 介 于 a 与。 之 闻 《连同 “jb 在 内 ) 的 所 有 实数 及 集合， 


并 仍 称 之 为 外 区 间 ， 
引 理 ” 设 秃 数 了 在 Te,5] 可 各 ， 并 设 
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(fC) [Sk, yx EfLa,bils 
则 


| 全 KGpaz| Kb- al, 
证 明 鞠 设 ae<<b。、 则 队 

一 下 二 CT 大， vx Erabl, 
可 得 

-KC ofar<KGb -a), 
天 

[$f Car [Ks- ol. 

再 来 看 a>8 的 情形 ， 这 肘 应 有 


|$ fC)ax | = | 全 Kax 


<K|a-b| 
=K|b -al, 口 
设 了 在 [a,8] 可 积 ， 则 对 任何 xe Le,5] 可 以 定 疼 


P(x) = | | fd 


《这 里 为 了 避免 与 积分 上 有 限 相 浪 衫 ， 改 用 + 表示 积分 变 元 )， 
甸 话 详 ， 我 们 末 以 把 定 积分 看 司 积 分 上 限 的 请 数 ， 
定理 1 设 阔 数 f 在 Fe,b]」 可 积 ， 则 陪 数 


Bx) = FED 二 


在 fa, 连续 
证 明 ”可 积 国 数 是 有 界 的 ， 设 
IR, vte La,b]. 
对 任意 x,。€ [ap]， 我 们 有 
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| 更 (xz - Bx)| = 全 /Ga| 


<K|x— |. 
这 证 朋 了 人 史 在 点 的 连续 性 . L] 
定理 2 设 国 娄 在 [a,68] 可 积 ， 0 ob), 如 果 在 
bE 点 连续 ， 那么 孙 数 
oo 一 人 fa 
在 zx， 点 可 导 ， 并 且 
D(C = (x). 
证 明 因为 消 数 在 3 点 连续 ， 所 以 对 任意 2 >>0 ， 存 在 
5 >>0， 合 得 只 要 


， [£— x <6, . 
就 有 
TCD - fa) | <e. 
于 是 ， 只 要 z 
x tla,bl, 0<1ix— x |<6, 
就 有 


| TOPLICS 


区 一 


Si) fd fs) 


_ 1 
pp i 


§_ EC) - ceaai| 


= [OD -xlail 
le 
这 证 明了 

,Pro) 


se X— YX, 


用 类 似 的 办 法 可 以 证 明 ， 对 于 co<<4 的 情形 ， 如 果 阔 数 /在 
09 


=f(* ). 口 


头 区 间 [6.6] 可 积 ， 在 a。 点 有 连续 (在 5 点 左 连续 ) ， 那 么 
茹 数 
BC 一 个 fds 


回 在 a 点 右 人 网 可 导 【 在 6 点 左 侧 可 导 ) ， 并 且 
DDHa) (Bb)=100)). 
因此 ， 如 果 函 数 / 在 闭 区 间 [4,5] 连续 ， 那 么 函数 


Px) = fd 


就 在 闭 区 间 [a,b] 连续 可 微 ， 并 且 
P(x)=fx), YYx Ela,b]l, 
对 于 以 积分 下 限 为 变 元 的 函数 


v= fdt= -YF 


所 有 相应 的 结果 。 只 要 了 在 [se,8] 可 积 ， 这 样 的 函数 就 在 [a ,5] 
连续 . 如果 f 在 x (Casb) 连续 《在 a 点 有 连续 ， 或 在 b 点 
左 连 续 ) ， 那 么 就 在 加 点 可 本 (在 a 上 感 右 全 可 导 ， 或 在 ， 
态 左 侧 可 守 ) ， 并 组 

(CY = — fx,) . 

CE) = 了 0) 或 W008)= -FP)). 

因此 ， 如 果 画 数 了 在 前 区 间 [ap 连续 ， 那 么 国 数 器 就 在 闲 
区 间 [a,8] 连续 可 微 ， 并 且 

wx}= — fr), YaxtlLoa,bl. 
所 有 这 些 结果 都 可 以 仿照 前 面 和 的 讨论 予以 证 明 ， 

我 们 还 可 以 洪 罕 如 下 形状 的 函数 的 可 微 性 ， 
F(x) = 人 IDdt. 
设 菌 煞 2x) 和 "和 亲民 本 La,b! 可 微 ， 并 且 镀 是 条 件 
村 沉 


ds vx JS YE [Labj, 
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如 果 隐 数 / 在 闭 区 间 [4,B] 连续 ， 那 么 菌 数 
Fx) = 人 fds 


也 就 在 用 区 间 fa,57 可 微 . 事实 上 ， 我 们 可 以 取 ce (4,8) 而 


把 函数 F(x) 表示 为 
| Fex) = Ed 一 fly dt. 


上 式 有 端的 每 一 项 都 是 可 微 函 数 的 复合 。 因 而 阴 数 F(*》 在 闭 区 


间 [ae 的 可 微分 ， 并 且 根 据 复合 函数 的 微分 法 则 可 得 


Fea) = for) Cx) — fu Ou Cx). 
和 用 上 上面 讨 论 的 结果 ， 我 们 重新 再 来 考察 牛顿 - 菜 布 尼 冀 公 
式 ， 记 得 在 第 六 合 $2 中 介绍 生 顿 - 莱 布 尼 花 公式 前 时 候 。， 当 时 为 
了 异 隆 证 明 ， 附 加 了 “ 原 函 数 存 在 ”这 一 狠 外 的 条 件 ， 其 实 ， 根 


据 本 节 已 经 进行 了 的 讨论 ， 我 们 陛 驶 作 蝇 这 样 的 判断 ， 任 何 连续 


立 数 都 必定 县 有 原 阔 数 ， 
我 们 将 这 一 重要 结论 写成 定理 的 形式 . 
定理 3 设立 数 了 在 闲 区 间 La,b] 连续 ， 则 


B(x) = 人 Por 
就 是 了 在 [ae,5] 上 的 一 个 原 国 数 .， 由 此 可 知 ， 歼 数 了 上 存 闭 区 间 
Le,b] 上 的 任何 一 个 大 函数 于 都 可 以 性 示 成 如 下 的 形式 : 
(x)= 人 PCDae， 


这 里 的 C 是 一 个 常数 . 

在 第 五 伍 84 中 我 们 曾 谈 到 ， 有 不 少 初等 函数 ， 它 们 的 原 函 数 
不 能 表示 为 初等 钞 数 . 例如， 以 下 这 些 不 定 积分 就 不 能 类 示 为 初 
等 函数 : 


一 他 4 
1。 * dx, Ysinxidx, Veos sdz, 
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人 zaz， (ax, | 
但 一 个 不 定 积分 不 能 用 初等 函数 来 者 示 ， 绝 不 意味 着 这 不 定 积 分 
不 存在 ， 根 据 本 节 的 讨论 ， 我 们 看 到 ， 任 何 连 续 否 数 都 具有 原 消 
数 ， 这 原 函 数 可 以 用 变动 上 限 的 定 积 分 来 表示 . 
本 他 的 定理 3， 实际 上 蕴含 了 丫 顿 - 菜 布 尼 兹 公式 (第 六 价 
82 的 定理 1) .事实 E， 设 了 在 [a,b1 连续 , Ff 是 f 的 任何 
一 个 原 函 数 ， 则 根据 本 节 定 理 3 应 有 


FO) = 人 Faaz+C. 
由 此 可 得 
四 F(D) -PFCo) = 人 f(x)d%, 
也 就 是 | 
人 Kaax=Fc)-FCO=FCD | 。 


$4 ”积分 中 值 定理 的 再 讨论 


下 面 的 定理 是 第 六 章 引 定理 4 的 推广 ， 
”定理 工 (第 一 中 值 定 理 一 一 一 般 形 式 ) 设 函 数 !/ 和 g 在 ta, 站 
可 积 ， 并 且 广 是 以 下 条 件 
mf (XI NM, gtx)0, YYxELa,b], 
则 有 


m) gydxc | fg drM 全 gz)ax。 


特别 地 ， 和 如 有 果 了 在 Le,5」 连续 ，g 在 上 a,&] 可 积 并 且 e Cx)2>0， 
vxt [Lab]， 那么 
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We =AoO gx) dy 


这 里 e 是 [a,81 中 适当 的 后 ， 
证 明 由 定理 移 条 和 件 可 得 
mg(x)s (x) g(r) Metx), vxé[a,b], 
乘积 fCx)g(x》 电 在 [ao 可 积 ， 利 用 积分 的 单调 性 就 得 到 


GD my) gd) fsadrM 人 fdx. 
如 果 函 数 / 在 邹 区 间 fa,p] 连续 ， 那 么 在 (4. 了 D 式 中 可 取 
m= min f(*), M=max Ax) 
考察 连续 函数 
pbx) = x) 人 EC)dt, 

我 们 可 以 把 (4.1) 式 写成 

min Cos 人 jwJE(XD)EXSS mar $C), 
根据 连续 函数 的 介 值 定理 ， 存 在 ce [e, 拉 ， 使 得 


%(e) =) f(s)gCe) dr, 
外 

few)ar= of gx. OO 

应 用 这 定理 于 g(x) 三 1 的 情形 ， 我 们 重新 得 到 第 六 章 旨 的 定 
理 4， 设 函数 了 在 闭 区 间 [4,8] 可 积 《因而 f 在 [a,b] 有 界 ). 
如 果 
mx NM, vx efa,bl; 

那么 

mb oN) fx)dreMCb -由 ， 
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特别 地 ， 如 果 f 在 [a,8] 连续 ， 那 么 存在 ce [e,5]， 使 得 
1 roDax =/C0) 5- 0), 


对 这 后 一 结论 ， 可 作 和 如 下 的 儿 何 解释 ， 


P= x- a). 


因为 


由 连续 曲线 y 二 (x) 与 
直线 x 二 qa， x 一 8b，Y 二 0 
万 围 碱 的 图 形 的 面积 ， 等 
于 以 [Le] 为 床 ， 以 fc) 
为 高 的 蜡 形 的 面积 ， 这 里 
c 是 [a,5] 中 适当 的 点 - 
《参看 图 9 -1)， 

以 下 结论 从 几何 上 和 看 
也 是 有 明显 的 ， 设 (x) 在 


La,5bj] 单 调 下 降 并 且 非 负 ， 


那么 由 曲 线 y 一 f(x》 与 
直线 x 二 9a， x 二 b，Y¥ 二 人 0 
所 图 成 和 的 图 形 的 面积 ， 应 
该 等 于 以 f(a》 为 高， 以 
[a,c] 为 底 的 某 个 矩形 的 
面积 ， 这 里 ee 是 [a,6] 
中 适当 的 点 {参看 图 
9 -2) . 这 一 事实 可 证 
明 如 下 考察 连续 函数 


yD)N arp), 


所 以 存在 ceLo,b]， 使 得 ” 
be) = Ka)ax， 
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纯 
YF)ar=f eo). 

上 述 结果 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 以 下 情形 ， 变 f 在 fe, 归 单调 
下 降 并 且 非 负 ，8 在 [4,6] 可 积 并 且 非 负 ， 则 存在 cefa ,bj， 

人 (xDJSKCXDdY 一 fC gx)as. 
为 证 明 这 结论 ， 只 须 考察 连续 函数 / 

ps) = fa) gd 

并 验证 : z 
yD es) dn). 


通过 更 细致 的 分 析 ， 人 们 发 现 ， 这 里 对 g 所 加 的 条 件 还 可 以 坡 
谢 销 数 g 非 负 的 限制 可 以 取消 ， 这 更 一 般 的 结果 ， 就 是 所 
谓 “ 第 二 中 值 定 理 ” . 

定理 工 , 《第 二 中 值 定 理 的 一 种 情形 ) ” 设 函 数 / 在 Lae,6.] 音 
调 下 隆 并 县 非 贷 ， 函 数 g 在 [a,8] 可 积 ， 则 存在 ct[4,8]， 使 
得 

人 f(r)gCx) dr= f(a) glx)ds. 
证 明 ”考察 连续 函数 


$0) = gad. 


点 前 面 的 分 析 得 到 启发 ， 我 们 试图 征明 . 
min ， VO ear max Vw), 


罕 王妃 妆 ， 


为 此 ， 必 一 些 技 术 性 的 变换 ， 
对 于 ls,b 的 任意 分 割 
晴 ，a 一 Xo<CAic ec =b, . 
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我 们 有 
1. f(a = fx) glx)ds, 

由 此 得 到 
cos Cie- Df) 人。 eax 


一 > Lf) ~ fx) als)ds 


i=] 


EN 0 -fudge lds 


< > 


这 里 工 是 |g(x) | 在 Fa,b] 的 上 者。 从 这 佰 计 可 知 ， 当 ;Pi 一 0 时 ，. 
应 当 有 


> ye- 1 Car fg) dr, 
我 们 来 证 明 : 
,Min PAX) SP) 和. gC)da 
Sm 
为 此 ， 引 入 记号 
G(x) = ee)ds, 


并 作 如 下 变换 ， 
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Er 


> HC. 9 gCX)} dx 

= Df 机 -G(x,_1)) 

= PC) 0) - Pt de) 
= Pu) GC) - St) 

= Pe) 6 - 全 ycCe 


= DUC) - Hx) GD + Hx)IGCx). 


”因为 
Fx) ~ f(x 0, x.) 0 
所 以 : 
Sy dN BX) ds 
= Se) 1) Jes) + HC) 
>{>Ue -六 一 fx) 1 + fx,) } aa nin, CC) 
一 min,, OC). 
同样 可 证 
Sr) gC dxfle) max, CC， 
我 们 证 明了 不 等 式 


1(a) Dn . C(x Sa. D 人 i gCx) dx 
“1 -1 
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ce) max Cx), 


min Wx) Df) 1， gC)dx 
.es, $9). 
在 这 式 子 中 让 |P1 一 0 取 极限 ， 就 得 到 
min (msc fg ds max $C). 


因此 ， 存在 tLo,b], 使 得 


p= f(r) gC) dy, 
也 就 是 、 
人 Keygceax= Ke sa 口 
注 记 在 定理 工 ， 的 证 明 中 ， 关 键 的 一 步 是 作 这 样 的 变换 ， 
和 Ce EC) -Ge 


一 全 [fx -) - fx) GC) + fx CGC.), 


一 般 地 ， 和 对 于 任意 实数 a ,a ,"…,a, 和 五 2， 我 们 有 这 


(A) Vo, ,0B,~ B,,) = Fa, ,ad)Bt a,B, ~ a,B,. 
这 式 又 可 以 写成 z 
CAD Da aB=aB, - SBAa, 


AB,=B,— B,.,, Mi= i -1 
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与 分 部 积分 的 公式 相 类 比 ， 我 们 把 恒等式 (A) 或 者 (A') 称 收 分 
部 求 和 公式 (或 称 Abel 和 差 变 澳 公 式 》. 

定理 开 :《 第 一 中 值 定 理 的 舅 一 种 情形 ) 设 铺 数 f 在 [a， 
5b] 单调 上 升 并 且 非 负 ， 国 数 在 fc,5] 可 积 ， 则 存在 cflLeb， 
使 得 


人 Fe)gCo)ax= AbD) | s(s)dx。 


证 明 记 六 (天 扰 - 芒 ，gi(O 一 EC -人 切 ) 则 fC 和 ) 在 [ -5， 
-a; 单调 下 降 并 且 非 负 ，g.(x》 在 [6, -ao] 可 积 ， 于是， 要 
据 定理 工 ， 存 在 -ee[ -6b, - a]， 使 得 


AACAGL AGAGL 
即 : . 
人 Fe)gCoOaz=FDD gdr. OO 


定理 也 《第 一 中 值 定理 一 一 一 般 情 形 ) ” 设 函 数 f 在 [Fa,6b] 
单调 ， 艺 数 g 在 [se,&8] 可 积 ， 则 存在 ce[La,b]， 使 得 


1 .KegCoas=Aof gCx)dx + f(b) 1 g(a)ds. 


证 明 设 f 是 单调 下 降 的 ， 则 f(x) - 1Cb) 单调 下 降 并 且 
非 负 . 于 是 ， 根据 定理 I,, 存在 ceia, bi, 性 得 
全 Dr - frGe)]gCoaz=[fo) -CD | geaz， 
由 
| fg adr = er) dnt £05) 人 ez)ax， 
对 上 单调 上 开 的 情形 ， 可 作 类 似 的 讨论 ， 。 口 


注 记 ” 设 函 数 / 和 g 满足 定理 五, 的 条 件 ， 又 设 4 玉江 


十 
44 之 大 十 ) 
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如 果 令 


4， 蕴 汪 站 


7) = by, xelasb], 
那么 f 和 g 也 满足 定理 五， 的 条 性 ， 因 而 存在 ce[a,5]， 合 得 


人 FoDeg(oDax= Fo se)am 
邵 
4 Ka) Ce)dz 一 4 ECz)dx。 


特别 地 ， 存 在 cete,5]， 使 得 

YC) gC) ar= tat ) gC dx. 
《请 注意 ， 对 各 种 不 全 的 情形 ， 相 应 的 。 也 不 一 样 ， 但 为 了 记 
号 简 使 ， 我 们 仍 忆 同样 的 字母 表示 。) 

对 于 定理 T; 和 一 般 的 定理 瑟 ， 也 可 作 类 似 的 讨论， 例如 ， 
对 于 f 在 [a, 杂 单调 上 升 并 且 非 灸 的 情形 ， 存 在 se[a, 妇 ， 合 
得 . i - 

1 Ko)gCodx= Fe) 人 gz)dx， 


$5 定 积 分 的 近似 计算 
设 函 数 f 在 [e, 归 可 积 . 如 果 知 道 了 f 的 原 函 数 ， 那 么 
当然 可 以 利用 牛 邮 - 革 布 尼 兹 公式 来 计算 定 积分 人 Kx)ax. 但 对 和 


多 情况 来 说 ， 或 者 f 的 原 范 数 不 易 求 得 ， 或 者 所 求 出 的 原 函 数 
表示 很 复杂 .这 时 用 牛 幅 - 菜 布 尼 顽 公式 计算 定 积分 就 不 方便 了 . 
特别 是 在 许多 实际 问题 中 ， 对 于 所 涉及 的 被 积 困 教 ， 人 们 只 知道 
按 一 定 间隔 测量 而 得 的 离散 数值 ， 并 不 了 解 其 分 析 表 示 式 ， 这 时 
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就 更 无 可 能 通过 原 硝 数 来 计算 定 积分 了 .但 按照 定 积 分 的 定义 ， 
它 是 积分 和 的 和 极限， 人 们 可 以 用 适当 的 积分 和 来 作为 定 积分 的 近 
似 值 .这 就 发 展 册 各 种 数值 积分 法 .本 节 对 数值 积分 的 革 些 方法 
作 一 个 简单 的 介绍 ， 

5,.a 算 形 公式 、 梯 形 公式 与 抛物 线 公 式 


为 了 计算 定 积分 f(x)dx， 我 们 作 区 间 [e, 的 分 割 


P; a=%0N 二 0， 
为 子 便于 作 近 似 计算 ， 可 汰 采取 等 距 分 割 的 办 法 ， 即 令 


Xi 二 全 十 2 2 一 站 ,二 
所 求 的 定 积分 可 以 表示 成 # 项 之 和 
fax= BN fds. 


在 每 一 个 子 区 疝 [xi-1,%:] 上 ， 用 较 简 单 的 图 形 的 面积 来 代替 


| “f(x)ax， 这 是 定 积分 近似 计算 的 基本 想法 .为 了 叙述 方 ， 


ti-—1 


便 ， 我 们 把 这 类 较 简 单 的 图 形 叫 向 基本 图 形 ， 基 本 图 形 的 而 积 应 
该 是 很 容易 计算 的 。 选取 适当 的 和 矩形， 适当 的 梯形 ， 或 者 适当 的 
以 抛物 线 为 顶 的 条 形 作 为 基本 图 形 ， 我 们 分 别 得 到 近似 计算 积分 
的 算 形 公式 、 梯 形 公 式 与 犯 物 钱 公 式 。 

矩形 公式 


| ‘jC dR, 
-> 所 | Jax, 
$e 
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di 


梯形 公式 
YC)arT, 


一 S/H As 


二 到] 


已 一 人 fx + ftw) 
全 之， 2 


2THKzo) 二 21 十 十 (xD) 二 Ko]。 
抛物 绒 公 式 
人 fC) dr ~5, 


z -> da 


这 里 ， 我 们 选择 系数 入 ,ps 二 1, ,4)， 使 得 手 物 线 7 一 
十 AiXdt5 通过 以 下 三 后 * 


《319 站 和 1 ( 开 二 上 和 《xx 
计算 得 


pe 


中 


= 一 人 二 一 多 于 - 十 ?放生 一 X12) . 


一 | 于 2; 十 KN wi) 


十 中 和 十 2 | — 1 
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一 二 [24i(z 十 艺名 -1 十 机 -1 


+ 38 的 4 十 区- 六 十 6pi Cw ~ wi) 


= Gl tusit v0) 
十 二 本 | 各 } + es )+ | 
+ {Adri + us vO ea) 


-1[f¢s) +48 (St ) + fs) |As. 


于 是 ， 按 照 抛 物 线 公 式 ， 积 分 近似 地 表示 为 
fC) adress,, 
这 里 - 
SS. = 二 B21 十 df (二 <) 十 fs) |as 


D+) + 1] 
我 们 看 到 ， 绝 线 公 代 是 人形 公 并 与 形 公 芍 匀 信 组 
1 


"2R.+L 
SR+ aT,. 


注 记 ”我 们 这 里 介绍 的 矩形 公式 ， 取 区 间 [x:-;,x;」 中 点 的 


函数 值 有 (所 二 关于) 作为 短 形 的 高 通常 称 这 种 短 形 公式 为 中 点 


矩形 公 吉 或 中 矩形 公 芭 。 实 际 用 于 计算 的 ,除了 中 和 矩形 公式 而 外 ， 
还 有 去 存 形 公式 种 志 站 形 公 云 靠 ， 
袖 牧 线 公式 及 称 为 举 下 上 (Simpson) 公式 ， 
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5.b 误 交 估计 
为 了 估计 上 了 段 中 所 列 各 近似 积分 公式 的 误差 ， 需 要 考 妊 
1 far HE) — «is), 


和 fr) — LE ss i 
和 
fC 


一 c+ ES 和 + fw) Jn. 
为 书写 简单 起 见 ， 我 们 记 


Le i = Ni Ri 
hs 


vu) =), ,f(x) as, . 


显然 有 
名 0 一 0， VOD=f+tw)+ i ). 
通过 简单 的 演算 即 可 得 到 


1 fr)dx=p 


Hs) ~ 1 ) = hy (0), 


fOr + fs- 1 (人 -X11) = Ch)s 


[fC%) + 4f (生字) + fixs-:) | — Ws) 


+ 
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1F fd)+ Fx) sy 
+ | 蕉 Sm i) | 
2,,, EE 
EE 
所 要 考察 的 三 个 式 子 可 以 分 别 写成 
ph hy C0 PR) hy' Ch) 
和 。 
ph) — Shy' (0 - ji， 


我 们 将 利用 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 来 估计 这 些 式 子 . 为 了 这 个 
目的 ， 进 一 步 计 算 y(w)》 的 各 阶 导 数 ， 
pA =f ctu) 一 天 《Ce 一] 
pu)=f tctutf te uy, 
BI = ctu -fe -yu), 
pI) = t+ (en). 
另外 ， 还 引入 记号 
M:= sap f(x)), 


算 形 公式 的 误 束 估计 
考察 单条 算 形 公式 
). fda f+ ) — x1). 


用 上 面 介绍 的 记号 ， 这 公式 可 以 写成 
pA) hy C0). 
我 们 来 贷 计 其 误 莽 
: $Ch) 一 Ry’ C0). 
为 此 写 出 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 


POD =pC0) + Rp’ C0) + pC0) 
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i 


+ C1 -ep "CRyat, 
注意 到 ¥(0) 一 py?(0)=0， 即 得 到 


Ph) ~ Ep 0) = (1 -Dp" hydt, 
OW AON Re, 
< Wh -Ou 


,YD CaM 
回忆 起 
BY 一 | fx) dz, 


守 ! 十 Wl = Wi Wi 


区 汪 了 


我 们 得 到 
向 比 可 过 一 旨 到 
pa |< bon, 


这 样 ， 关 于 些 形 公式 的 误差 估计 ， 我 们 证 明了 以 下 结果 ， 
定理 ] 谨 国 数 f(x) 在 [e,b 有 二 阶 连 续 导 数 ， 
M,= max [f° (x)|, 


上 Fk 二 二 人 一人， I= 
则 有 
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| Foaz- 一 一 和 Xx: ts: )< < Co-0n 


梯形 公式 的 误 焚 估计 
考察 单条 梯形 公式 
1 jar edt {en) Cu- ). 


它 可 以 写成 
PO hyp’ Ch), 
我 们 来 估计 其 误差 
PO 一 hp CA), 
把 yw 和 都 按 索 勒 公式 展开 得 ， 


yh) =hy C0) +34,0 "Cd, 
ph C0 +h fa- 1 Ch)dt, 


由 此 得 到 
ph) — hyp CE xe 1- 0 -1-0]y" Ga 


4， 
-人 (1- OY" GR ds, 


(YO) = hy’ | sop Co1 -ds 
= sup, [yD TSM,, 
"i _ 4 + 1 (XN; 一 1 
全 fx) dx ” 了 2 (xi I M,, 


-i 


Fer 


汉 样 ， 关 于 覃 撒 公式 的 识 六 入 计 ， 我 们 得到 
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定理 2 ” 设 函 数 f(x) 在 [a,b 四 有 二 界 连续 导数 ， 
M,= max If°(x)|, 


旬 一 站 十 一 中- 一 a)， 一 站 1 ,ny 


贡 有 


Badin) tH) | 他- 
| fds -5 > | 二 志和 
撕 物 线 公 式 的 误差 估计 


图 数 ytu) 的 各 偶数 阶 导 数 在 一 0 处 都 为 0。 因 此， 莽 
hb) -hy C0 和 yD -yD 都 是 及 阶 的 小 量 ， 再 来 考察 


2.,, 和 ， 
Ch -hy (0) ~ Ch), 


我 们 发 现 其 中 的 三 阶 项 正好 抵消 看， 这 差 为 ir 阶 的 小 量 ， 正 男 
为 如 此 ， 挑 物 线 公式 比 矩 形 公式 和 梯形 公式 更 为 精确 。 
率 实 上 ， 我 们 有 


P=hy CO + ES" 0) +Hh ,0 -pC as, 

OEAODES HE 
2! 3110 . 

py 2h, hh, 

$Ch) -0) 名 Wh) 


-0 4 lee 


由 此 得 到 


2 


wh) -pw'(0) -36( | 
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up pT | 
Re 

< Mo 

| TCDas- $ [fe) +4f (be) 


: Wel 一 和 | 二 2 多 


" 《一 如 和 
| roax=s< D0 a. 


这 样 ， 鞭 于 抛物 线 公式 的 误差 估计 ， 我 们 得 到 
定理 3 谈 畏 数 f(x) 在 [4a,51 有 4 阶 壕 续 导 数 ， 
NH, = maxlf'* (x)|, 


各 一 昌 tb 9， | El rr hy 
由 有 有 


|$. f(s)dx— 5, < MM, 


这 里 


S$. = te ) +) |]. 


86 瓦 利 斯 公式 与 司 特 林 公式 
瓦 利 斯 《Wallis》 公 式 把 二 表示 为 有 理 数列 的 极限 : 
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， 1 Dredrenrs Con) 

lim rs 3 C2n — 1) | ， 

司 特 二 (Stirling》 公 式 给 出 nr 充分 天 时 ml 的 渐 近 表示 式 : 
ni 2nn ne {n+o0), 

这 两 个 公式 的 陈述 都 不 涉及 定 积分 .之 所 以 把 这 两 公式 放 酝 本章 

里 介绍 ， 是 因为 我 们 的 证 明 轩 到 定 积分 作为 工具 ， 


二 
= 


6.8 瓦 利 斯 公式 的 证 明 
先 来 计算 定 积分 


wa 
7.=|( sain"xdx {m=0,],2,). 


利用 分 部 积分 公式 可 得 


gj 
“二 一 \ 和 了 “一 有 可 os 党 
自 


= — (sin” x)cos x 湖 + Cm-— 1) 人 (sin™ x)cosix dx 
= {m-1) 人 Csin™™?x)(1 — sin:x)d 
= Cm 一 1 -， 一 《m 一 DF. 
由 此 得 到 递 推 公式 
= m—1 7 


按照 这 递 推 公式 ， 多 别 m 为 青 数 与 m 为 价 数 的 情形 ，7。 的 计 
算 最 后 归结 到 ; 


ms . 
= sin 革 恒 一 1 
外 


这 样 ， 我 们 得 到 
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J (m1)(2n -3)31 x 
(2n) (2n -2) "4:2 2 ? 
{2n) (2n — 2)**d:2 
(C2n+ 1)(2n— 1)3.1? 
n=0,1, 2 .a*. 
如 果 引 入 记号 m1! 表示 那些 不 超过 m 而 又 与 m 同 柯 惕 性 的 自 
然 数 的 乘积 ， 堵 么 我 们 可 以 把 1 表示 为 


[ee " 一 如 果 地 为 偶数 ， 
,= 


{mo— 1)1! 
mn . 和 如果 m 为 奇数 . 


在 作 了 以 上 准备 之 后 ， 我 们 米 证 明 殉 利 斯 公式 . 对 于 se 


:一 


|, 却 ]|， 以 下 不 等 式 显然 成 立 ， 
simtn rs Sin "< 9in is, 
从 0 到 /2 积分 就 得 到 
(= gin "1x < 人 sinrxa “< 全 ain gd x. 


由 此 得 到 
(2n)11! (2n -D11. (2n ~ 2)11 


Cnt Cn ~ 本 1)r1? 
5 < - 
我 们 来 估计 上 了 式 两 凯 式 子 之 益 ， 
(二 - 广 -- pve CNET ] 
-tr 
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站 


(2n)1! 了 1 C2m)1t 了 n 
tim FT C2n — yr = lim -2 | 一 村 
这 就 证 明了 豆 刊 斯 公式 ， 


TT 1; ll (2n)11 下 
2 ”各 +1LK2n-1lor : 


6.b 司 特 林 公式 


在 理论 研究 与 实际 应 用 中 ， 常 常 需 要 估计 al! 的 无 穷 大 的 
阶 ， 一 个 比较 容易 得 到 的 估计 是 : na! 的 无 穷 大 的 阶 介 于 me 
的 阶 与 me 的 阶 之 闻 ， 为 说 明 这 一 事实 ， 需 要 利用 以 下 熟知 


的 不 等 式 z 
(1 + 下 ) <e<1t1 + 二) ， 
起 就 是 


+- 了 《 形 十 Ti 


< pi 


对 下 一 1 2 一 写 册 上 面 的 不 等 式 ， 然后 将 这 些 不 等 式 机 
端 分 别 相 生 ,， 我 们 得 到 


到 = yr ~ < ee 1 人 
由 此 了 即 可 得 到 
了 下 本 
司 特 村 公式 进一步 指 ， n! 的 无 穷 大 的 阶 相当 于 nt es, 
这 公式 断定 


ni 之) = 2 nties, z 
下面 ， 我 们 就 米 证 明 司 特 入 公 式 . 证明 中 澳 要 用 到 这 样 一 个 不 等 
式 . 


0<(nt 评 )m(1 1+) -1<4( -I 
112 


为 了 证 明 这 不 等 式 ， 我 们 将 利用 上 上 节 中 为 什 计 近似 积分 的 误差 者 
p= fx)dx 


应 有 
Yi- 10)= S| -DY Ga 
-有 一- -ydt. 
oi z 
Fx) 0 Yrxe[le-h,ethl, 
那么 、. : | 
MO TACEINE SACPID DL 
于 是 有 . 
(C6.1) hy (OT pO CR Ch) 


这 不 刍 式 境 明 ， 对 于 下 凸 冰 数 ， 定 积分 的 准确 慎 大 于 按照 (中 点 ) 
矩形 公式 计算 的 近似 信 ， 小 于 按照 楼 形 公式 计算 的 近似 慎 . 
现在 考察 这 样 的 情形 : 
(= 一， c=n 二 去 ， 一方 
我 们 有 


f(D)= >0, Ys>0, 


yD =) eyar = 人 ”于 ， 


2 


$0) = 2 = 1 
fh 二 一 
2 
中 . 1 1 
pOD=fetDTf- Dt + 


对 这 情形 ， 不 等 式 《6.1》 成 为 
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bi nik NC 


二) 
2 
由 此 得 到 
1 1 n+ 去 
n+ 工 <n(1 tn )< n(nt 1)? 
2 


. : n 十 二 )》 
1<( "+ 洁 )m(1+ )< 人 全 
0o<( n+ 于)m(l+ 二 )-1< 计 (去 - 吉 )， 


我 们 米 考察 数 列 


nl 


.= eto 
显然 有 : z 
ina 一 (十 于 jna (+ 二 )- 1. 

利用 上 面 证 明 的 不 等 式 即 得 到 
one< 了 (守土 T) 


+1 


1 < ce 4- , 


我 们 看 到 ， 序 列 se。 严格 单调 下 降 ， 而 序列 me 证 严格 单调 上 
升 ， 并 且 显 然 有 
ae “ed, 
和 
0 Ca, ge Tr 
=a, (1-e 1") 
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< (le ty 0. 
由 闭 区 间 套 原理 可 知 ;: 存在 唯一 实数 a， 满 足 


—_l 
中 < < 


lim 不 二 由。 


我 们 证 明了 
C68.2) Rt~inntier: {n+ oo). 
为 了 求 得 a 的 具体 数值 ， 我 们 将 刊 用 吉利 斯 公式 


六 (2n)11 | 
并 (2n 一 1711 


= lim 二 ey 中 

-lim 7 Gy | 
znH1 13 
二 全 | 


= lim 


从 《6.2) 式 得 到 


NIAan*Jie, (C2n) at on) "He, 


将 ai 与 《2m)1 的 渐 近 等 价 表示 趟 代入 豆 利 斯 会 式 交 全 于 


EL. Ti 1 -人 2 2 Ni" le™? 下 
2 2 十 Laf2n8354+ 基 e 一 中 


= Pn sir1 5 (和 。 ) 


以 而 得 到 


hi 


这 样 ， 我 证 明了 们 司 特 林 公 式 


也 裔 是 
或 者 


n1 ~ 2 Me 
ni BR 二) 。 
”我 们 实际 上 证 明了 

. re a < qa 
也 就 是 


1 人) Cnr 人) or. 
车 记 本 
a 一 ~ ml 
站 二 中 i ( 二 ) 
则 有 
< ee< 1. 


于 是 ， 司 特 林 公 式 又 可 以 写成 
n!1 一 Va (2) er, 0< O11. 
对 上 面 的 证 明 稍 必 改 进 ， 可 以 得 到 更 精细 的 表示 式 


nl = 3mn(2) eis, 0 Hl. 
我 们 把 这 部 分 讨论 放 在 附录 中 ， 


附 录 


Vw) 一 人 fr) 


116 


N11 


上 一 市 中 讨论 矩形 公式 与 抛物 线 公式 的 误差 时 ， 曾 导出 以 下 二 式 
$8) -hy C0) = Dy" Gh 


_ 28°00) - Lay 
$0) ~ Sih’(0) -pC 


- . hs 1 了 1 | 4 sy 
= -2 和 ap -了 GD |] Cid. 
对 于 | 
fw) 一 二 c=n 二 十， 有 = 二， 
我 们 有 
f(r) =>0, 


fe) = 0 Ye>0 


pau) ct if (te n>0, 
BO =F Tm Te 0 Yeelo,nhl. 
因而 


hy OCPD) Cy) +E yb), 


Eq 


即 

1 dx 2 1 17 1 1 
< 和 + 二 ( 工 + 一 工 小 
n 十 六 1 入 4 ntl 本 i) 

. 1 

1 1 2 1 1 2 
< + 二 < T ntn+1)’ 

RT -下 开交 


0 <{n + jin(1 + 一 】 -1 < 引 人 1 | 
我 们 证 明了 不 等 式 

0<(n + 二 in{ 1 二 二 -1 < 人 人 -一 
愉 这 一 不 等 式 出 发 ， 重 复 前 面 进 行 过 的 讨论 ， 即 可 证 最 ， 


mi -va (2 过 0 <-5<1. 
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第 十 章 广义 积分 


$1 广义 积分 的 概念 
在 第 六 章 和 第 九 掌中， 我 们 讨论 了 作为 积分 和 的 航 限 的 定 各 
分 
和/Coax = lim, of,P,8). 


为 了 构造 积分 和 ， 就 要 限制 积分 区 间 [oe,8] 是 有 界 的 ;. 为 了 积 
分 和 具有 有 窃 的 极限 ， 双 必须 限制 被 积 函 数 了 是 有 界 的 ， 

本 全 定义 的 广义 积分 ， 将 从 两 方面 突破 原 有 的 服 制 ， 我 们 将 
讨论 展 布 于 无 界 区 间 上 的 积分 《具有 无 穷 积分 限 的 积分 一 一 简称 
万 穷 限 积分 ) 以 及 无 界 尔 数 的 积分 〈( 瑕 积分 》， 


1.8 具有 无 窍 积分 限 的 积分 


定义 1 设 函 数 f 在 [e, 上 + co) 有 定义 ， 并 设 对 任何 吾 >> 
a， 这 函数 在 fe, BR] 可 积 (按照 第 六 章 中 给 出 的 定义 可 积 ， 或 日 
常 广 可 积 》， 如 果 存 在 有 穷 极 限 


GD Him (f(x)ds, 
那么 我 们 就 说 函数 f 在 [a, + co) 广义 可 积 ， 或 者 说 无 穷 限 积分 
9 /Cs)ax 收 病 ， 并 把 极限 值 (1.1) 定义 为 广义 积分 的 值 ， 记 


为 
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人 ea -im fdas 
不 收 化 的 积分 称 为 发 天 积分 - 如 果 极 限 值 (1.1) 为 +ce (或 
-ee)， 那 么 我 们 也 说 积分 4，/ACzdx 发 下 于 十 0 《或 -oo)， 
记 为 

全 Goax =+oo (或 - 


注 记 对 下 限 为 -co 的 积分 ， 可 作 类 似 的 讨论 . 我 们 定 
多 
1 天 和 ?dx 一 im 1 fOr)dx. 


定义 2 设 陪 数 f 在 《- se,Tecc) 有 定义 .。 如果 存在 c 
《-c ,十 ce) 使 得 积分 


全 Faae 和 |, fx)as 
都 收 化 ， 那 么 我 们 就 说 积分 | fCx)as 装 郊 ， 并 定义 


(fC)ar=) frar th fd. 
为 了 说 明 这 定义 的 合理 性 ， 必 须 指 出 所 定义 的 积分 值 不 依赖 
于 “ 的 渔 择 ， 事 实 上， 如 果 ”fx)ax 收 级 ， 那 么 对 任何 ce 
《oo 十 ceo) 都 有 | 
.FCOa = 人 fast fs) ds 
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因而 和 f(xyax 也 旷 伍 ， 并 且 


(1.2) 1 Foax= 人 Ke)4z 二 人 fr) dx. 


同样 ， 如 果 (” /Kx)dyx 收 敏 ， 那 么 对 于 任何 ce(- co 十 co) 也 


有 人 ”Fe)ax 收 敏 ， 并 且 


(1.3》 人 Foax= 人 FoDaz+ 人 FoDda 
从 (1.2) 和 (1.3) 两 式 即 可 得 到 z 
全 Foax 十 1 .ADax= 1 A(x)ax 十 人 f(a 


注 记 ”按照 定义 ， 为 了 考察 函数 /在 《- oo, +co) 的 可 积 
人 性， 必须 检验 以 下 两 个 极限 是 否 存 在 并 且 有 限 ， 


lm fC)as 和 lim 1 fCxy ds 


请 注意 ， 这 里 的 极限 过 程 卫 王 十 oo 与 如 一 -co 是 彼此 独立 的 。 
我 们 实际 上 证 要 检验 以 下 极限 是 否 存在 并 有 限 ， 


Se fs, fa 
如 时 只 考虑 展 布 在 对 称 区 间 [- 互 ,五 ] 上 的 积分 的 极限 ， 
(1.4) lim YC)ax, 


百 一 二 加 


那 就 定义 了 另 一 种 在 较 弱 意义 下 的 收 伍 性 . 如果 极 限 (1.4) 存 
在 并 且 有 限 ， 那 么 我 们 就 说 广义 积分 | /Cw)dx 在 林 西 主 值 部 义 
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下 收 但 ， 并 把 极限 值 (1.4 称 为 广义 积分 人 Fa)dx 的 柯 西 主 
什 ， 记 为 


VP 人 /zax= im 人 fax. 


1.b 环 积 分 


本 用 讨论 某 些 无 界 函数 的 积分 。 我 们 主要 考察 以 下 两 种 典型 
情形 ， 以 及 可 以 归结 为 这 两 种 情形 的 更 一 般 的 情形 . 

情形 1 函数 f 在 [e,8) 有 定义 ， 并 且 对 任何 0<#<b ~ 
a， 这 函数 在 [a,5 一 ] 常 义 可 积 。 对 这 种 情形 ， 酉 数 / 只 可 能 
在 5 点 介 近 无 界 . 如 果 /在 5 点 邻近 无 界 ， 那 么 我 们 就 说 
是 f 的 一 个 环 点 ， 

情形 2 炸 数 1 在 (a,5] 有 定义 ， 并 且 对 任何 0<w<<b 一 a， 
这 荡 数 在 [a 十 #7,8] 常 义 可 积 ， 对 这 种 情形 ，a 点 是 可 能 的 形 ， 
点 . 

定 灸 3 设 函 数 f 在 [a,5) 有 定义 ， 并 设 对 任何 0<o<b -a， 
这 函数 在 [a,5 一 科 澡 义 可 积 ， 如 果 存 在 有 穷 的 极限 


(1.5) lim 人 Fear 


那么 我 们 就 说 三 在 fa, 办 广义 可 积 ， 或 者 说 积分 人 (zax 政 玫 ， 
并 把 航 限 从 《1.5》 定义 为 广义 积分 的 值 ， 即 定义 
[dana ea 


注 记 关于 在 下 限 a。 处 有 正点 的 巩 数 f 的 广义 积分 ， 可 以 
用 类 似 的 方式 来 定义 


1 7Goas 一 lim )., ,fdx. 
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定 久 4 设 a<c<b， 函数 /在 [ee) 和 (ec,p] 有 定义 ， 
并 设 对 任何 0<0<e- ae， 0<9 be, 这 霄 数 在 [ssc ~ 1] 和 
[ee 十 558] 常 交 可 积 ， 如 果 积 分 


(fC) day 和 人 f(x)dx 
者 收敛， 那么 我 们 就 说 广义 积分 | f(z)ds 收效， 并 定义 


: 1 fdr= fart 人 fx) dx. 


注 记 ”按照 定义 ， 为 了 考察 有 队 一 瑕 点 ce (a,5) 的 函数 


在 [a,6] 的 广义 可 积 性 ， 必 须 检验 以 下 两 个 极限 是 否 存 在 并 且 
有 限 ; 


“ 至 一时 让 
lim | Hz)daz 和 lim | fC)dx. 
a 矿 ? 一 全 二 人 


请 注意 ， 这 里 的 淆 个 极限 过 程 7” 一 0 + 与 7 一 0+ 是 梓 此 独立 
的 .如果 只 考虑 ea-n 和 e+n 从 的 两 便 对 称 地 趋 于 z 的 情 
形 ， 只 检验 是 否 存 在 有 穷 的 极限 


ao 加 人 your fe) 
那么 就 定义 了 另 一 种 在 较 弱 意义 下 的 收 伍 性 一 一 柯 西 主 值 意义 下 
的 收 伍 性 ， 这 时 我 们 把 极限 值 〈1;6) 称 为 广义 积分 f(z)dx 
的 柯 西 主 值 ， 记 为 

YP (C2) a = lim (f+ Cas 
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82 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 的 推广 ， 
分 部 积分 公式 与 换 元 积分 公式 
我 们 将 牛 闫 - 蘑 布 尼 效 公式 推广 到 广义 积分 的 情形 。 
定理 1 设 函 数 f 在 fa,+ co》 有 定义 并 且 连续 ， 而 消 数 
F 是 f 在 [zs, 上 co) 的 原 函 教 ， 如 果 存 在 〈 有 穷 或 无 穷 ) 的 极限 
lim F(x) 《这 极限 记 为 FC+ co))， 
那么 就 有 : 
Y, fdr p(t oo) -FoO=FCO|，。 
证 明 对 任意 吾 >a， 我 们 有 
人 fCx)dx = FCH) -~ Fa). 
让 吾 一 十 co 取 极 限 ， 我 们 得 到 
lim 人 foDaz = lim F(H) ~ Fla), 
即 ， 
1， roDaz=FC+eo-FCoO=PGD | .OO 
注 记 对 于 积分 
全 .ADas 与 和 fC)as, 
也 相应 的 后 顿 -来 布 尼 珑 公式 . 共 证 明 与 定 理工 类 似 ， 这 里 就 
不 再 重复 了 ， 仅 将 结论 陈述 如 下 ， 
设 函数 /在 (- eo,6] 连续 ,函数 是 f 在 《- co 的 
原 辐 数 . 如果 存在 航 限 / 
lim F(x)=F(-o0°), 
那么 z 
人 .frCDax= FO -FO oF) | 
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设 函 数 / 在 〈《- co,+eso) 连续 , 函数 下 是 f 在 《-o%， 
+ oo) 的 原 函 数 . 如 果 存在 极限 
Hm F(x)=F(+o00) 利 | lim F(x)—F(~ 00), z 
并 且 PFC+eo)- PC-eo) 有 意义 ( 即 FC+o0) 与 FC~o0) 不 
为 同 号 无 穷 大 ) ， 那 么 z 
和 Fdas= PC+co -区 -co=PCo | 


关于 少 积 分 ， 也 有 相应 的 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 ， 例如， 对 于 
以 上 了 点 为 环 扎 的 积分 ， 我 们 有 : 
定理 2 设 函 数 f 在 [a,b) 连续 ， 函 数 P 是 f 在 [a;5) 
的 原 图 数 . 如 果 存 在 极限 
lim Fx)=F(b-), 
那么 
全 fC)dx=F(6 -) -Flo). 


对 于 广义 积分 (无 穷 限 积分 和 甫 积分 )， 也 有 分 部 积分 公式 . 
例如 ， 对 于 无 穿 上 限 的 各 分， 我 们 有 ， 

定理 5 设 rpEL [eo,+o0), 则 

1 uxIdr (x) =ntx lt Cx) ] 一 oC) gu). 

《这 就 是 说 ， 如 果 上 式 右 端的 式 子 有 意义 ， 那 么 上 式 左 端 也 有 意 
名 ， 并 且 等 于 大 端的 值 ，》 

证 明 ”我 们 有 常 交 积 分 的 分 部 积分 公式 

人 Cs) dos) 一 了 (ef - 一 ( vx)duCs). 

在 这 式 中 让 了 一 十 co， 就 得 到 要 证 的 结果 . [Dj 

对 带 义 积分 的 独 元 公式 取 极 限 ， 可 以 证 朋 广 闷 积 分 的 撞 元 公 
式 . 例如 ， 对 于 以 上 限 为 一 点 的 积分 ， 我 们 有 ， 

定理 4 变 函 数 fx) 在 [oo 扩 连续 ， 国 数 = 一 p) 在 
[2 有) 有 连续 导数 . 如 果 pt) 之 0， Yieta,B),， wt(ta,8)) 
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和 ETP PP 


Ca,b), ya)=—a, rb-)=,, 那 冬 
人 Fedz = fC) CDat 
(这 就 是 说 : 如 果 上 和 式 右 端的 式 子 有 意 闵 ， 那 么 左 端的 式 子 也 有 
痘 又 ， 并 有 等 于 右 端 的 值 ) . 
证 明 对 任何 hE C0,b — a), 记 
n= -9 (bb- hm. 


于 是 有 

及 wp-D=p-n 
lim ， 了 一 必 ， 

利用 定 积 分 的 换 元 公式 可 得 


fa fp) Ca 
= F900) a. 

在 这 式 中 让 一 0 + 取 极 限 就 得 到 要 证 的 结果 .。 口 

下 面 介绍 广义 积分 的 一 些 例子 ， z 

例 1 ” 设 质 量 为 m 的 火箭 从 地 面 发 射 . 试 求 这 火箭 飞 离 地 
球 引力 范围 所 需 做 的 功 . 

解 “ 记 地 球 的 半径 为 R， 则 在 离 地 心 距 离 为 r 的 地 方 ， 火 
_ 箭 所 受到 的 地 球 引力 F 应 满足 


由 此 得 到 


于 是， 这 火箭 飞 离 地 球 引力 范围 所 需 短 的 功 为 
y= 全 meR: 


中 rr 


dr 
lim me (页 - 了 )=meR. 
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如 果 炎 第 达到 速度 p 之 后 就 炮火 靠 惯 性 继续 飞行 ， 为 使 
这 火 第 能 飞 离 地 球 引力 范围 ， 它 的 动能 方 ma 至 少 要 等 于 克服 
地 球 引 力 所 需 的 功 mgR; 


冯 me’ =—msh. 


由 此 可 知 ， 速 度 2 至少 为 
v= 二 2gR . 
以 . 
g=—9.8lm/s:’, R=6371x 10*m 
代 人 上 式 ， 我 们 求 得 
v= 1l.2x 10*m/s. 
每 秒 11.2km- 一 这 就 是 物体 从 地 面 飞 出 地 球 引 力 圈 所 必须 具 有 
的 速度 ， 人 位 把 这 样 一 个 速度 岂 艇 第 二 宁 宇 速度 。 
例 2 我 们 有 


中 my 


一 arc tgX 
和 


全 dx 于 

s 1+w’ 2 

如 果 作 变 元 替换 =tg b 那么 这 积分 就 转化 为 常 义 积分 : 
全 dx - = 人 di 一 


例 35 我 们 有 


1 
二 arc Sin 贞 
[1 


人 a TT 
a ll-—x’ 加 2 “ 
恕 果 作 变 元 在 换 x 一 sin 4， 那么 这 积分 也 转化 为 常 义 积分 : 


| -全 d= 到 


例 4 计算 积分 
4 sin bx dx Coa>0). 
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解 ” 冰 数 (x)=e™"* sin bx 的 原 函 数 为 ; 


a sin Bx-b cos bx 


F(X)= -ee 生 np + Cs 
因而 
Ye ain bx dx = F(x) er , 
殉 5 计算 积分 
$Y imxdx. 
解 ” 据 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 ， 我 们 得 到 
4 lInxdx = (xlnx — «} | 一 一 了 。 
例 6 考 罕 积 分 
1 (a>0) 
和 解 因为 
lnxtt, 者 p= 二 1， 
dx 一 ~ 1 A 
wr? 1 十 C, 项 天 1 
所 了 
too, 才 pl1, 
人 dx 。 ] 
‘a Wr? Cp— 1yar EL 老 p>1 


我 们 看 到 : 所 给 的 积分 当 p>1 时 收 钱 ， 而 当 p<<1 时 发 散 ,， 
如 ， 以 下 积分 都 收 伊 ， 


| 
1 x ” 1 区 
而 以 下 的 积分 都 是 发 散 的 ; 
: 1 

1 名 : 1 Vx 
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例 7 渗 嵌 积分 


人 dx 
0 Wr 
解 ” 因 为 . 
jnat+ CC, 若 7 一 1 
| dx _ 1 
和 了 -a 5 十 种 9 天 1， 
斯 隐 
oo 若 1 1 
人 dx f 
te 了 1~gq bY, 者 gl 


我 们 看 到 ， 所 给 的 积分 当 gc TI 时 收效 ， 而 当 4221 时 发 散 ， 


如， 以 下 积分 旷 禹 ， 


上 


人 dx ， 人 下 

上 并 归 EH " 

例 8 与 上 一 艾 的 情形 类似， 容易 求 得 
f ] + oo, ， 着 g 宇 1， 


GO。 着 9<l 
因而 彼 积 分 


而 以 下 积分 发 散 : 


人 dx 
s {x—a)r 
当 9< 1 时 收 颌 ， 当 gz1 时 发 散 ， 
例 9 ”与 上 两 例 的 情形 类 似 ， 容 易 求 得 
， 9 . 十 Se 车 gr1， 
| -0 阁 g<l 
因而 瑕 积分 


-= 


), yr 


了 了 29 


借 


当 9<1 时 收 禹 ， 当 9 之 1 时 发 散 . 
例 10 ”从 上 面 的 讨论 可 知 ， 积 分 


z 人 2 
是 发 散 的 . 但 这 积分 在 柯 西 主 什 意义 下 收敛 
VP 一 一 一 lim (人 "I + 2 ) 
Mot 一 1 席 入 汪 - 


一 - 了 
ee -ln|al| ) 
nT 一 1 1 


4 sin XX dw 
发 散 ， 和 但 这 积分 在 柯 西 主 值 意义 下 收 徽 ， 


瑟 5 
人 sain 交 dt = 二- cos = 人 0， 
一 亚 . -三 ， 


了 
VP 4 sin ¥ dx = lim 人 sin ww dx = 0。» 
= ow 吾 二 十 后 一 上 


8s 广 闵 积分 的 收敛 原理 及 其 推论 


按照 定 头 ， 广 沁 积 分 . 
人 7Codx 


是 下 而 的 本 数 当 玉 - 十 oo 时 的 要 
BF) 一 人 Fedx. 


依据 关于 函数 极限 的 收 化 原理 ， 这 极限 存在 并 且 有 穷 前 充分 必要 
条 件 是 ， 对 任意 的 > 0 ， 存 在 A>> 0， 使 得 只 要 吉 关 HH>6， 
就 有 z 
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1®BH) - DOH Ne. 
我 们 把 这 陈述 为 ， 
无 穷 限 积分 的 收敛 原理 ”广义 积分 


人 fxdx 
收 证 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任何 六 0 ， 存 在 4^>>0， 使 得 只 要 
HH>A， 就 有 
(Ads| < e. 

利用 这 收 敏 原理 ， 容 易 证 明 以 下 的 比较 知 别 法 出 

无 穷 恨 积分 的 比较 判别 法 ” 设 函 数 f(x) 和 g(x) 在 [ae, 十 co) 
有 定义 ， 在 任何 闭 子 区 疝 Le, 巡 ] 上 - 常 多 可 积 ， 并 且 对 充分 大 的 和 
满足 不 等 式 

f(s) |g(*), Ye LA,+o0). 


如 果 积 分 
( g(a 
收 癌 :那么 积分 
1 Fe)as 
也 收敛 ， 


证 明 对 任何 *>0， 存 在 A A， 使 得 上 只要 HH 了 >>h'， 
就 有 

人 | g(x) dx 8, 
对 这 样 的 如 和 吾 ， 自 然 也 有 


和 fas | 福全 Olas 
< 1， gCoaz<ce 
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推论 设 函 数 /Ge) 在 [e, 二 co) 有 有 定义， 在 其 任何 闭 子 区 间 
[e, 玉 ] 上 常 义 可 积 ， 如 果 各 分 117 [ax 收 然 那么 积分 


和 fCx)as 也 驳 俩 . 


证 明 记 上 om 一 [Fo ， 则 是 然 f(x) 和 glx) 满足 不 等 式 
| 并 SSK) YE [Gy 十 co 小 国 
注 记 这 推论 的 族 命 题 不 成 立 ， 下 一 节 中 的 例题 4 就 是 一 个 
反例 ， 


定义 “如果 广义 积分 人 ”17(s)1dx 收敛 ， 那 么 我 们 就 说 广 
义 积分 | ”f(x)ds 绝对 收效 ， 如 果 广义 积分 人 17 (%) Iax 发 


” 散 ， 但 广义 积分 ”f(x)dx 收 钙 ,那么 我 们 就 说 广义 积分 


人 7 (edx 条 件 收 歼 ， 

本 节 以 上 的 讨论 ， 所 涉及 的 都 是 无 穷 上 限 的 积分 ， 但 类 似 的 
结果 对 无 穷 下 限 的 积分 以 及 双 无 穷 限 的 积分 都 成 立 ， 读 者 可 仿照 
无 穷 上 限 积分 的 情形 ， 陈 述 相应 的 结果 ， 并 给 出 证 明 . 

关于 起 积分 ， 亦 可 进行 类 似 的 讨论 。 相 应 的 结果 陈述 如 下 ， 

儿 积 分 的 收 敏 原理” 设 函数 1(x) 在 区 间 [a,8) 有 定义 ， 在 
其 任何 闵 子 区 间 [a,5 一 9] 上 常 义 可 积 ， 则 刺 积 分 | ”f(x)dx 收 化 
的 充分 必要 条件 是 ， 对 任何 。 沁 0， 存在 6 之 0 ， 使 得 只 要 0 < 
<9<6, 就 有 

人 fodx | < ae， 

更 积分 的 比较 判别 法 ” 设 函 数 f(z) 和 gCx) 在 区 间 [e,5) 
有 定义 ， 在 其 任何 闲 子 区 间 [a,b -中常 义 可 积 ， 并 且 在 点 邻近 
满足 不 等 式 
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[flr), Vxe[b- 6,b). 
如 果 正和 分 人 g(x)ax 收 僵 ， 那 么 形 积 分 ”f(xw)dax 也 收缴 
推论 设防 数 f(x) 在 区 间 [a,8) 有 定义 ， 在 其 任何 闭 子 区 


间 [e,3- 们 常 义 可 积 。 如 果 积 分 | |f(2)1aw 政 总 ， 那 么 积分 
和 Cx)ax 也 收 伍 ， 

定义 ”如果 甫 积分 | 1f(z)1dx 收敛， 那 么 我 们 就 说 瑕 积分 
全 roas 绝对 收 仇 ,如果 积分 《1s) la 发散， 但 积分 


全 Feas 政 伍 ， 那 么 我 们 就 说 艰 积 分 人 Fa)dx 条 件 收 比 ， 


84 广义 积分 收敛 性 的 一 些 判 别 法 


4.a ”无穷 限 积 分 收复 性 的 判别 法 
上 一 市 中 已 经 介绍 了 无 穷 限 积 分 的 比较 判别 法 , 设 函 数 f(x) 
和 gtx) 在 区 间 [e, 二 ce) 有 定义 ， 在 其 任何 闭 子 区 间 [e， 党 
义 可 积 ， 并 且 对 充分 大 的 A 满足 不 等 式 
[f(satr), Yr el[A,+o0). 


如 果 积 分 ”g(x)dx 胶合， 那么 积分 ”f(x)dx 绝对 收敛 . 


具体 地 取 gC*x)= 二 、 作 为 比较 的 标准 ， 我 们 得 到 以 下 判别 


法 : 
”定理 1 设 函 数 f(x) 在 区 间 [e,+oo) 有 定义 ， 在 其 任何 
闲 子 区 周 Lae; 吾 ] 下 党 疼 可 积 . 
《1) 如 果 存 在 A>a, p>1, C2>0, 使 得 
i133 


IS 5 veh, 


那么 积分 
. 人 Foas 
绝对 收 做 ， z 

Cg) 如果 存在 A>a，p<1，C>0， 使 得 

(W126, v4, 
那么 积分 
人 17Ge)1ax 

发 散 . 


为 了 对 充分 大 的 *， 比 较 1f(%)| 与 -5 ， 我 们 考察 以 下 比值 
的 极限 状况 。 


光 


fs ) | 


=x7| f(x)|, 


推论 ” 设 国 数 ft 在 区 间 La, 填 oo) 有 有 定义 ， 在 其 任何 闭 子 
区 间 [e, 号 ] 常 六 可 积 ， 并 设 存 在 极限 
lim x’|f(x)1=8, 


则 有 
《HD 如 果 BT1，B< +co， 那 么 
Cola 


收 总 ; 
2》 如 果 psS1， 有 >0， 那 么 


Yi lds 
发 散 ， 
13 和 4 


证 明 1) 对 于 ea >0， 存在 4 上 0， 使 得 . 
[As) 1 < Ete 


Ea 


YAA 


(2) 对 于 0<es<B， 存 在 A>>0， 使 得 
91> Ya>A. 口 


例 1 判别 积分 写生 dw 是 否 收敛， 


解 ”因为 
ln 长 1 1 
| sa 了 
sin 党 | 


所 以 积分 1 2 二 dx 绝对 收敛 . 


例 2 ”判断 积分 fxrerax 是 否 收 全 . 
解 因为 


lim {xe =lim wtre 一 个， 
所 以 积分 x"e-"dx 收 鼓 . 


例 于 ”判断 积分 人 -24E 半 dx 是 否 收敛 . 


。 ar 。 T 
lim tr" Le tg% J]im aTC FY -一 
EE Ei 下 下 2 


所 以 ， 对 于 p>1， 积分， 和 dx 收 敏 对 于 ps， 


积分 4，-e 8 dx 发 散 ， 
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定理 1 只 适用 于 判别 积分 是 否 绝对 收敛， 为 了 判别 条件 收 
性 ， 我 们 需要 另外 一 些 法 则 、 
定理 2 《多 里 克 莱 判 别 法 ) 设 范 数 / 和 g 在 区 间 [a, + co) 
有 定义 ， 在 其 任何 闭 子 区 间 [a, 琅 ] 圭 常 义 可 积 .如果 
C1) 存在 A>a， 使 得 /在 [A, + co) 上 是 单调 的 ， 并 县 
lim fx) = 0 
(2》 存在 天 >>0， 使 得 
ba gx)dx / ‘<<E, vHse, 
那么 积分 : 
1。 FoDe(eax 
收 禾 . 
证 明 对 充分 大 的 下 和 下 > 之 下 ， 我 们 来 估计 
全 foDgCoas |. 
根据 第 一 中 值 定理 
人 AD eG)ar = 人 saxz+FBD 人 gd 
“于 是 机 
| 全 fa ax [OD | 人 ecoax | 


+t la) 全 gax |. 
容易 看 到 
1 sas =| eaz ~ cas | 


< gCX) dx I+ g(x) ds | 
,2K， 
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同样 有 
2K. 


、 | 全 pCXY dx 
我 们 得 到 
全 fC as 


2KCIAH)T 1FCED71)， 


但 
Tim (x)}=0, 


所 以 对 任 他 。 >0， 存 在 A 守 4， 使 得 只 要 


五 "人 > 五 > 
就 有 
人 rpDgCoas |<aKCIACGDTTIKEOD<e 
这 证 明了 积分 
WHOEE 
的 收敛 性 。 口 


定理 5( 阿 贝尔 判别 法 ) 设 项 数 f 和 & 在 区 润 [a, 二 co) 有 
定义 ， 在 其 任何 闭 子 区 间 [a, 瑞 ] 常 义 可 积 。 如果 
(1) 存在 A>a， 使 得 / 在 [A,+co)》 章 调 并 且 有 界 ， 
(2) 积分 |，g(w)dx 收 合 : 
那么 积分 
1. fe ds 


也 收敛 ， 
证 明 ”因为 函数 f 在 [A, 十 coo) 单调 并 且 有 界 ， 所 以 存在 有 
次 极限 
im iCx}=1. 
im (fx) 一 六 二 0。 
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根据 狐 里 克 莱 判 别 法 《定理 2 ) ， 我 们 断定 积分 
Ke -Delas 
收敛 ， 再 利用 积分 
z 人 BCTId% 
的 收缴 性 ， 即 可 断定 积分 
(fg ds 


收 鼓 ， [0 
注 记 定 娃 3 也 可 根据 收 敏 原理 直接 证 明 (用 第 二 中 值 定理 
. 估计》， 请 读者 自己 练习 。 
”人 例 4 考察 积分 
人 sin % dx, 
判断 这 积分 是 否 收 敛 ， 是 否 绝 对 收 合 . 
解 ” 因 为 


(1》 当 “一 +co 时 ， 函 数 (x) 一 二 单调 下 降 趋 于 0， 
《2) 国 数 g(x) 一 3im x 注 足 
’ sinx dx (<2, vyHO1, 


所 以 积分 
fs 

收 帝 ， 

另 一 方面 ， 我们 有 
| sinx > sin’x _ 1 _ cos2x 
光 = 2% 2x 

通过 类 似 的 讨论 《用 狄 黑 克 某 判 别 疆 ) ， 可 以 断定 积分 

人 
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牙 敏 . 但 已 知 以 下 积分 此 散 于 二 co 


， 所 以 积分 


人 (让 二 -~ 0 ) dx 


也 发 栈 。 由 此 得 知 ， 积 分 


关 


S1 下 各 
过 


| x 
发 散 . 
4.5 ” 开 积 分 收敛 性 的 判别 法 


这 里 的 许多 讨论 ， 与 二 一段 中 的 很 相似 ， 证 明 就 不 一 一 写 出 
了 ， 

定理 T′ 设 函 数 了 在 区 间 〈e, 刀 有 定义 ， 在 其 任何 亲子 区 辣 
[a+7,bj 常 六 可 积 。 则 

C1》 如 果 存 在 Ww 0<q9 所 1，C>0， 使 得 


[fa 和 一 一 一 -一 YX Eq G+ 5), 


《区 一 yr 


那么 积分 | ”f(x)dx 绝对 收敛 . 
《2) 如 果 存在 8>0，q2>1，C>0, 使 得 


i 
PAS ey 


那么 积分 1f(x)1ax 发 散 ， 
为 了 对 充分 接近 于 。 的 x， 比较 |f(2) | 与 -Cyz， 可 以 考 
察 比值 ， 


yx efta,atd), 


一 Ge 
(Cx— a) 
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的 极限 状况 . 

”推论 设 函 数 f 在 区 间 (a, 杂 有 定义 ， 在 其 任何 亲子 区 间 
[e+9,5] 常 义 可 积 ， 并 设 存在 极限 

lim (x- a)*lf(x)|=—B, 


则 有 z 
(D 如 果 0<s<1，B8<+co， 那 么 积分 .1f(s)1dx 收敛 


(2) 如果 92>1，8>>0， 郊 么 积分 1/(<) 1ax 发 数 。 


注 记 ” 对 于 在 上 限 处 有 更 点 前 积分 【FoOdx 以 -< 
为 比较 机 数 ， 可 以 陈述 并 证 明 类 似 的 判别 法， 请 读者 自己 加 以 讨 
论 ， 

例 5 判断 积分 人 -2 和 dx 是 否 收 敏 ， 

解 这 积分 启 是 无 穷 限 积分 ， 在 0 点 又 有 一 个 更 点 。 要 判断 

它 的 收 伍 性 ， 应 分 别 考察 以 下 两 个 积分 是 否 收 化 。 ， 


人 sin 人 Sin 六 


， Py WR 


我 们 已 知道 前 一 积分 是 绝对 收 化 的 《 见 本 证 上 一 段 中 的 例 1)， 还 
容易 看 汉 


lm Vw| SS | 一 外 ml 


rT E 


据 此 可 以 判断 积分 } -区 二 dx 也 是 绝对 收 乱 的 因而 积分 
全 a1n% 


， 区? tr 是 绝对 收 伍 的 . 


例 6 元 和 和 分 ,和 te 的 必 多 和 
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解 ”因为 


。 = | = ~ lnx 
im (1%) i 
一 im 工 ， 
“1- 2 2 
1 .一 
。 “| lnx | — i? lnx 
TI 


所 以 积分 人 ”Iaz， dx 是 绝对 收 人 的 ， 


例 了 7 考察 积分 
Bla, py = 人 ze 一 xy2-idx 


的 收敛 性， 其 中 ec;Be 及 ， 
解 ” 因 为. 


lim xz * [wl — x yat 


= lim (1— x !=1, 
lim (1 ~ we x — x | 


一 lim xs :=1, 
站 一 - 


所 以 ， 当 1~ c<1，1- 月 与 1 时， 也 就 是 < 盖 0， 有 0 时 ， 程 
分 Bax, 有) 收 伍 .对 其 他 情形 ， 这 积分 发 散 ， 
例 8 考察 积分 


了 【本 一 4 ed 


的 站 化 性 . 
解 因为 


lim wx*le™ x | 一 lim e xt!=1, 
T= 十 . 下 一 十 a 
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lim wet 一 lim e *=1, 
r+ 下 自 十 


所 以 积分 厂 (p) 当 1- p<1 时 即 p>0 时 收敛 ， 而 当 1 -p21 妈 
P 亏 0 肝 发 散 ， 

以 下 介绍 环 积 分 条 件 收 敛 性 的 判别 法 . 

定理 2/( 狄 里 克 汪 判别 法 ) 入 函数 了 和 8 在 区 间 〈e, 的 有 
定 交 ， 在 其 任何 闭 子 区 间 [e 十 9 下 常 允 可 积 ， 如果 

(1) 存在 6>>0， 使 得 f 在 (a,a+6) 是 单调 的 ， 并 且 有 

0 
《2) 存在 天 2*0， 使 得 


[alax [SKE, wp>0， 


| fre Cx)ds 
踊 钱 ， 
证 明 只 人 须 用 第 二 中 值 定理 估计 
| 全， FasCoaz |， 


铺 读者 仿照 定理 2 中 的 作法 完成 本 定理 的 证 明 . 口 
定理 3'( 阿 贝 尔 判 别 法 》 设 函数 1 和 g 在 区 闻 (a,6] 有 定 
义 ， 在 其 任何 亲子 区 间 [e+9, 纪 常 多 可 积 ， 如 果 
《17 存在 8S>>0， 使 得 f 在 (a,a++6) 单调 并 且 有 办 
(2) 积分 ,gCx)dx 收敛， 
那么 积分 
人 Fa)gCaas 


也 收 襄 . 
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请 读者 仿照 定理 3 证 明 中 的 作法 ， 自 己 写 出 定理 8’ 的 证 明 . 


注 记 ”关于 在 上 限 处 月 点 的 积分 ， 也 有 类 伺 的 狂 里 死 革 判 
别 法 与 阿 页 尔 判 别 甘 。 请 读者 自己 陈述 有 关 的 定理 并 给 出 证 明 ， 
例 9 考察 积分 


.1 
1 Sin 

L dx 
nm Ed 


解 ”对 于 0<p<t， 因 为 


(0< p22) 


sin | 
二 
所 以 这 时 积分 
. 人 一 下 
绝对 收 敏 . 


对 于 1sp<2， 因 为 铸 数 A(x) 二 x*? 当 wx->0++ 时 单调 趋 于 
0 ， 而 前 数 
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收 化 ,我 们 指出 ， 对 这 种 情形 ， 绝 对 值 的 积分 


: | sin ww 
| bb 
|. wr 
是 发 散 的 ， 窑 易 验 证 
1) .， 2 
IT 一 一 呈 in 一 一 cns 一 
31 __ 和 立 
各? 二 卫生 人 AP 


通过 与 上 面 所 述 的 相 类 似 的 讨论 ， 可 以 说 明 ， 对 这 种 情形 《 即 
1<sp<2 的 情形 》， 积 分 


收 化 又 容易 看 出 ， 积 分 《，- 几 -是 发 刺 的 ， 这 粮 ， 我 们 证 明了 
积分 


是 发 散 移 。 因 而 积分 


. 1 
sin 一 
名 


| bE 


也 是 发 散 的 . 
最 后 来 考察 p==2 的 情形 ， 因 为 


: Sin 1 
人 一 dw 天 68s | ~ eos 人 
当 #9 一 0 二 时 上 式 无 航 限 ， 所 以 积分 


1 Sin 一 一 


下 
| 8 % dx 


发 艇 ， 
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第 四 篇 


多 元 微 积 分 


第 十 一 章 多维 空 间 
81 概 说 


自然 界 中 ， 量 的 相互 依赖 关系 是 多 称 多 样 的 .一 元 汞 数 仅仅 
基 其 中 最 简单 的 一 种 . 汐 了 更 深入 地 认识 复杂 的 客观 世界 ， 需 要 
进一步 考察 一 个 变量 依 另 外 下 个 变量 的 变化 而 变化 的 现象 ， 这 就 
需要 引入 多 元 函数 的 概念 先 请 看 下 面 几 个 例子 . 

例 1 一 定 质量 理想 气体 的 压强 P 依 温 度 了 与 体积 YF 的 变化 
而 变化 ， 这 兄 个 量 之 问 的 相互 依赖 关系 表现 为 气 坊 方程 


p= pyR 六 


其 中 的 上 和 民 是 常量 . 

例 2 地 理学 中 用 海拔 高 度 这 个 量 来 表示 地 形 的 起 伏 变 化 ， 
我 们 知 遵 ， 海 拔高 度 # 随 着 地 理 举 标 (经度 x 与 纬 订 y) 的 变 
化 天 变 化 ， 

h=h(x, yy). 
人 人 们 通过 各 种 测 星 手段 来 认识 这 种 依赖 关系 ， 并 把 所 线 得 的 结果 
画 在 地 形 图 上 ， z 

例 35 直 圆 柱 体 的 体积 六 和 表面 积 5 都 随 底 网 半径 六 和 
高 下 而 变化 ， 

V =1R:8, 
S$=2xrRCR+HY. 

在 讨论 一 元 函数 和 的 时 候 ， 我 们 曾 把 自 变 量 空 化 的 范围 (定义 

域 ) 看 成 实数 轴 朋 上 的 一 个 点 集 六 ， 并 把 函数 / 实 义 为 从 了 到 
及 的 一 个 映 射 
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f. p—>R. 
和 实数 看 成 直线 上 的 点 及 和 而 把 “ 数 ” 与 《 形 ” 紧密 地 结合 和 起 
来 ， 这 对 于 我 们 理解 数学 分 析 的 概念 和 思想 ， 具 有 非常 重要 的 妨 
义 ， 
与 这 种 看 法 相 类 似 ， 我 们 可 以 把 实数 对 《xy) 看 成 平面 及 : 
上 的 点 ， 把 实数 的 三 元 组 (x;7y,z) 看 成 是 三 维 空间 及 :中 的 点 . 
从 一 元 函数 的 和 祖 形 得 到 咎 发 ， 我 们 把 二 元 函数 《依赖 于 两 个 自 变 
量 的 函数 ) 定义 为 从 平面 下 ?前 一 个 点 集 DD 到 及 的 一 个 映射 ， 
f, D—SR. 
作 
R: 
类 似 地 ， 我 们 把 三 元 尔 数 (依赖 于 三 个 自 变量 的 函数 ) 定义 为 从 
三 维 空间 了 下 :的 一 个 点 集 了 到 轩 的 一 个 映射 ， 
f: DP—>R., 
介 
Ri: 
为 了 便于 讨论 m 元 函数 ， 我 们 先 介绍 m 维 空间 的 概念 . 
定义 依次 排列 着 的 m 个 实数 
Cx “ 
被 称 为 一 个 m 元 有 上 序 实数 组 ， 险 一 切 可 能 的 m 元 有 序 实 数组 
所 组 成 的 集合 
R= {x a) | a ER} 
被 称 为 nm 维 空间 ， 每 一 个 m 元 有 序 实数 组 都 被 称 为 这 空间 的 
点 . 
对 于 一 般 的 m 维 空间 ， 我 们 类 比 于 三 维 空间 的 情形 引 人 许 
多 几何 式 的 术语 ， 这 些 形象 化 的 术语 ， 可 以 启 发 我 们 的 几何 直 
现 ， 帮 助 我 们 进行 理解 和 记忆 . 
我 们 把 m 元 国 数 定义 为 其 m 维 空 间 的 点 集 DD 到 及 的 一 个 呐 
射 ; 
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f: Dp—2R. 
门 
R"™ 
注 记 我们 在 其 中 生活 的 现实 空间 当然 是 三 维 药 ， 但 为 了 讨 
论 某 些 问题 的 方便 ， 和 项 要 考 岩 更 高 维 的 空间 ， 例 如 ， 对 于 相对 论 
的 讨论 来 说 ， 景 好 把 空间 与 时 间 联 系 在 一 起 来 考 寨 ， 把 我 们 的 空 
间 看 成 由 三 个 空间 方向 与 一 个 时 间 方 向 组 成 的 四 维 空间 ， 又 如 ， 
为 了 考察 由 N 个 质点 组 成 的 力学 系统 的 运动 ， 我 们 需要 用 3N 
个 数 ( 所 有 这 些 质 点 的 坐标 》 来 描述 这 系统 的 位 置 状 况 . 换血 话 
说 ， 这 系统 的 每 一 位 置 状 况 ， 要 用 3 维 空间 中 的 一 个 点 来 天 
在 讨论 一 元 函数 的 微 积分 的 时 候 ， 我 们 不 只 是 简单 地 把 实数 
轴 (一 维 空 间 》 和 看 成 一 个 集 各 ， 而 且 还 要 考 虚 实数 系 的 代数 运 
算 ， 还 要 区 有关 的 极限 过 各 例如 ， 导 数 的 定义 就 已 经 涉及 到 
这 些 方 面 ， 
os ft fx) 
f= lm 


为 了 讨论 m 元 函数 的 微 积分 ， 先 要 对 m 维 空间 的 代数 结构 
与 距离 结构 作 一 香洲 赛 。 这 将 是 下 一 节 的 主要 任务 


多 维 空间 的 代数 结构 与 耻 离 结构 


党 对 所 采 骨 的 记号 作 一 简单 的 说 明 ， 
二 维 或 三 维 空 间 中 的 点 ， 通 常用 (x,7) 弃 (x,7Y,x) 这 样 的 
记号 来 表示 一 一 这 里 的 zy 或 *,7y;z 是 点 的 坐标 。 对 于 更 一 般 
的 m 维 空间 ， 我 们 用 (x1,… ,x.》 表 示 这 空间 中 的 点 ， 并 把 x 
叫 向 这 点 的 第 了 个 坐标 ， 对 某 些 稍 形 ， 可 以 用 单 外 一 个 大 生字 


” 母 来 表示 一 个 点 ， 例如 用 P= (x, 一 ,Xo 玉 表 示 华 标 汶 各，*… 


的 点 ， 等 等 ， 但 对 一 般 精 形 ， 更 方便 的 作法 是 ， 用 小 写 5 字 且 未 
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民 * 中 的 点 ， 并 肝 园 一 字 上 入 附 以 标号 i 表示 读 点 的 第 i 个 华 标 ， 
例如 

2 ps + )s 

yi 3 了 oj 
等 尝 . 

我 们 常 癌 还 需要 考 窗 及 "中 点 的 序列 ， 这 时 又 要 用 下 标 来 表 

未 序列 中 的 序号 ， 为 了 避免 可 能 产生 的 混淆， 最 好 把 坐标 的 手 号 
放 在 右上 角 ， 即 把 及 * 中 的 后记 成 这 梓 的 形式 

T= ). 
采用 这 种 写 兴 时， 切 不 可 把 上 标 与 苹 咱 的 方 次 相 混 湛 . 加 果 要 表 
未 第 个 坐标 的 上 次 方 ， 就 要 写成 

Cr. 

把 毕 标 的 编号 放 在 右上 角 的 写法 ， 使 用 起 来 非常 方便 . 这 样 的 符 
号 系统 ， 在 张 量 分 析 、 和 微分 几何 等 学 科 中 得 到 广泛 的 应 用 .我 们 
推荐 这 种 写法 ， 亿 :也 不 排斥 其 他 记号 《只 要 用 起 来 方便 而 又 不 引 
起 混淆 ). 


2.28 及 ”的 代数 结构 
我 们 既 可 以 把 


X= Cx! ,x ) 

看 成 平面 二 坐标 为 x* 和 x* 的 一 个 点 ， 叉 可 以 把 它 看 成 始点 在 
(C0,0) 终点 在 (x',x:) 的 一 个 向 量 . 对 于 更 谈 维 的 情形 ， 
我 们 也 来 取 类 似 的 说 灶 ， 栈 把 x 二 《x!,…,x") 称 为 一 个 点 (把 
ml” 称 为 这 点 的 坐标 ) ， 驴 把 x 二 (x! ,x") 称 为 一 个 向 

量 《把 xs” 称 为 这 向 量 的 分 量 ). 
对 于 平面 上 前 向 量 ， 可 以 用 几何 的 方式 定 闵 加 站 和 数 乘 运 
算 。 用 分 量 来 表示 加 法 和 数 乘 的 规则 为 : 
H+o=Cw+t ow 二), 
一 【AL 


这 里 
uu), ov, EER, ACR. 
与 二 维 (或 三 维 ) 的 情形 相 类 比 ， 对 于 更 高 维 的 商量 ， 我 们 通过 
分 量 定义 加 茧 与 数 乘 运算 如 下 : 
下 二 及 一 《十 证 加》 
A = CAw' ye AD 

这 里 

u(y ool ERR", AcER. 
这 样 定 多 的 加 法 和 数 蔷 ， 使 RR* 成 为 一 个 实 线性 空间 ( 实 辣 量 空 
_ 闻 ) ， 换 名 话说 就 是 ， 及 "具有 实 线性 空间 的 代 效 结构 . 


2,b 及 ”的 距离 结构 
. 平面 上 向 量 w= (vw!,w:)》 的 长 度 lall 可 按 匀 了 股 定 理 计 算 邵 
下 ; 
ll = CY + Cw 
我 们 把 lull 吗 逢 向 量 zx 的 范 数 《或 模 ) ， 范 数 具 有 以 下 性 质 : 
CN,Y jal2>0，Yue R:， 并且 
lull=0<—>u = 0 
CN,) (Aull= Au vAaeR, ut R’ 
CN,) lutellssllzll+fel, Yea,veR’. 
性 质 CN,》 和 (CN,) 可 直接 从 天 示 式 | 中 = Ca + Cw) 站 出 . 
性 质 (N,》 即 三 角形 不 等 式 ， 三 角形 两 边 长 论 之 和 大 于 第 三 边 的 
长 度 . 
玉 面 上 任意 两 点 4 与 + 之 间 的 距离 可 以 表示 为 
du = Cu 0) + 
也 就 是 
du = | ol. . 
对 于 更 高 维 的 空间 取 *， 我 们 定义 问 量 一 (oa 的 范 
数 《或 模 ) 如 下 : 
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al = Ce) FC 

这 样 定 义 移 范 数 仍 具 有 以 下 这 些 性 质 ， 

CN [lull 守 0，Yu ee 及 "， 并 月 

| 一 0 一 0 

NS) 1jall 一 141lal， YAER，ze 了 下” 

《下 和 全 十 slall 二 tel， Yuane 了 到". 
性 质 (NN,) 和 CN,》 可 直接 从 定 久 得到。 性质 《NW,》 的 证 有 明 杰 
用 到 以 下 不 等 式 


(©) C3 oo Be) (Ze) : 
这 就 是 著名 的 柯 钙 不 等 式 ， 我 们 可 以 把 它 写成 
> 


条 加 不 等 式 的 证 法 很 多 ， 以 下 所 介绍 的 或 全 是 最 简 站 的 一 种 .对 
于 尾 何 实数 和 和 上 4， 我 们 有 


0 < Cu- LD) 


= ji oa uot nellolle. 
在 上 式 中 取 4 一 lol， 一 jial， 就 得 到 
lullvi(lallol = wo)>o. 
由 此 就 能 得 到 
> wliol, 
利用 这 一 不 等 式 ， 可 以 很 容易 地 证 明 性 质 CN 
[ut ol: = Gtv): 


=- Sy: 十 2 Ss wivi 十 SC) 


< + 2lallliol + llol 
<<Clall+ lolys. 

异 助 于 范 数 ， 我 们 可 以 把 任意 两 点 wos 及 ”之 间 的 眶 册 定 
义 为 
z = 
即 


本 (的 - /Be 


sa 到"* 中 的 收 伍 点 列 


3.3 收 语 点 列 
投 fx.} 是 R"” 中 的 一 个 点 列 ， 这 里 
ass Ne), 下 一 1 2 
又 设 
他 一 《al 1 ”") 
是 R” 中 的 一 点 。 我 们 来 考 罕 点 询 {x。 } 中 的 各 项 到 点 ez 的 下 
离 
ax 一 全 -al. 
如 果 
. lim||x, ~ al| =0, 
屠 乏 我 们 就 说 点 列 {x 以 点 a 为 极限 ， 或 者 说 点 列 {,? 收 训 于 
点 o.。 采用 e-N 语言 ， 点 列 {zs 收 化 于 点 a 这 件 事 ， 可 以 表述 
为 
《YeD>0I IN GE NDCYn>ND UY, 一 El<e)， 
153 


我 们 把 了 ”中 的 点 集 
UCa, mn) — {x R"||x -all<n} 

册 数 后 a 的 3 了 邻 域 对 于 m=1 的 情形 ， 

UCa,m) = — 7a+ 7) 
是 一 个 以 a 为 中 点 的 开 区 间 ， 对 于 m 王 2 的 情形 ，U(s,n》 是 一 
个 以 4 为 中 心 的 开 闻 : 

《和 一 
对 于 wm 三 3 的 情形 ，UC&,1) 是 一 个 以 & 为 中 心 的 开 球 ， 
Ca oY + ra) 女 闻 - 


对 于 更 高 维 的 情形 ， 我 们 也 把 UCa,n) 叫做 以 & 为 中 心 以 了 为 


半径 的 开 球 . 
我 们 可 以 用 旬 具 几何 色彩 的 语言 重 壕 “ 训 列 fs. 驳 狼 于 点 
a ”的 定义 ， 如 果 对 任何 。 > 0 都 存在 Ne N， 使 得 点 列 {x.} 
从 第 六 项 以 后 的 各 项 ， 都 进入 点 a 的 se 邻 域 之 中 ， 那么 我 
们 就 说 点 列 {x.} 以 虞 a 为 极限 ,或 者 说 点 列 {x.} 收 化 于 点 
才 ， . 
利用 范 数 的 性质 (N,),(N,) 和 (CN,), 很 容易 把 关于 实 
数 序 列 极限 的 许多 结果 推广 成 关于 及 ”中 点 列 的 相 应 结果 ， 例 
如 :， 
命题 1 如 果 R。 中 的 点 列 fx 有 极限 ， 那 么 极限 是 叭 
一 的 . 
证 明 对 任意 ee 及 "和 ae R"， 我 们 有 
0ssle — allsslle’ — %,l| + lx, ~ ol， 
如 果 点 列 Tx,} 妇 以 a 为 极限 ， 叉 以 a 为 税 限 ， 那 么 上 式 右 端 
趋 于 0 ， 央 而 : 
le ~ ell=0, 
由 此 即 得 到 
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= 


| 


这 证 明了 极限 的 唯一 性 . 训 

这 样 ， 如 果 {x,! 是 收敛 点 列 ， 那 么 我 们 喜 可 以 把 它 的 唯一 
航 跟 记 泳 Iimx 

关于 实数 序列 极限 的 加 东 定 理 和 和 狗 医 定理 ， 可 以 推广 为 : 

命题 2 设 fx,! 和 {7,} 是 RR"” 中 的 点 列 a 和 了 是 R" . 
中 的 点 ; ft 是 实数 序列 ，4 是 一 个 实数， 如 果 


limw,—a, limYy, =b, 


lim4.— 7, 
那么 
limtx,+ y.)=a+b, 
lim{A x,) = Am, 
其 . . 


lim(Cx, ty ) = limx, + limy,s 
limf NA xy 一 TIimA limwx,. 
证 明 我 们 有 
| xt y) — at Bellx, — oll+ ly — 61, 
ax, — Mal=H A ~ A Cx, ~ 0+ A, — Aa 
+ ACx, 一 加 | 
<S14。 一 人 xs 一 他 
十 14. 一 4 el[ 二 az 一 ae 站 
美 于 及” 中 点 列 的 极限 ， 还 有 更 多 的 结果 与 实数 序列 的 情形 
相 类 局 ， 这 里 不 在 一 一 骨 谎 了， 借助 于 以 下 定理 ， 我 们 总 可 以 把 
小 及 及 ”中 点 询 极 限 的 问题 ， 转 化 为 关于 实数 序列 的 相应 问 


- 题 . 


定理 ”对 于 RR” 中 的 点 多 {fx 和 点 ws， 我 们 有 Iinx. 一 8 
的 充分 必要 条 件 是 
limxi = t= ,Mm, 
这 里 x， 是 x 的 第 个 坐标 ，a' 是 a 的 第 计 个 坐标 ， 
证 明 ”我 们 有 
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一 人 


<iz- 可 = 3 (x a) 
Ea 记 ] 


3.b 和 柯 西 点 列 与 空间 的 完备 性 


定义 设 fix 是 了 妥 ” 四 的 一 个 点 列 ， 如 果 对 任何 2 之 人 0， 

存在 入 EN， 使 得 只 要 >N， 就 有 
xo ~ x 了 PE | 

那么 我 们 就 说 点 列 fx 满足 柯 西 条 件 ， 或 者 说 {fol 是 一 个 村 
西点 列 【基本 点 列 ) 。 

引 理 ”所 有 的 收 伍 点 列 都 是 柯 西 点 列 ， 

证 明 设 点 列 {x,} 收 合 于 点 a， 别 对 任何 之 0， 存 在 站 
< ， 使 得 只 要 n> 入 ， 就 有 


于 是 ， 对 于 n> 和 p EW， 就 有 
Je, ~ x lx ~ ol + le— ,ll 


< t=. 


这 证 明了 {x,} 是 柯 西 点 列 ， 口 

定理 《R* 中 的 收 禹 原理 ) 设 fs 是 有 R"” 中 的 点 询 ， 则 
{zx} 政 各 的 充分 必要 条 件 是 它 为 柯 西点 列 . 

证 明 条 件 移 必 要 性 已 见于 上 一 引 理 .这 里 我 们 来 证 明 条 件 
欧 充 分 性 ， 设 is 由 是 一 个 柯 西 点 列 ， 则 对 任何 >>0， 存 在 入 € 
NM， 使 得 只 要 

nN, DE Ny;, 

就 有 
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zx 一 se。 
从 不 等 式 
[ws — x Teg — el 
可 以 看 出 ， 由 点 到 [lx 各 项 的 第 诗 个 绎 标 组 成 的 序列 {x*} 是 
实数 的 柯 西 序列 Gi 二 1,…,m)， 于 是 ， 存 在 a € RR， 使 得 
Hmxi=ay -i=1,*" ,1h, 
: 
go 二 Col, ,三 中 : 
旭 a e R"， 并 且 有 
limx, 8. 
”这 证 明了 条 件 的 这 分 性 . 国 
注 记 于 面 的 定理 说 明 ， 在 及 "” 中， 任何 柯 西点 列 都 是 收 
效 的 ， 及 ”的 这 一 重要 和 性质， 被 称 为 完备 性 . 


$4 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


与 一 元 前 数 的 情形 类 似 ， 对 于 多 元 函数 的 极限 和 连续 性 等 概 
， 念 ， 我 们 将 分 绍 序 列 式 和 a -5 式 两 种 定义 方式 ， 希 望 读者 熟练 
莹 担 ， 根 据 实际 情况 有 灵活 运用 。 


4.8a 多 元 函数 的 极限 


对 于 sat 民 * 和 #9e RR，# 之 0， 我 们 把 集合 
UG) = {re R10<ls -oll<n} 
叫 懂 a 点 的 去 心 # 分 域 . 
设 DCR"， a R". 如 果 a 的 任何 去 心 ? 邻 域 之 中 都 含有 
DP 中 的 点 ， 即 _ 
Ua NN DAES, Y n>0, 
那么 我 们 训 说 ax 是 集合 D 的 一 个 到 上 训 〔 请 注 写 : 诊 点 & 本 向 可 
以 属于 D， 也 可 以 不 属于 D) 。 
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容易 在 出 ，a 是 DD 的 聚 点 的 充分 必要 条件 是 在 在 点 列 

{1D\ {a}, 使 得 
]imr 一 各 
《请 读者 证 明 这 一 命题 )》. 

我 们 来 陈述 函数 极限 的 定 你 . 

定 尺 工 《 久 数 瓜 限 的 序列 式 定义 ) 设 DCR"， a 是 DD 的 一 . 
个 衰 点 ，m 元 联 数 在 D(a, 和 ) ND 上 有 定义 . 如 果 对 于 UU Ca ,0) 
nnD 中 收 笋 于 e 的 任何 点 列 fs 小 ， 相 应 的 函数 值 序列 {FCz 
都 收 率 于 同一 个 实数 4， 那 么 我 们 就 说 ， 当 * 没 集合 D 趋 于 a 
上 时， 函数 f(x》 以 用 为 极限 ， 记 为 

fT 4. 


对 于 不 臻 于 混淆 的 情形 出 就 简单 地 写 为 
lim fx)=4. 
定义 下 《函数 极限 的 - 6 式 定义 ) ” 设 DcR"，o 是 了 的 
聚 点 ， 亚 元 孜 数 了 在 也 (ae 从 门 六 土 有 定义 ， 4 瑞 。 如果 对 
任何 = >0， 存 在 6 > 使 得 只 要 
x €D, 0<lls -al<s, 
就 有 
[f(x — Al, 
那么 我 们 号 说 ， 当 x . 藻 集 合 了 趋 于 ea 时， 吸 数 f(x) 以 4 
为 极限 《记号 间 定 艾 工 ) ， 
定 光 工 与 定义 五 当然 是 互相 鱼 价 的 . 请 读者 仿 轴 一 元 函数 情 
形 证 明 这 一 事实 ， 
对 于 4 一 二 co，~ co 或 cc 的 情形 , 也 请 读者 自 己 写 出 lim/(s) 
二 4 的 定义 . 
例 1 考 赛 区 元 党 值 晴 数 
fr) = ,x ) EC, 
对 于 任何 a€ R*"， 时 和 然 有 
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ii fl) = , 


全 2 考察 孙 数 “向 第 i 个 坐标 轴 投 影 ”， 
fx) = fr := 
WTF Hs=Ca ym a) ER", 显然 有 
| Fe -ol = lx ~ lx al, 
因而 
limf (x) 一 人 
定理 1 设 DCR", as 是 了 的 一 个 聚 点 ， 亚 元 六 数 了 和 
g 在 U (e, 们 niD 有 定义 ， 4,Be 及 如果 
limf(x)=4, lim st*)=B, 
那么 就 有 
《1) lim [大 sg := A4+B 


(2) lim [f(x)8(x)]=AB, 


, x | 
C3) jm, A = (BA0). 

证 明 ” 禹 据 阔 数 极限 的 序列 式 定义 ， 所 要 证 明 前 事项 都 可 以 
从 关于 实数 序列 极限 的 相应 结果 推 得 . 可 

例 5 由 变 元 msosan 与 实数 通过 有 限 次 加 法 和 梁 法 过 算 
得 到 的 代数 式 称 为 血 元 多 项 式 ， 设 P(x)==P(x',*,x*》 和 和 
一 0 nx")》 是 于 元 多 项 式 ， 人 到 1 和 人 几 2 光 结果 只 发 ， 
利用 定理 1 可 以 证 明 ， 

lim P(x)=P(a) 

和 i 


， P{x) _ Poy . 
lim Ot ~ 00a { 设 0C0) 关 门 。 


例 4 考察 二 元 国 数 


fs) = (e000)), 
试 讨论 (x,7) 一 00,0》 有 时 这 半 数 的 极限 状况 . 
解 对 于 (x,Y) 尖 (0,0)， 有 以 下 不 等 式 成 这 ， 


[sy -01 = ow, 


十 3 
对 任 给 的 。 >0， 只 要 
OV + <H= 8, 
就 有 
(fx -0 x: ry, 
这 证 明了 
0 一 0 
例 5 考察 二 元 阔 数 . 
Hs) i C00). 
试 讨论 (x,7) 一 00,0》 时 这 于 数 的 极限 状 沈 ， : 
解 我们 在 及 00 六 中 选择 点 的 序列 fx,y. 站 ， 鸽 筷 沿 
直线 y 一 ax 趋 于 《0，0) 。 例 如 可 取 


(CF. ) 一 二 工 )， . N12, 
对 这 样 选取 的 点 列 [(%x,,Y, 站 ， 我 们 有 
此 本 
f (4 7) = 3 ty 
了 a. 
一 yw 一 x 
1 十 (2) 1 十 ie 。 


当 点 列 {4,,7,)} 洛 不 同 斜率 的 直线 y=ax 赵 于 原点 《0,0) 
时 ， 相 应 的 函数 值 序列 
: {fxs yo 
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各 于 不 同 的 极限 (例如 对 于 a 一 1， 有 下 地 一 喜 ! 对 于 0 一 2， 


二 一 写 ), 因 而， 当 (%,7) 一 (0,0》 上 时 ， 函 数 /x,y) 没有 极 


限 . 
例 6 考 罕 二 元 函数 


fx,7) = CCx,7)00,0)). 


试 讨 论 Cx, 让 下 00,0) 时 这 隙 数 的 极限 状况 ， 
解 我们 选取 民 玉 {00,0 站 中 欧 点 的 序列 {Cx%,,7. 关 ， 让 它 沿 
扫 物 线 y 一 ax: 趋 于 《0 0》 ， 例 如 可 取 


《xn yw =( 工 ， 专 ) n=12 m0 


对 这 样 的 序列 和 z.,7.)}， 我 们 有 


f(xy -sr 


Yu。 


站 
TT ita 
+ 


当 上 列 {(4.,7)} 沿 不 同 的 抛物 线 Y=ax! 趋 于 (0 ,0 ) 时 ， 相 


应 的 函数 信 序 列 {/(x.,y,)} 趋 于 不 同 的 极限 ， 因 而 当 《x,7) 一 
(0,0》 时， 函数 f(x,y) 没有 极限 . 
定理 2 设 一 元 函数 gu) 在 实数 5 的 某 个 峙 心 邻 域 UC5) 

上 有 定义 ， 并 且 

lim g{u) = = : 
又 设 m 元 因数 1(z) 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域 UCa》 上 有 定义 ， 
f (UCo)) cUC6)， 并 县 

lim f(x)=8, 


村 二 要 


则 有 
lim gf (x))=e6, 
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证 明 对 于 (ae) 中 收 黎 于 a 的 任意 点 列 {x,}， 相 应 的 国 
数值 序列 {f(x,)} 满足 


{fC EUE), limf(x,) = 
因而 
z limgCf Cx)) =¢. 
这 证 明了 定理 的 结论 口 
注 记 “ 对 于 限制 沿 集合 D 趋 于 a 的 情形 ， 上 面 定理 中 
的 陈述 需要 作 一 些 修 改 ， 相 应 的 结果 仍然 成 立 ， 
Tim a(f())=e, 


定理 3 (天数 极限 的 收 各 原 ) 设 DCR*，a 是 D 的 
京 点 ， 克 元 荡 数 在 Ulta,) 门 D 有 定义 ， 则 使 得 有 穷 权限 
lim f(x) 


存在 的 充分 必要 和 条件 是 ， 对 任何 2 之 0， 存 在 6 守 0， 使 得 只要 %， 
当 < 有 满足 
0<lx -all<6， 0< xz -ol<6, 
就 一 定 有 
Ir) -f(x ) | <e, 
这 定理 的 证 戎 ， 也 与 一 元 函数 的 情形 类 似 ， 请 读者 参照 第 二 
掌中 号 出 . 


4.b 多 元 函数 的 连续 性 
在 例 3 中， 我 们 看 到 ， 对 于 多 项 式 函 数 Ptx) 有 
limP (x}=P(a). 


与 一 元 移 数 的 情形 类 似 ， 如 果 x-a 时 靖 数 f(x》 以 f(a) 为 极 
有限， 那么 我 们 就 说 函数 Kx) 在 点 e 连续 ， 
定义 于 设 DR"， oe DD，m 元 函数 f 在 UCaJDmD 有 
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定义 。 邵 因 对 于 Uta,D 间 了 中 政 语 于 e 的 任意 后 列 {z， 闲 
庭 的 图 数值 序列 {f(x 都 以 fCa) 为 极限 ， 那 么 我 们 就 说 歼 煞 
f 沿 集 合 D 在 点 a 巡 续 (在 不 致 于 混淆 时 也 就 简单 地 说 f 在 点 
2 连续 )， . 

定义 贡 设 DCR"”，at D，m 元 国 数 .了 在 Uto,DND 有 

定义 。 如 时 对 于 任何 8 之 0， 存 在 >0， 使 得 只 要 
“ED, . ls-all<5, 
就 有 
[HAx)~ HD le 
那么 我 们 就 说 隙 数 视 集 合 DP 在 点 a 连续 ， (不 到 于 混 满 时 就 
简单 地 说 了 在 点 o。 连续 ) 

注 记 ] 在 定义 下 和 定义 玉 中 ， 我 们 没有 限定 a 必须 是 也 
的 了 豪 点 ， 如 果 a 属于 了， 但 又 不 是 五 的 豪 点 ， 部 各 存在 点 a 
的 一 个 邻 域 UCa,?)， 使 得 

Ula, DND= {oa}. 
这 样 的 点 & , 称 为 集合 玫 的 匆 主 发 。 对 于 4 是 史 的 部 立 点 的 情 
形 ，UC&,2D 站 D 中 趋 于 上 的 点 列 只 可 能 是 慎 等 于 ae 的 点 列 

N= R= 
对 这 种 情形 ， 定 儿 卫 的 条 件 当 然 得 到 满足 ， 

limf(x,) = /f(a). 

同样 也 容易 看 出 ， 对 这 种 情形 ， 定 义理 的 条 件 得 到 淇 是， 因此 ， 
在 集合 了 的 孤立 点 处 ， 团 数 了 必然 是 连续 的 ， 

如 果 a 属于 DD 而 又 不 是 DD 的 孤立 点 ， 那 么 它 是 如 和 的 附 
点 。 对 这 种 情形 ， 郊 数 六 语 集合 了 在 点 a 连续 的 定 义 ， 等 价 
于 说 

lim f(x)=fta), 


注 记 2 从 函数 极限 的 两 种 定义 《定义 工 和 定 尽 工 ) 的 等 价 
性 ， 上 自然 可 以 得 出 关于 连续 性 的 两 种 定义 《定义 下 和 定义 下)》 的 
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等 价 人性. | 

定义 设 DC 代 "，m 元 函数 三 在 集合 D 有 定义 . 如 时 
对 任何 一 点 a€ D， 函 数 三 沿 集合 了 在 sa 点 连续 ,那么 我 们 哎 
说 函数 了 在 集合 了 连续 . 

例 7 从 例 3 可知: mw 元 多 项 式 前 数 Plx) 在 任意 点 ae 


R~ 连续 ! m 元 有 理 分 式 苗 数 方 429_ 也 在 任何 使 得 Qa) 六 6 的 
点 a。 处 连续 
例 8 考察 二 元 函数 


tn or (x ACD, 0), 

0 (x,7)=(0,0). 
由 例 7 可 知 ， 这 了 辣 数 在 任何 一 点 (x, 了 考 (0,0) 处 是 连续 的 ， 
由 便 4 可知 


lim f(x,7)=0, 


CR 0 


因而 这 函数 在 了 月 : 的 每 一 点 连续 . 
例 9 ” 卷 赛 二 元 函数 
fs) = 7 (37) FC0,0), 


0 ; (Cx,7) = 《0， 做 网 
由 例 5 可 知 ， 这 状 数 在 〈0,0) 点 不 连续 . 
定理 4 设 DCR", ae mm 泡 散 数 f(x) 和 g(x) 在 
Ula,) 站 D 有 定义 ，4E RR。 如 果 函 数 f(x) 和 g(x) 沿 集合 DD 
在 = 点 达 续 ， 那 么 说 数 fx) g(x)， 4f(x) 和 f(x)alx) 都 沿 
集合 了 在 a 点 连续 ， 并 且 当 g(a) 了 0 时 ， 函 数 
fx) 
8) 
也 沿 上 集合 了 在 4 点 连续 . 
定理 5 设 DCR"，ae 了，m 元 消 数 f 在 Ufo,D 人 ND 有 
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定义 ，、 一 元 函数 g 在 5 一 fta) 邻近 有 定 允 ， 如 果 国 数 f 沿 集合 
D 在 点 o 述 续 ，、 冰 数 g 在 8 过 续 ， 那 么 复 台 国 数 gf) 也 
沿 集合 了 在 点 a 连续 | 

例 10 ”二 元 函数 f(x,7) 二 sinxy 在 及 : 的 每 一 点 连续 。 二 
元 消 数 


BX = 


在 RM\{(9,0)} 的 每 一 点 连续 . 


85 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 


设 ECR"， 如 果 存 在 L€ 及 ， 使 得 
lxllser, xeE, 
那么 我 们 就 说 集合 EE 是 及 " 中 的 有 界 集 。 
设 PC R"， 如 果 了 中 任何 收 敏 点 列 {x,} 的 极限 limx。 妨 
属于 F， 那 么 我 们 就 说 了 是 R" 中 的 闭 业 . 
及 : 中 的 闲 区 间 [e,8] 肢 是 了 及 : 中 的 有 界 集 ， 又 是 腿 : 中 
的 闵 集 ， 我 们 知道 ， 在 闲 区 间 re, 刀 上 连续 的 函数 /具有 很 好 
的 性 质 ， 例 如 :， 它 取得 最 大 值 和 最 小 值 ， 它 是 一 致 连续 的 等 ， 在 
本 节 中 ， 我 们 将 证 明 ， 对 于 在 及 ”的 有 界 闲 集 下 上 连续 的 函数 
fj， 类 似 的 性 质 也 成 立 。 证 明 中 所 用 到 的 一 个 重要 工具 ， 就 是 以 
下 推广 的 波 尔 查 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 . 
定理 1 设 {x.} 是 R" 中 点 的 有 界 序 询 ， 则 {x,} 具 有 收敛 
的 子 序列 . 
证 明 ”考察 点 列 {x,} 各 项 的 坐标 表示 
se), n= 
以 序列 {x,} 各 项 的 第 i 个 坐标 为 项 的 实数 序列 
ix， 
也 仍然 是 有 办 的 
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[Se 二 2，Yne 从， 
根据 关于 实数 序列 的 波 尔 查 诺 - 维 乐 斯 畦 控 斯 定理， 我 们 断定 
{x 具有 收敛 的 子 座 列 
{x 
再 来 考 罕 按 同样 序号 选取 的 Ix 址 的 子 序列 
Be 
这 仍 是 实数 的 一 个 有 界 序列 ， 根据 同样 的 道理 可 以 断定 这 序列 叉 
具有 收 黎 前 子 序 列 
ge | 
我 们 继续 这 样 的 讨论 ， 直到 最 后 ， 从 实数 的 有 界 序列 
{zr} 
之 中 ， 选 出 收 语 的 子 序列 
fxr, 
我 们 记 
Ri = ,se 
则 对 于 一 1, 2 :my 序列 
{xs,} 
大 收敛 序列 
xi, .1} 
移 子 序列 ， 因 而 是 收 合 和 的、 考 蹇 册 
%, ,= (x ,se ) 
组 成 的 序列 
{x} 
我 们 看 到 ， 这 序列 是 ft 的 收 合子 序列 . 虽 ] 
定理 2 设 下 是 R" 中 的 有 和 界 闭 集 , 函 数 f 在 下 上 连续 ， 
则 上 在 六 上 是 有 界 的 ， 
证 明 用 反 证 法 .假设 了 在 天 上 无 措 ， 那 么 对 任何 ae 和 N 
都 存在 x, E 天 ， 使 得 
| | >n, 
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因为 玉 是 有 界 集 ， 所 以 虚 列 .fc 克也 是 有 界 的 四 泪 尔 查 
诺 - 维 东 斯 特 近 斯 定理 可 知 ， 存 在 {x.} 的 收敛 子 序列 is。 
度 . 


Xa oy 
册 *。E 天 《因为 天 是 闭 集 )、 及 因为 函数 f 在 虑 x,E 上 连续 ， 
所 j 
limflx., =f %), 
但 这 写 
[fxs 7 二 
相 盾 . 这 六 盾 说 明 f 在 下 上 必须 是 有 界 的 . 最 
定理 3 设 玉 是 RR" 中 的 有 界 闭 和 集 ， 函数 f 在 上 连 
续 , 则 Ff 在 羡 中 茶点 取得 它 在 五 上 的 最 大 和 值 
Moup ft%), 
并 且 在 外 中 某 点 取得 它 在 六 上 的 最 小 慎 
KE = inf f(x). 
证 明 我 们 对 景 大 值 的 情形 写 出 证 明 ， 根据 上 确 界 的 定义， 
对 任何 neNN， 存 在 x.€ 下， 使 得 


M -<f, 2 
a 世上 是 有 界 的 《1x,} 生 KK)， 所 以 存在 它 的 收 敏 子 序 列 
{ 


Nn Xo 

则 xs e 丈 《因为 K 是 闲 集 )， 于 是 

lm 一 xD) 
得 

fe NM, 

由 这 不 等 式 取 极 限 就 得 到 

fx) =M, 口 
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设 EC 及 "， 冰 数 了 在 有 定 灸 ， 如 果 对 任何 z >0， 在 在 
6 之 0， 使 得 只 要 | 
x,x’ EE, |x— x <5, 
就 有 
[f(x) — F(x) |e, 

那么 我 们 就 说 国 数 了 在 集合 5 一 至 烽 续 ， 

定理 4 设 五 是 及 "中 的 有 界 闭 集 ， 国 数 /在 天 连续， 
则 了 在 五 一 致 连续 . 

证 明 用 反 证 落 ， 假设 了 在 天 不 是 一 致 连续 的 ， 那 么 对 


基 个 。 >>0 ， 不 论 6. 一 二 怎样 小 ， 总 存在 oz:eE， 使 得 


[ss— ze, fC%,) -xD1>>e， 
因为 jz 六 是 有 界 序列 ， 它 具有 收敛 的 子 序列 ix。 中. 设 


Ne os 
所 | Xu € KE, 因为 


x, ss ol 


< 地 + lx -zl 
所 以 又 有 
“ 党 aa。 
又 因为 巩 数 在 *， 点 连续 ， 所 以 
limf(%,,) —limflxa, =f(x0). 
但 这 与 
[f(x ) — fxs ,) |2>e 
池 掉 ， 这 一 子 捕 说 明了 消 数 f 在 天 上 必须 是 一 发 连续 的 ， 口 
作为 上 面 结果 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 著 名 的 代数 基本 定理 ， 
考察 下 次 【Hz1) 复 系数 多 项 式 
PO)=m Fos ta | 
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该 里 tos dts st EE CC, A 代数 基本 定理 说， 在 何 这 样 的 多 
项 式 至 少 有 一 个 香 相 . 
引 理 1 设 和 .} 和 和 是 收 雍 的 复数 序列 ， 则 有 
CI) lim(Cn, + 8,) = limn, + limé,s 
C2) Tim{n.6.) = limn, limeg,, 
证 明 ” 留 作 练习 。 口 
引 理 2 设 p(x) 是 复 多 项 式 ， 则 二 元 了 冰 数 
Fx, = 1 p(x tiy)|. 
在 妈 ” 连续 ， 
证 明 对 任意 xsC， 老 察 收 伍 于 x。 的 任意 复数 序列 1z.}。 
根据 引 理 1 中 记述 的 运算 法 则 ， 我 们 得 汉 
《za 一 站 (2o。 
飞 因 为 
上 Ex ~ ps) | 1 | pC) — pl) 1 
所 以 及 有 
[pCz 1 | pCz) |, 
对 性 何 (xo ;Yo E 及 :， 内 要 
CC 
就 有 
Ti, 0 Yo 
也 就 有 
frasy) = | px, + i | 
一 | PCS 十 让 | = fx, 0). 
这 证 明了 国 数 的 巡 续 性 . 站 
. 下 面 的 达 庆 贝尔 (D’'Alember1) 引 理 是 我 们 证 明代 数 菇 本 定 
理 的 主要 工具 ， 
引 理 下 设 pt(z)》 是 复 多 项 式 ， Plz0o) 隆 0。 则 有 充分 接近 % 
的 复数 x 使 得 
(pOs2) | PO) 
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证 明 证 Ji 人 一 四 十 6 十 :二 es 这 时 bn: 全 92 如 < 全 ， 
5 无 0， 对 于 > 一 3 十 我 们 有 
pz) = pt TE) bt hi "+b 
这 里 b, 一 p(x =<1, b; 6 0. 投 书 是 Dy" bs 之 中 第 一 个 
不 等 于 0 的 复数 ， 则 有 有 


bb, 
如 Ce， C0. 
于 是 
卫 <29 (2 +2) 1 + Ceret et 十 十 
pz) 
只 吉 二 的 村 不 超过 1， 就 有 
2Gt Dtceel DE 
plz) | 
这 里 
D=|enl 十 ss 十 le.l. 


我 们 取 
。 E- 一 he 和 
《4 是 待定 的 严实 数 )， 于 是 
et |Site + DE 
=|1- CA DA, 
只 要 和 > 0 充分 小 ， 就 有 
1-CA>0, CC-Da>l, 
对 于 铺 必 这 ”全 复数 
2 一 8 十 二 一 各 十 4e- 下 
就 使 得 
PP =| [pxet 6) 


‘plz) plzo) 
1 CCAD 


一 (1 一 人 1 十 石和 
170 | 


=1- CC- DANA, 
汗 | 
[pCz)) < | p(xo)|. | 

代数 基本 定理 的 证 明 

不 妨 谈 多 项 式 p(x) 的 最 高 次 项 的 系数 为 1， 即 设 
pl2) = e+, 

对 于 模 大 于 1 的 复数 z， 应 有 

[pCaz) lz) ~ Ca | zl ++ lel) 


一 jz "1( z| -- | a, | _ |a,| 
| 1 | | 1s| 抽出 [x1 


m1z| — |a| -~ lal, 
我 们 记 
L= {a | 十 “+lol+21s|+1. 
当 [x1 守 上 时 就 有 
[El |s | + 11a|=| p(t. 
考察 现 盘 
K={(x, ER'Ix + yD}. 
容易 证 明 这 是 一 个 有 界 闭 集 ， 连 续 函 数 
fz,¥)= [p(xt iy)| 
在 K 中 基点 (x,,Yo》 取 得 它 在 天 上 的 最 小 值 
4 一 inf 。 Fx, rEACO,0), 


由 前 面 的 讨论 ， 我 们 知道 ， 随 数 f(x,7) 二 |ptx 十 iY)1 在 站 之 
”外 的 值 都 大 于 
la | =fF(00,07) 4. 
将 而 六 二 A(x4,Y,》 实 际 上 是 函数 f(x,7) 在 RR 上 的 最 小 从. 
根据 引 理 3 可 以 断定 . 
fxos¥o) = | pro tiy,)|=0 
《 敬 则 就 有 1 = 使 得 
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FS Yi) = | pm + iy) | 
_ < |plwst iyo) | =f(xo0, 0)). 
这 样 ， 我 们 证 明了 x。=xs 十 iy, 是 多 项 式 p(x) 的 一 个 根 。 丫 


“$8 了 丽 " 中 的 等 价 范 数 


在 前 玫 节 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 如 悉 了 及" 中 的 一 种 标准 的 范 
数 
xll=y Cw) tw) Ya x) ER?. 
这 样 的 范 数 称 为 欧 几 里 德 (Euclid)》 藻 数 ， 因 为 对 于 m 二 1,2 或 
3 的 上 情形， 这 范 数 与 我 们 按照 欧 氏 儿 何 计算 的 向 旦 的 长 诬 是 一 疆 
在 本 地 中 ， 我 们 推广 范 数 的 概念 ， 
定义 1 设 W 是 定义 于 刃 ” 上 的 一 个 函数 ， 它 注 足 以 下 条 
件 
《NMN,) CnDJ20，YxeRas 并 且 
到 (0 一 0 和 一 由 
(NY NCAx)=|AING), YoxeRoe AeRs 
(NY) NrtyY SNC) FTN), vx,yeR"®, 
则 我 们 把 这 样 的 入 电 居 及 ”的 一 个 范 数 . 
例 1 考察 定义 于 及 ”上 的 汞 数 
NAx)=max{|ls' | , Ix"|}, 
N(x)= |x | + -t+ |x"|, 
NA = VC) Ft (Cx, 
YX 一 《和 
容易 验证 ， 丰 ,六 ， 和 访 ; 都 是 及 "的 范 数 ， 今 后 ， 我 们 将 分别 
用 记号 | :1 1 和 小 | 表示 范 数 ,, 入 和 站:。， 这 就 是 话 ， 
我 们 约定 记 ， 


|x|=max{lx | ,|x"|}, 


172 


为 二 了 +” 上 1 ， 
多 光一 Co 本 xmDE 及 ”. 
注 记 ”在 有 的 文献 中 ， 采 用 这 样 的 记号 ; 
sl = max {lx ,|x™!}, 
z= [x |+ + |x"l, 
xls = (Cx) + + {x")*, 
Wx {xl ERR". 
设 入 是 及 " 的 任何 一 个 范 数 ， 则 六 在 且 * 中 决定 了 一 种 
距离 
一 WE 有 
按 这 距离 艾 可 以 定义 取 " 中 点 列 的 收藏 性 年 元 函数 的 连续 
性 . 这 样 定义 的 以 人 证 性 和 达 续 性 称 为 按照 范 数 入 的 (或 者 说 按 
照 距离 iv 的》 收 和 分 性 和 连续 性 . 
值得 庆幸 的 是 ， 对 于 及 * 来 说 ， 用 任何 一 种 范 数 决定 的 收 全 
性 (以 及 函数 的 连续 性 】， 都 是 完全 一 样 的 ， 为 说 明 这 一 点 ， 尝 
要 介绍 等 价 范 数 的 概念 . 
定义 2 设 基 入 都 是 RR" 的 范 数 . 如 果 存 在 正 实数 e 
和 4， 使 得 
MN CV AMCEY, YXxE RR", 
那么 我 们 就 说 范 数 NW 与 范 数 天 等 价 . 
注 记 ” 范 数 的 等 价 是 一 种 具有 有 反 身 性 ， 对 称 性 和 传递 性 的 关 
系 ; 
《1) 显然 有 
MOEMOIEM), VeeR", 
因而 型 与 型 自身 是 等 价 的 (上 反 身 性 》. 
(2) 如 果 范 数 入 与 范 数 屠 等 价 
aMOx) Nz) SAN) YER", 
那么 显然 有 
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了 Co M(x NC%), YE 了 


即 范 数 对 也 与 范 数 NW 等 价 、 这 说 明 葛 数 的 等 价 具 有 对 称 睡 . 
《3》 如 果 范 数 不 与 范 数 开 等 价 ， 范 数 了 与 范 数 让 等 
价 ， 
oNCx) Nr) AMCx), YYx€éR", 
bNXY P(X) EBN(Cx), YxéR", 
那么 ”i 
baM{(x) P(x) BAMGY), vxeR”, 
” 即 范 数 P 与 范 数 时 等 价 ， 这 说 明 范 数 的 等 价 具有 传递 性 . 
按照 数学 中 的 惯例 ， 只 有 那些 具有 反 身 性 ， 对 称 人 性 和 传递 性 
的 关系 ， 才 锌 冠 以 “等 价 ” 这 样 的 称呼 . 
定理 1 ”按照 等 价 的 范 数 六 和 章 决 定 的 收效 性 〈 及 连续 
性 ) 是 完全 一 样 的 . 
证 明 设 有 . 
aM(x)< NC AM(CY), vxEeR". 
如 果 !{z 上 是 及 ”中 的 成 列 ， 它 按照 范 数 半 收 误 于 x*， 姑 
lim M(x,— 2%)=0, 
”那么 从 不 等 式 
| NCx, — Xo SAM(CY, — Xo) 
可 以 得 到 
lim N(x,— x) =0, 
始点 列 {x,} 按照 范 数 入 也 路 化 于 xx 在 上 面 的 讨论 中 ， 开 和 
VN 的 地 位 可 以 互相 交换 《对 称 性 ) ， 因 而 ， 按 两 种 范 数 定 叉 的 收 
敏 性 是 完全 一 样 的 . 
污 数 在 一 点 的 连续 性 可 以 通过 序列 方式 来 定 头 ， 虞 然 按 照 两 
种 范 数 定义 的 点 列 的 收 钙 性 是 完全 一 样 的 ， 那 么 按 这 两 种 范 数 定 
疼 的 钞 数 的 连续 性 也 必定 是 完全 一 样 的 . [ 
定理 2 空间 R" 的 任意 两 个 范 数 都 互相 等 价 。 
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证 明 ”只 有 倘 证 明 及 "的 任何 范 数 站 都 与 欧 氏 范 数 "1 竺 
给， 
让 连续 的 函数 ， 为 说 明 这 事实 ， 我 们 考察 及” 的 基 向 量 
el—= (1,0 ,+ ,0), 
e:=(0,1,",0), 
ea—= (0,0 ,1), 
并 把 及 ”中 前 任意 点 *, 和 x 表示 为 : 
一 《xy 
一 和 6e 十 于 ae3 二 "二 Xr 
人 Ma os 
一 Wie; 十 %2e: 十 o 十 Xe 
由 范 数 的 条 件 CN,) ,容易 得 到 . 
[NOD) - NOx lSN Cx %). 
但 
和 -一 《Bei 十 -十 (xm 一 Wo 
根据 范 数 的 条 件 CN,), CN,) 和 机 西 不 等 式 ， 叉 可 得 到 
Ns — wsSNCr Xi)e dt + NCCx" — x?)e.) 
x xilNCe) tt | — x | Ce . 


<clz -al 
这 里 
-| Srey. 
我 们 得 到 了 不 等 式 


[NCx) 一 NCx) |<cls- xoll, 
出 此 那 可 王 明 商 数 WO 按照 范 数 | | 的 连续 性 。 
其 次 ， 我 们 指出， 集合 。 
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—{E eR"Ilél=1} 
是 R” 中 的 有 界 闭 集 和 于 是 ， 连 续 函数 N(x) 在 
天 上 取得 最 小 值 5 和 最 天 值 B。 根据 范 数 的 葵 件 (N,)， 隧 数 
N(x) 在 天 上 恒 大 于 0， 因 而 它 在 到 上 的 最 小 值 52>0， 我 们 得 
到 
OPENGEYEB, vyYéceKk, 
对 于 任何 Xe 及 "， 只 要 0 就 有 


一 一 一 多 区 Kk, : 
日 
因而 
be NC )<B， 
| 
be NC) <B, 
由 此 得 到 . 


| plzxl<CNCx) Bxl. 
”这 不 等 式 对 于 x=0 最 然 也 成 立 ， 这 就 是 说 ， 对 任何 se 及 *， 都 
有 
xl<wGo<Bllzl， 
这 证 明了 范 数 六 与 欧 氏 范 数 | .| 等 价 . 口 
例 2 ”对 于 范 数 
[x|=max{|x'|,*, |x"|}, 
Ix!l= 1x!| t+ xl, 
(al=V Cnt FC), 
显然 有 
Ix tsl ll I (<<m|z|, 
由 此 可 得 


Eleclzl la 
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物 
fxs xm 
投入 是 R" 的 范 数 ，a & RR"， 我 们 把 集合 
Ua n= {xeR"|INCG — a) <<} 
证 做 点 a 欧 NN-n 分 域 (按照 范 数 NW 的 六 邻 域 ) ， 我 们 还 把 集 


合 


Y ,ast) = ix€ RI0<N(Y— < 
电极 点 5 的 去 心 交 -9 名 域 ， 
例 3 对 于 及 : 的 情形 ， 原 点 (0,0) 按照 范 数 下 小, [和 
上 | 的 7 邻 域 (图 11-1) 分 别 为 ; 
VV 十 7 之 《 开 辆 舱 ) ， 
maxi{]%| 17 上 <3 《 开 正 方形 》 


Ixl 十 yl 《开交 形 》， 


图 11-1 
由 于 这 些 范 数 等 价 ， 无 论 用 哪 -种 形状 的 久 域 来 措 述 收 全 性 与 
续 性 ， 效 果 都 相同 . 
$7 距离 空间 的 一 般 概 念 


7.a 看 离 空间 、 点 列 的 收 化 性 与 映射 的 连续 性 


通过 前 面 几 地 的 讨论 ， 我 们 已 经 领会 到 ， 极 限 和 过 续 性 这 些 
概念 ， 实 际 上 具 与 空间 谣 忠 离 结 构 有 关 。 本 节 将 对 更 一 般 的 距离 
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空间 展开 讨论 ， 
设 EE 和 FF 是 两 个 非 空 集合 ,我 们 把 由 有 序 对 (x%,YY(%* & E， 
yE 下) 组 成 的 集合 
{xy) lx EE,ye PF} 
称 为 集合 EF 与 集合 了 的 直 积 (或 称 入 卡尔 积 )》 ， 记 为 Ex 
ExF={(x,y)Ix€ Ey efF}, 
特别 地 ， 互 x 五 是 由 王 的 元 素 对 组 成 的 集合 : 
ExFE=i{(x,Y) | E,y etE}. 
定 尽 1 设 于 是 一 个 非 空 集合 ， 
研 ， 至 尖 且 一 人 有 ， 
是 一 个 颇 射 ， 它 济 是 以 下 条 件 
CDY ECxyD220 Yo7E FH 
d(%,) 0x Y 

{Ds) dx,y)—=dy x) YX,y EK 

(D,) dx ,2) d(x ay ,2 六 YY . 
则 称 这 样 的 & 为 互 上 的 一 个 距离 ， 称 (二 ,号 为 眼 离 空间 (在 
不 致 于 混淆 的 情况 下 ， 也 简略 地 说 ， 也 是 一 个 距离 空间 》. 

注 记 ”按照 定义 ， 距 离 空 间 是 这 样 芍 集合 : 对 它 的 任意 两 个 
元 素 z 和 y， 都 定义 了 一 个 确定 的 距离 2C(x,Y)， 江 且 这 样 定 文 的 
距离 其 有 我 们 通常 空间 中 点 的 距离 的 一 些 最 重要 、 最 基本 的 人 性质 
CCD,)--CD,))， 性 质 (D,) 被 称 为 三 角形 不 等 武 , 它 的 原始 模型 就 
是 平面 几何 中 的 定理 : 三 角形 的 一 边 小 于 其 他 两 边 之 和 ， 上 距离 宣 
间 也 称 为 询 量 空间 . 

在 距离 空间 {于 ,四 中 ， 我 们 把 点 从 。 

Ua,D= {x Ilda) nt 
称 为 点 a 的 49 邻 域 ， 并 把 后 集 
Ua = {x eXI0Ca(x ,ag} 
，” 称 为 点 a 的 去 心 ? 邻 域 《 在 不 葡 于 混 消 的 情况 下 ， 也 加 把 
Pa 和 Tea 简单 地 写 为 De 人 和 U6,1))， 
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定 兴 2 设 ( 了 了 ,四 是 一 个 距离 空间 ，{%,} 是 五 中 的 一 公司 
到 ，e 于， 如 果 对 任何 * 人 >0， 存 在 NeEN， 合 得 只 要 mm>A， 
就 有 
d(x, 0) ey 
那么 我 们 就 说 点 列 {x,} 收效 于 e， 或 者 说 点 列 {z 以 a 为 极 
隐 ， 

刊 用 距离 的 性 味 ( 呈 一 ( 旦 )， 容 易 证 明 收 禾 点 列 {x} 的 极 
限 是 唯一 的 ， 我 们 把 这 唯一 和 的 极 限 记 为 lim %,. 

定义 5 设 《X,) 是 距离 空间 ， 人 CX,ae XX。 如果 

U (Ce,n)N AA， ¥ >0, 
那么 我 们 就 说 e 是 集合 吕 的 一 个 豪 点 . 
”” 注 记 4a 为 集合 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 点 列 ix,} 
二 人 io， 使 得 
jimx. 一 人 
定义 4 设 (于 ,4) 和 (了 X',d') 都 是 距离 至 间 ， 吕 屏 思 ， 

FF 一 
是 一 个 映射 ，a e 瑟 ,4e 克 。 如 果 对 于 人 \fa} 中 收 俄 于 a 的 任 
何 点 到 {x ， 相 应 的 点 殉 (x 站 都 以 4 为 极限 ， 那 么 我们 就 
说 当 % 沿 集 合 只 赵 于 a 了 时， 瞻 射 fCx)》 记 4 为 极限 ， 记 为 

limf(%) = 4, 


注 记 ”与 定 半 4 等 价 的 8 -8 说 法 是 ， 如 果 对 任何 8 .>9， 在 

在 6 >>0， 使 得 只 要 
XE 0< 人 和 De 
就 有 
d' (f(x) ,Ae 

那么 我 们 就 说 ， 当 x 铬 集合 名 趋 于 @ 时 ， 有 映 甘 flx) 以 二 斩 
极 服 . 

定义 5 设 ( 广 ,办 和 (ZX' ,dD) 者 是 虹 离 空间 ， 避 CX， 
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一 
是 一 个 映射，ae 吕 ， 如 果 对 于 如 中 收敛 于 a 的 任何 点 歼 tx 
相应 的 点 到 竹 C%, 必 都 以 A(a) 为 极限 ， 那 么 我 们 就 说 映射 了 在 版 
z 连续 ， 如 果 上 映射 了 在 介 的 每 一 点 连续 ， 那 么 我 们 就 说 映射 了 
在 3 连续 . 
注 记 ”与 定义 5 等 价 的 s-6 说 法 是 : 如 果 对 任何 。 之 0， 在 
在 5 >>0， 使 得 只 要 
XE da 6, 
就 有 
dF) ,fa ee, 
那么 我 们 就 说 映射 【在 点 a 连续. 
定理 1 寺 《Ed)，(E: 2) 和 《ZX,,d,》 都 是 距离 空 何 ， 
GCX,,HCY,， 如 果 :6 一 > 了 ， 和 8: 瑟 一 >X, 都 是 连续 映射 ， 
并 且 CCG}CH， 郑 么 复合 映射 . 
gf GC—>2, 
也 是 连续 映射 ， 四 
,证明 设 4 是 6 中 任意 一 点 ，{x,} 是 5 中 收 钱 于 点 a 的 
任 妖 点 列 ， 则 {f(x 是 五 中 收 印 于 上 f(a) 的 点 列 ， 于 是 点 
列 . 
{gCf Cr.)} | 
应 收 诈 于 gtf(e))。 这 证 明了 复合 里 射 go 在 点 o 的 连续 性 . 
定义 6 设 了 是 一 个 非 空 集合 ，@ 和 d 都 是 互 上 的 距 
离 。 如 果 存 在 正 实数 a 和 4， 使 得 。” 
ad tx, yd (x 7 Ad (x, 7), YX € A, 
那么 我 们 就 说 距离 4， 与 距离 d， 等 价 . 
例 1 设 工 是 R" 的 一 个 子 集 ，N， 和 NW, 是 及 "的 范 
数 ， 则 六 和 N, 在 互 上 诱导 出 等 价 的 距离 4， 和 d,:， 这 里 
dx I= N(x — 7), dA I= Nx 7), 


180 


kb 
nd 


例 2 设 和 =S 是 到 :中 的 单位 图 周 ， 即 

T=S= {xt,x) € RNCx)’ + (Cx): =1}, 
对 于 ,bE€ 互 ， 我 们 用 记号 二 Cw,v》 表 示 4 和 + 这 责 点 问 的 直 
厂 距 离 ， 即 规定 

的 一 证 《人 
又 用 记号 &tu,o 表示 这 两 点 间 较 短 的 一 段 圆 隆 的 长 度 . 容易 验 
证 ， 4d， 和 下 都 是 五 上 的 距离， 将 证 明 这 两 距离 是 等 价 的， 为 
此 ， 我 们 用 0 一 8 (u,v)》 表示 这 两 点 间 的 短 强 长 度 的 一 半 《 见 图 
11-2) . 于 是 ， 显 然 有 


dau,r) 2sind sing 


一 


三 区 本 20 0? 
7 
0<0 < 
但 我 们 知道 
2 sin 用 一。 
AS bs 


《参看 第 八 章 84 例 4》。 
由 此 得 到 


图 11-2 


Sd Cos (SEC 的 


《这 不 等 式 对 za = 的 情形 也 成 立 )， 我 们 证 明了 两 种 中 离 的 等 
价 性 ， 


7.b ”距离 空间 中 的 点 集 
对 于 EC 的 情形 ， 我 们 约定 把 集合 
\E 
叫 敌 集会 的 补 集 (集合 E 在 全 中 的 补 集 ) ， 
设 《X,d) 是 一 个 距离 空间 ，E 是 了 的 一 个 子 集 ，e 是 三 中 
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任 登 一 点， 美 于 点 g 和 集合 杞 可 能 出 现 以 下 三 邯 情 异 ， 

(1)》 点 a 连同 它 的 一 个 邻 瑾 上 (ee, 人 包含 在 集合 页 之 - 
中 ， 即 存在 5 >>0 使 得 

Ula,ONTCE; 

(2) 点 a 至少 有 一 个 邻 域 U 《oe,6) 不 与 集合 E 相交 ， 邑 
在 在 5 >>0 使 得 
Ua,ONE=$ 
(这 等 价 于 Ula,6) CAX\E); | 

(3) 在 点 a 的 任何 一 个 邻 域 口 (4, 办) 之 中 ， 既 含有 记 前 
点 ， 也 含有 ME 的 点 ， 即 对 任意 的 ?7 人 >0 都 有 

(GE UDNCX\EAS. 

定义 7 对 于 上 面 的 博 形 《1)， 我 们 说 点 a。 是 集合 的 内 
i ， 对 于 上 面 的 情形 (2) 。 我 们 说 点 a 是 集合 E 的 下 点 ; 对手 
上 面 的 情形 〈3) ， 我 们 说 点 a 是 集合 下 芍 边 界 点 。 由 尝 合 区 
的 所 有 内 点 组 成 的 集合 ， 称 为 的 内 部 ， 记 为 intE 或 者 EE 

由 集 含 五 的 所 有 外 点 组 成 的 混合， 称 为 了 的 外 部 ， 记 为 ext 盏 

由 集合 EE 的 所 有 边界 点 组 成 的 集合 ， 称 为 的 的 边界 ， 记 为 
卫 d 五. 

定义 8 设 (了 ,d) 是 距离 空间 ， Fc， 如 果 玉 中 任何 次 
敛 点 列 {x,} 的 极限 iimx。 仍 属于 六 那么 我 们 就 说 了 是 距离 
空间 (于,d) 中 的 闭 集 ， 

是 然 全 空间 工 本 身 就 是 一 个 闭 集 . 诗集 4 也 被 认 为 是 一 
个 闭 集 

定义 9 证 ( 开 , 四 是 距离 点 闻 ，CC 王 ， 姑 果 C 完全 上 电 肉 虚 
组 成 ， 著 & 的 任何 一 点 都 有 一 个 邻 域 包 含 在 6 之 中 ， 那 么 我 们 
就 说 G 是 距 次 空间 ( 革 , 中 中 的 开 集 ， 

显然 全 空间 了 本身 就 是 一 个 开 集 ， 空 集 由 也 被 认为 是 一 个 
开 集 . | 
定理 2 ” 开 集 的 补 集 是 闭 集 ， 闲 集 的 补 集 是 开 集 。 
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证 局” 和 证 开 集 的 补 集 是 闭 集 . 设 5 是 - "个 开 焦 ，F 一 人 
C， 我 们 求 洲 罕 了 中 的 任何 一 个 胶 喜 点 列 生 二 假 妇 
一 全 了 
那么 
. oat Fo, 
因而 存在 < 之 0， 使 得 
Uta,se) Ce= AF, 
于 第， 当 nn 充分 大 了 时 ， 识 会 有 
x EUta,e} 一 下 下 
但 这 与 {x,} CF 池上 盾 . 述 一 六 盾 说 明 ， 对 于 FF 中 的 任何 收 鼓 虑 
列 itz， 必 须 有 
limax, E FF, 
即 了 是 一 个 闲 集 ， 
再 来 证 明 闲 集 的 补 集 是 开 集 ， 设 是 一 个 闲 集 ，G 二 XX\F， 
对 于 G 中 任何 一 点 5， 我 们 来 考察 5 的 一 种 邻 域 


DB N=, 


殷 如 经 一 邻 域 jp, 二 ) 部 至 少 含有 F 的 一 点 了 .， 那 么 在 闭 集 了 


中 就 有 收敛 于 8 的 点 列 fy ， 因 而 beP。 但 这 与 beG 一 和 ENF 巴 
慎 ， 关 一 矛盾 说 明 ， 必 定 有 一 个 5= 二 >>0， 使 得 ICb ;8) 不 含有 
F 的 点 ， 即 
ULC FSC, 

这 样 ， 我 们 证 明了 6 是 一 个 开 集 ， ” 口 

引 理 设 (ZX,d) 是 虑 高 空间 ，oe 了 ，7>0， EE 是 的 任意 
子 集 ， 则 

“(1) UCa,9) 是 开水 ， 

(2) int EE 是 并 集 ; 
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C3》ext 在 是 开 人 举 . 
证 明 留 络 读 者 作为 练习 . 辆 
定理 5 设 ( 开 ,是 耻 离 空间 ， 五 是 了 的 任意 -一 个 子 集 ， 
我 们 记 
E:=EL Bdk, 
则 有 
《1) 五 是 一 个 闭 集 ; 
(2) 天 中 任何 一 点 6 都 是 证 中 一 个 点 列 的 极限 ! 
《3) 天 是 包含 的 最 小 亲 党 . 
证 明 从 显然 的 集合 污 趟 
=EUBIEN exrtE 
可 以 得 到 
E~EUBIAE= Y\oxth. 
但 ext 五 是 一 个 开 集 ， 所 以 无 一 RNextE 是 一 个 闭 集 ， 这 证 明了 
结论 (1) . 
(2) 设 c 是 E =EUBdE 中 的 任意 一 点 . 如 师 ceE, 那么 
显然 有 五 中 的 稼 点 列 


站 人 
收 伍 于 。， 如果 ce Bdg， 那 么 在 “。 的 任何 邻 域 gc, 二 ) 之 中 都 
必定 含有 EF 中 的 点 ， 即 存在 


党 ee 二 jnNE, n=1,2, 


于 是 ，EE 四 前 点 列 {x,】 收 闸 于 c. 
(3) 设 卫 是 包含 王 的 任何 闭 集 ， 我 们 来 证 明 F 必定 包 
含 E. 事实 上 ， 任 何 ee 互 都 是 中 某 个 收 敏 点 列 fa。} 的 极 
限 ， 但 . 
lv} CECE, 
所 以 。 也 是 了 中 收敛 点 列 的 极限 .又 因为 是 队 集 ， 所 以 
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ee 站 ， 我 们 证 明了 
瑟 二 下， 口 . 

注 记 我 们 把 =EUBdE HI 做 集合 EE 的 闭 包 .: 除了 五 
这 样 的 记号 以 外 ， 大 们 还 常常 采用 记号 CIE 来 表示 集合 五 的 也 
和 包 ， 有 即 约定 

CIE=E==FUBAE., 

从 上 而 定理 中 的 (1》 和 (2) 可 知 ，eeClE 的 充分 必要 荣 件 是 : 
有 碧 中 的 点 列 {x,} 收 笋 于 ce。 根 据 上 面 定 理 中 的 (3)》， 闭 包 
CIE 可 以 定义 为 包含 五 的 最 小 闭 集 ， 


7.c 完备 性 、 压 缩 映射 原理 


定义 10 设 { 工 ,2) 是 距离 空间 ，{x.} 是 三 中 的 一 个 点 
列 ， 如果 对 任何 。 >0， 存 在 NeN， 使 得 只 要 
np EIN, n>N, 
就 有 
(mrp Te) es 
那么 我 们 就 说 {x,} 是 (于 ,由 中 的 一 个 基本 序列 或 柯 西 序列 . 
定理 4 《于 ,四 中 的 收 全 序列 都 是 柯 西 序列 . 
证 明 设 fx.} 是 ( 工 , 习 中 的 政 化 序列 ，lim %, 二 4。 则 对 于 
任何 >0， 存 在 六 EM， 使 得 只 要 n> 入 ， 就 有 


EX NLS. 
于 是 ， 对 于 
npeN:, n>N, 
就 有 
drt + x E(x, 3 0) 十 dta 3 x,) 
< 十 可 一 2,， 加 


定义 11 设 (X,d) 是 距离 空间 ， 如 果 (去,d 》 中 的 任何 基 
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本 序列 都 是 败 敛 序列， 那么 我 们 就 说 距离 启 闻 《 瑟 ,0) 是 完备 
的 ， 或 者 说 距离 4 是 完备 的 ， 
例 5 在 及 "中 用 任何 一 种 范 数 入 来 定 闵 距离 
ICxiy7 一 Mg) YYx,y€R", 
这 样 得 到 的 距离 空间 ( 民 " ,中 都 是 完备 的 ， 
例 4 设 支 是 民 ” 的 非 空 亲子 集 . 用 及 ”的 任何 一 种 学 黎 
N 在 了 上 定义 距离 
dx TI=NIX-Y), YXR,y EA. 
这 样 得 到 的 距离 空间 ‘ 玉 ,d) 也 是 完 省 的 . 
. 定义 12 设 (了 ,dd) 是 距 雇 空间 ，gp: 这 一 廊 是 一 个 上 映射， 
如 果 存 在 a & L0,1)， 使 得 
dP) PFN) Sadlw sy), Vs,y EX, 
弛 人 委 我 们 就 说 史 是 一 个 压缩 映射 . 
注 记 ”显然 压 纪 上 旺 射 都 是 连续 喘 射 . 
设 于 是 一 个 集合 ，F¥: 大 一 了 是 一 个 映射 如果 5 于 使 
得 
P(E)= EE, 
那么 我 们 就 说 是 上 映 英 ? 的 一 个 未 动 点 ， 
下 面 的 重要 定理 被 称 为 压缩 映射 原理 或 者 巴 纳 赫 (Banach) 
不 动 点 原理 . 
定理 5 完备 距离 空间 (XX ,ad) 的 压缩 映射 必定 有 唯一 的 
不 动 后 . 
证 明 ” 先 证 表 不 动 点 的 存在 性 ， 任 取 x，E 芋 ， 按 下 式 定 多 
”一 个 选 代 序列 
Xt = PE) 下 一 人 1 2。 
因为 史 是 压 纳 上 映射 ， 所 以 
dX KA) =Pr), PX)) 
dN Xn Ynely. 
于 是 得 到 
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dN hs ,1) 
er dn 
- "dX, Xo), 
利用 这 一 全 计 可 以 证 明 {x.} 是 基本 序列 ， 事实 上 ， 我 们 有 
dpe rs) dp Kos + + dR Xe,) 
< ert lm ds, 知人 


< 


" 
1 -a dt{x, ,ee 


因为 a E [0,1), lim dx) =0, 所 以 对 性 何 >0， 在 
在 Ne N， 使 得 只 要 n>N， 就 有 


dw xD<e， 


这 证 明了 tx。 } 是 基本 序列 ， 从 室 间 《时 ,a) 的 完备 性 可 知 ， 点 列 
{小 是 收 语 的 。 设 
“lim x, = €, 
对 等 式 
xi 一 人 Kx 
取 极 限 ， 利 用 中 的 连续 性 就 得 到 
££=P(E). 
再 来 证 明 不 动 点 的 唯一 性 ， 假 设 另 有 5 EE 下 也 使 得 
二 一 中 人 
列 有 
O&A,E) dp(E), pANCadte ,8), 
但 0 二 9 这 1， 要 使 上 式 成 立 ， 具 能 有 
GE 一 
针 上 一 纪 这 证 明了 不 动 点 的 叭 一 性 ， [Ly 
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注 记 ”压缩 映射 的 定义 即 保证 了 它 的 不 动 点 不 能 多 于 一 个 。 
在 上 面 定理 唯一 性 部 分 前 证明 中 ， 并 未 用 到 空间 完备 性 的 条 件 ， 
但 为 了 保证 不 动 点 的 存在 性 ， 空 间 完 备 这 一 条 件 却 不 能 取消 . 诺 
- 看 下 面 的 反例 ， 
例 5 在 素 =(40,1] 上 定义 距离 
ax) = x | Yr € 0,1], 
易 见 


px) = 


是 一 个 压缩 映射 但 % 在 下 中 没有 不 动 点 《因为 二 + 二 x 的 唯一 
解 二 0 不 在 《0;1] 之 中 )。 


88 紧 致 性 


虽然 我 们 主要 甘心 的 是 空间 民 * 中 的 问题 ， 但 许 多 概念 和 
苦果 ， 可 以 在 一 般 距 离 空 间 的 框架 中 进行 讨论 . 

定义 1 设 (五 ,a) 是 距离 空间 ，KXCE, 如 果 天 中 的 任何 
点 列 1x.} 都 至 少 含 有 一 个 子 序 询 1x,}， 这 子 序 列 收 敏 于 六 中 的 
某 点 ， 那 么 我 们 就 说 下 是 距离 空间 《下 ,0) 中 的 一 个 列 紧 集 ， 

注 记 ”如果 本 身 就 是 列 紧 的 ， 那 么 我 们 说 ( 革 ,) 是 列 
紧 空间 (或 者 就 简单 地 谨 是 列 紧 空 间 ) . 

俩 1 空间 及 ”中 的 任何 有 界 闭 集 下 都 是 这 空间 中 的 列 紧 
集 . 
定 久 2 设 王 是 瑟 的 一 个 子 集 ， 中 一 二 是 六 的 一 族 
子 集 。 如果 五 中 的 任何 一 点 都 至 少 属于 由 中 的 一 个 集合 三: 

(YAEE)Y CIV EM)Y Cx EP, 

那么 我 们 就 说 集合 族 必 竹 盖 了 灌 合 玉 . 

注 记 ”作为 约定 ， 我 们 认为 ， 空 集中 包含 于 任何 集合 斑 之 
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中 ; 集合 上 = 中 能 被 任何 集合 族 吕 = {V1 所 办 益 ， * 
定义 了 设 (X,d) 是 一 个 距离 空间 ，ECYX， 中 = {0} 是 六 

的 一 族 开 子 集 . 如 有 果 凡 和 现 盖 了 E, 那么 我 们 就 说 ”是 五 的 一 个 
开 覃 盖 ， 
定义 4 设 (ZX,a) 是 距离 空间 ，CCX. 如 果 C 的 任何 开 

栖 盖 凡 都 至 少 含有 一 个 训 限 子 族 山 ， 这 子 族 仍 覆 盖 住 C， 那 么 
我 们 就 说 C 是 (时,d) 中 的 紧 臻 集 ， 

注 记 和 如果 五 本 身 就 是 紧 致 的 ， 那 么 我 们 说 (也 ， 全 是 紧 
致 空间 . 

”对 于 空间 民 ” 来 说 ， “ 紧 到 集 ”“ 列 紧 集 ”和 “有 上 界 闭 
集 ” 这 三 者 完全 是 一 回 事 ， 为 了 证 明 这 个 重要 葛 结 论 ， 先 要 作 一 
些 淮 备 ， 

设 ，E:，-…，E”" 是 mm 个 集合 . 我们 把 集合 
E={(x, oo Am) x EE El, ee, x" € E"} 
称 为 集合 EE' ,所 ,…,E” 的 家 积 ， 记 为 
E—Eix Ex x EE". 
例如 ，R 民 "可 以 看 成 m 个 及 的 直 积 
=RxXxRx"xR, 
人 
定义 5 设 P=fe',b]CR, T= [0o,bJCR, *"“， P= 
[a*,5"]CC 民 , 我 们 把 集合 
XXX 
叫做 及 ”中 的 闭 方 共 ， 并 把 实数 
HID=max{b' ~ a ‘", b"—a"} 
呈 和 做 这 闭 方 块 的 线 度 ， 
注 记 ”用 类 似 的 方式 还 可 以 定义 及 ”中 的 开 方 块 以 及 部 分 
边界 开 、 部 分 边界 闲 的 方 据 .这 里 不 再 一 一 细 培 了 . 


对 于 及， 中 的 闭 区 间 Le,5]， 我 们 可 以 用 中 点 ~ 小 把 它 
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“亲子 区 间 的 长 度 为 原 区 间 长 许 的 
一 半 、 对 于 及 : 中 的 屠 垂 形 ( 阿 
方块 T=[a!,b:] x [a ,5'], 我 们 
可 以 把 它 分 成 四 个 闭 子 矩形 〈 闭 
子 方 块 ) ， 其 中 每 一 个 儿子 怎 形 
的 边 长 为 原 短 形 边 长 的 一 半 {图 
11- 3). 

”对 更 一 般 的 情形 ， 我们 有 以 
下 结果 ， 

图 11-8 引 理 1 设 工 是 及 ”中 的 

”了 闭 方块 ， 则 我 们 可 以 把 它 表 示 成 


2” 个 亲子 方 抉 的 并 集 ， 
= UT" Uj", 


其 中 经 一 个 闭 子 方 抉 的 线 度 为 原 方块 线 度 的 十 ， 


以太 = 于 KCD， = 2 2 


证 明 证 f=xJx-…xJ1"， 每 一 个 1=[a',b 人 是 RR 中 
的 闭 区 间 ， 考察 RR”* 中 的 如 下 形式 的 亲 方 决 | 
f= x Xxx 
这 里 的 每 一 个 因子 /' 焉 者 为 | a， e+] 或 者 为 | 一， 
人 = 2，… *; 友 ), 显然 有 

IN =3UD. : 
容易 看 出 CI. 还 容易 者 出 :上 中 的 每 一 点 x 至 少 包 含 在 一 个 . 
， 这 种 形式 的 亲子 方块 中 (因为 它 交 每 一 事 标 x' 或 者 落 人 


[os， 开 3 二 -之 中 ， 或 者 落 人 | 3， 中] 之 中 ) ， 


有 
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所 有 这 种 形式 的 /总 共有 2” 个 .把 它们 编号 为 
J Ty rs dy 
则 有 有 
T= UU ,=y 


HKD =3U(D, kb2,2 口 


定 久 8 设 生 .是 及 ”中 的 一 串 闲 方 块 ， 满 是 条 件 
《了 下 
(2) 11.)—0, 
册 称 这 帅 闭 方块 为 及 ”中 的 一 个 闭 方 块 套 . 
引 理 2 《 闲 方 块 赛 原理 ) ” 设 {1.} 是 有 R* 中 的 一 个 闭 方 块 
套 ， 则 有 下 ”中 唯一 的 一 点 ce， 适 合 
teEl, YneEly. 
证 明 设 攻 =xJxexJ， 二 1,3,:"*, 容易 着 出 ， 闲 方 
块 套 { 沾 在 每 一 笃 标 轴 上 的 投影 
Ti, n=1,2,"., 
都 梅 成 且 中 的 一 个 六 区 间 套 ， 
(1) Tro Dem OO,, De 
(2) HY20 《一 十 cc)， 
以及 审 的 闭 区 疝 套 大 理 可 知 ， 存 在 唯一 的 “， 适 合 
2 ET 
记 . 
c 一 《eiciyeoeycnj 
则 显然 。 是 及 ”中 适合 以 下 条 件 的 崔 一 点 : 
cel,, vnt NN. Li 
在 作 了 这 些 礁 备 之 后 ， 我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 . 
定理 1 对 于 空间 RR” 的 子 集 下 ， 以 下 三 条 陈述 相互 等 价 ， 
(1) 天 是 紧 致 集 ， 
(2) KK 是 列 紧 集 } 
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(3) 天 是 有 界 闭 党 。 
证 明 ”我 们 将 循 以 下 途径 证 明 三 条 陈述 相互 等 价 ， 
(1) = C2) = 3) = (0), 

首先 来 证 明 “ (1) 之 (2)*, 设 K 是 紧 致 集 ， i%,} 是 下 
中 任 章 点 列 。 如 果 存 在 ee 瑟 ， 它 的 每 一 邻 域 中 都 含有 点 列 fx, 
的 无 穷 多 项 ， 那 么 就 一 定 可 以 从 fs 中 选 出 一 个 子 序列 收 化 于 = 
《请 读者 自 证 这 一 结论 ) .下 面 我 们 用 友 证 靶 证 明 满 足 上 述 条 件 的 a 
一 定 存在 ， 假 如 不 是 这 样 ， 那 么 任何 5e KK 都 有 一 个 邻 域 吕 (5)， 
其 中 只 含 点 列 {x.} 的 有 限 多 项 ， 所 有 这 样 的 

UCb), b eK, 

驯 盖 了 下 . 因为 每 一 DG) 中 只 含有 fx 的 有 限 多 项 ， 至 少 要 
无 穷 多 个 这 样 的 UG》 才能 盖 住 {x.}， 所 以 天 的 开 履 羡 

Urb), bek, 
不 可 能 具有 有 限 子 覆盖 .… 这 一 矛盾 说 明 ， 存 在 ae 天 ， 它 的 每 一 
邻 域 中 都 含有 ix。} 的 无 穷 多 项 .我 们 从 陈述 (1)》 推 得 了 陈述 
(C2) . 

其 次 证 明 “ (2) 之 《3) ”《 用 反 证 法 ) .假如 天 光 界 ， 
那么 对 任何 ne N 都 在 在 x,& 下， 使 得 


lx,| >n. 
如 果 这 点 列 的 子 序列 ix,,} 收 钙 于 天 中 某 点 m 那么 从 
Hl ,= lel jls , — ol 
可 得 
limllx. ,= |lall, 
但 这 与 


lx ,ns f= 1,2, “ey 

相 承 盾 ， 我 们 证 明了 所 必须 是 有 界 的 . 假如 天 不 是 闭 集 ， 那 

么 存在 点 列 和 y.} CK 使得。 
: lim”Yy, = biK. 

这 点 列 季 革 不 可 能 有 子 序列 收 伍 于 天 中 的 某 点 《因为 和 由 的 任 
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得 子 序列 仍 度 收 化 于 BK). 这 一 子 盾 说明, 下 必须 是 闭 集 ， 

-和 理 末 证 明 “ (人 37 之 《1 ”《 仍 用 反 证 闪 》 . 有 界 闭 集 下 
可 以 包含 在 一 个 闭 方 块 J， 之 中 ， 殷 设 忆 是 天 的 一 个 开 覆 盖 ， 
它 和 的 任何 有 限 子 族 都 不 能 覆盖 天 ， 我 们 来 推 册 矛盾， 按照 引 悍 1 
中 的 作 社 ， 可 以 把 天 分 成 %" 个 财 子 方 瑞 ， 到 中 于 少 有 淋 一 个 
闭 子 方块 无 ， 使 得 

LNK 
不 能 被 中 的 任何 有 限 子 旋 所 儿 盖 。 这 亲子 方块 的 线 度 为 


7) = 


再 拒 I 分 成 2" 个 亲子 方块 ， 其 中 又 至 少 有 茶 一 个 闭 子 方块 
1,， 使 得 
I 了 ,个 二 
不 能 被 山 的 任何 有 限 子 凤 所 稚 凑 ， 这 闭 子 方块 的 线 度 为 
11) = 34) 一 本 人 77， 


继续 这 样 的 手续 ， 我 们 就 能 作出 一 个 六 方块 套 ， 


天 了 所 
1) = 0, 
其 中 的 1, 使 得 
INK 
不 能 被 忆 的 任何 有 限 子 族 所 办 盖 (n 二 1,2,*…》. 由 闭 方 类 套 原 惠 
DE 存在 唯一 的 [| 上 忆 诺 足 
el,, ¥nely. 
对 芋 何 nN， 因 为 工作 RK， 所 以 存在 . 
x.€ ,NK. 
易 见 是 中 的 点 列 {x。} 收获 于 c， 
limx,=&, 
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因为 尺 是 闲 僻 ， 所 以 c EKK. 了 守 是 c 为 驴 的 某 一 个 开 集 产 苹 
住 : 
erF. 

于 是 又 存在 9 >> 0 ， 使 得 
- PCe 0 下. 

取 n 充分 大 ， 使 得 


lx. -中 < 也 ， 


HCL) 一 元 1) Ca 


于是，1, 中 任意 一 点 * 到 。 的 距离 
\x — cl lx — x + x, ~ el 


<V >e- zi: 十 二 


9 : 如 
<Vm (林寺 ) 13 
三 7. 
这 证 贿 了 
| Ce ncCr. 
但 这 与 I, 的 选取 方式 也 让 《不 能 被 9 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 ). 
这 一 了 矛盾 说 明 ， 及 ”中 的 有 界 闭 集 必定 十 兹 咎 集 . 图 
定理 2 设 (了 了,d) 是 距离 空间 ， 上 是 X 中 的 蜂 效 集 ，j， 
天 一 到 是 连续 函数 ， 则 
tf 在 下 上 是 有 办 的 ! 
(2) 了 在 天 上 是 一 致 连续 的 。 
证 明 《1 对 任何 ee 天， 因为 
lim f(x)=1(0), 


所 以 存在 a 的 邻 域 ULa)， 使 得 
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se UO NK II) | + 
所 有 的 这 样 的 UCa) 移 成 下 的 一 个 开 和 覆盖 


Kc U UCa). 


于 是 ， 存 在 有 限 个 UCa》， 它 们 仍 禾 盖 天 
EKCU(aD) Ue UUCa,). 
记 
L= max flf(a)]|+1}, 
则 有 
(fCx) | < L, YYx€K, 

(2) 对 于 任意 给 定 的 >4 和 任何 5e， 存 在 6 的 令 域 

UC5,n)， 使 得 


se UB MD NK {Cs) 100) < 
于 是 ， 只 要 x,x EVCb,D 站 RK， 就 有 
GD - fx) 1 <e. 
所 有 的 DU (6, 也 /构成 的 一 个 开 和 覆盖 于 是 ， 应 该 有 其 中 的 有 


限 个 ， 它 们 仍 能 镍 盖 天 - 


Kcv(b,, PU -UU (5., 2) 


可 一 mia{ 于 ye ,2 


我 们 指出 ， 具 要 x,*'€ KK，d{z,% < 就 必定 有 
fx) -fx Y 1. 


XE Ulb,, 全 
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因为 
EC <6< 二， 


所 以 
x € Ub, 有 NE. 
我 们 看 到 
x EE Ub,, HD) NEK. 
由 此 可 知 


f(D -fx de 吕 

注 记 ”对 于 一 般 的 距离 空间 ， 紧 至 集 与 列 监 信 仍然 是 同一 - 回 
事 ， 但 有 界 闲 剑 可 以 不 是 列 紧 - 紧 致 集 。 我 们 将 在 本 节 末 的 附录 
中 ， 讨 论 这 些 问题 . 
读者 可 能 已 注意 到 ， $ 5 中 定理 2 、 定 理 3 和 定理 4 的 证 明 ， 
实际 上 是 利用 了 天 的 列 紧 性 ， 通 过 这 些 定理 的 证 明 以 及 本 地 中 
定理 2 的 证 明 ， 可 以 领会 到 列 紧 性 和 紧 致 性 的 重要 意义 。 


附 肢 


在 这 附录 里 ， 我 们 考察 一 能 距离 空间 中 紧 下 性 与 列 紧 性 之 各 
的 关系 . 
议 (了 ,4) 是 距离 空间 ，5S 是 天 的 一 个 非 灾 子 集 ， 我 们 把 
diams = SU 本 《和 
叫 散 集合 5 的 直径. 对 于 空 集 4， 我 们 约定 
diam 中 三 0. 
如 果 
diamS< 十 coy 
那么 我 们 就 说 集合 $ 是 有 界 的 . 
引 理 设 (XZ,8》 是 距离 空间 ， 玉 是 了 中 的 列 紧 集 ， 中 = 
7} 是 美的 一 个 开 柳 盖 ， 则 存在 5>0， 使 得 只 权 集 合 SCE 
讲 足 条 件 
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SNKAEG, diamS<6, 
就 能 断定 5 包含 在 风 的 某 个 开 集 六 之 中 . 
证 明 ”用 反 证 法 假设 所 说 的 6 不 存在 ， 那 么 必定 存在 忆 


的 一 串 子 集合 
Ss Say “+ Sos 四 


僵 得 ” 
S.N Kz , diam $< 
但 是 
STV YF eo, 
我 们 选 陪 


x ES NR, n=1,2," 
根据 列 紧 性 的 定 闵 。 序 列 {x,}C 直 有 子 序列 x} k 人 于 K 
中 的 某 一 点 ai 

limw。 一 5 下 
于 是 ， 存 在 六 由， 使 得 
gE 
因为 了 是 开 集 ， 并 且 


， 1 
- diam So < 


所 以 对 充分 大 的 上 也 应 有 
Suns CF 

但 这 与 {5,} 的 选取 方式 六 疾 . [1 

注 记 3 引 理 中 的 数 这 0 被 称 为 往 盖 惧 的 勒 月 措 数 (Lebes- 
gue number). 

定理 设 (X,d) 是 距离 空间 ， KcX， 则 以 下 两 陈述 等 价 

(1) 天 是 紧 到 集 ， 

(2) KK 是 列 紧 集 、 

证 明 “ (1) 之 (2) ”的 推 证 与 定理 1 证 丙 中 的 相应 讨论 
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类 似 ， 这 里 就 不 重复 了 。 下面 我 们 证 明 “ (2)》 地 (1)”， 
设 山 = {V} 是 天 的 任意 一 个 开 程 盖 ， 并 设 5 之 0 是 这 和 覆 

的 Lebesgue 煞 。 记 

3. 

. 2 

对 任何 x EE 天，U(Cx,e) 几 天 都 包含 在 某 一 个 YE 中 之 中 。 如 时 

到 的 开 履 盖 


本 -一 


人 一 人 8 lx EK} 

含有 有 限 子 秦 盖 ， 那 么 出 也 含有 有 限 子 覆盖 . 

我 们 用 上 反 还 法 米 征 明 以 含有 有 限 子 履 盖 ， 假 设 天 不 能 为 有 
限 个 U(x,:》 所 覆 次 。 对 任意 取 定 的 x%,E 玉 ， 显然 Ulwiy2) 不 
能 盖 住 K. 于 是 存在 we 民 ，x 才 1 (2). 显然 Ux,2) 和 
UCxzs2) 也 不 能 盖 住 KK. 于 是 及 在 在 x EK， wwU (xe)，， 
x 长 如 (x132). 继续 这 样 的 讨论 ， 我 们 就 可 以 选 出 天 的 一 个 点 列 
{x,}， 满 足 这 样 的 条 件 

(NX Ee yn,p€ INy. 
这 样 的 点 列 {x,} CKK 不 可 能 有 收 敏 的 子 序 列 ， 我 们 得 出 了 子 盾 . 
.0 

注 记 仿照 定理 1 证 明 中 药 “ 2》 之 (3) ”部 分 ， 可 以 证 
明 距 离 空 间 中 的 紧 致 - 询 紧 集 都 是 有 界 闭 集 . 但 对 于 某 些 距离 空 
” 间 ， 有 界 闭 集 可 以 不 是 紧 履 - 列 紧 集 。 请 看 下 国 的 例子 . 
例 设 瑟 是 任 窒 无 限 集 合 。、 在 工 中 规定 中 离 上 如 下 


0， 如果 区 一 y 
eR 
' 1 3 如 果 XY 


容易 验证 ， 这 样 定义 的 4 满足 距离 三 公理 (D,)， (D,) 和 
(D,)， 在 这 样 定义 的 距离 空间 (ZX,4) 之 中 ， 任 何 子 集 都 是 有 
界 闭 集 ， 和 但 仅仅 有 限 集 才 是 紧 致 集 ， 
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39 连通 性 


学 习 一 元 函数 的 时 候 ， 我 们 灼 悉 了 闲 区 间 上 连续 函数 的 重要 
性 质 ， 

一 有 界 性 ， 

二 、 取 香 最 大 值 和 最 小 值 ， 

三 、 一 臻 违 续 性 ， 

四 、 介 值 性 质 一 一 取得 介 斑 它 的 任意 两 个 值 中 间 的 一 切 值 . 
在 以 上 几 节 中 ， 我 们 推广 有 关 的 一 些 结果 到 多 元 函数 ， 证 明了 : 
在 紧 致 集 〔 有 办 闲 集 ) 上 连续 的 多 元 函数 也 具有 性 质 一 、 二 和 
三 .但 到 此 为 止 我 们 还 没有 涉及 性 质 四 ,实际 上 ， 设 函数 f 在 
D 上 连续 ， 能 保证 六 具有 介 值 性 质 的 ， 并 不 是 D 的 紧 至 社 ， 
而 十 六 的 另外 一 种 性 质 一 一 连通 性 .必须 要 求 了 “和 连 成 一 片 ”， 
才能 保证 介 值 定理 成 立 . : 

例 1 开 区 间 


J 了 一 (ab) 
是 “过 威 -- 片 ” 的 ， 对 于 在 2 上 连续 的 歼 数 , 介 值 定理 也 成 飞 ， 
例 2 考察 及 中 的 有 界 财 集 
K=[—2,— 1]U[1,2] 
和 定义 于 六 上 的 函数 


rl er-2, -11, 
ro={ 
» EFl,2]1. 


容易 看 出 ，f/ 在 五 上 连续 ， 但 却 不 具有 介 值 性 质 《 请 读者 自己 
验证 ! 》， 
要 说 明 一 合集 各 是 否 “ 连 成 一 片 > ， 有 埠 干 种 方法 。 我 们 这 
里 只 介绍 其 中 最 简单 的 一 种 -一 一 “路 径 连 通 ”. 
设 TcRR，EccR",， 则 了 和 上 5 都 可 以 看 成 距离 空间， 因 
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而 可 以 讨论 职 射 

vw: T—>E 

的 巡 续 性 .因为 : 
,max [9 AD -pA TSlo) ~- pO) 


<P le _ g(t)], 


所 以 映射 90D= 0900 ,pm 在 连续 的 充分 必要 条 件 
是 ， 它 的 各 分 量 po:Gb 都 在 连续 (j=1,*…,m). 
定 儿 1 设 ECR", xyxi€ EE， 并 设 
y [98,1]—>E 
是 一 个 连续 映射 ， 满 足 条 性 
VO)=x,, pA)=x 
则 称 ? 为 中 联结 x， 和 #， 的 一 条 小 树 . 
注 记 “路 径 ” 的 直观 几何 形象 就 是 联结 给 定 两 虚 的 一 条 过 
续 曲 线 . 
定义 2 设 ECR". 如 果 对 任何 2 和 E 王 ， 都 至 少 存在 三 
中 联结 这 两 点 的 一 条 路 径 ， 那 么 我 们 就 说 下 是 路 柱 连通 的 ， 
空 集 申 也 被 认为 是 路 径 连 通 的 ， 
定理 1 设 三 是 及 "中 的 路 径 迷 通 子 集 ， 函 数 了 在 五 上 
连续 ， 则 7 具有 介 委 性 质 . 
证 明 设 4 和 4 是 站 的 任意 两 个 值 。 不 妨 设 
x EE, fx) =A,, 
x EE, fOr) = 有 4 
由 于 集合 的 路 径 连 通 性 ， 在 在 连续 映射 
T+ [0,1]—>E, 
使 得 
yA0) 一 和 PO ss 
考察 复合 映射 
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P= te€ [0,1]. 
这 是 一 个 在 [0,1] 上 连续 的 鸥 数 ， 并 且 
PO)=4, pL)=4,. 


于 是 9 取得 介 于 4 和 4, 之 间 的 任何 值 ， 因 此， 函数 f 在 点 


集 ， 
?KE0 ID) 一 和 (DeE0 1 
之 上 可 以 取得 介 于 4 和 4， 之 闻 的 任何 值 . 口 
定义 3 ”我 们 把 民 ” 中 的 连通 开 集 D 称 为 天 区 域 ， 并 把 过 
通 开 集 DD 的 闭 包 了 D 称 为 闵 区 域 ， 
定理 2 在 开 区 域 或 闭 区 域 上 连续 的 函数 具 有 介 值 性 质 ， 
证 明 ”从 定理 1 已 经 知道 ， 在 开 区 域 上 连续 的 函数 具有 介 值 
性 质 ，、 以 下 考 赛 在 闭 区 域 上 连续 的 函数 ， 
设 DcR* 是 一 个 开 区 域 , 卫 数 f 在 闭 区 域 D 上 迷 续 ， 
4 和 4; 是 了 在 D 上 的 两 个 值 , C 介 于 4, 和 4, 之 间 . 不 
站 设 
Xo eD, F(x) = A 
x ED, f(x) =A,s 
A,< CA 
如 果 入 ,x ED， 那 么 显然 在 呈 中 基点 取得 人 C, 我 们 来 才 
x E BdD, 和 四， 
记 e==C 一 4,>0. 由 于 函数 了 在 了 D 上 前 连续 性 ， 对 于 充分 接近 
于 和 ceBdp 的 xieD， 就 有 
FxXo 一 汪 o<4 十 Es 人 。 
我 们 看 到 ， 存 在 ** < 和 2 < 了 ， 使 得 
Hx)=Ad CA = ). 
由 此 得 知 ， 函 数 在 了 中 某 点 必定 能 取 到 值 C. 
， 对 于 x， 和 2 两 点 各 在 边界 B4D 上 的 情 形 ， 世 可 类 但 地 
进行 讨论 . UU 
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$10 向量 值 基数 


设 〈 开 ,四 和 (XX',a') 是 距离 空间 ， 人 CX， 对 于 贞 对 
fF: 办 一 了 王 '， 
已 经 定义 了 极限 和 连续 等 释 念 ， 在 本 地 中 ,- 我 们 对 
星 一 及 ”| 用 一 及 "， 
的 情形 ， 再 作 一 些 具体 的 讨论 ， 


10.a 向 量 值 函 数 的 极限 与 连续 性 


设 QCR”. 我 们 来 考察 映射 
fi: 全 一 人 及? 
这 样 的 映射 被 称 为 自重 值 总 次 ， 因 为 它 的 每 一 个 值 f(x) 都 是 一 
个 5 维 向 量 ; 
FO = fs) ,OY, 
”我们 注意 到 ， 向 量 值 范 数 (x) 的 每 一 分 县 
FR) = FE! ,ey#") 

者 可 以 看 作 一 个 mm 元 数值 国 数 在 一 1 站 ). 

定理 1 设 OcR",， a 是 号 的 一 个 聚 点 ,向 量 值 函数 1(x) 
一 (Pay 六 (5 在 UC4,DN9 上 有 定 尖 ， A= (4',…， 


4"). 我 们 断定 ， 使 符 
/4 


的 充分 必要 条 件 是 z 
limf' (4s)=A5 EBP 


证 明 ”我 们 有 不 等 式 
mex fA AE -4 OO 


1! 
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定理 2 设 HCR",， aot， 向量 值 陪 数 fx) 二 (Cf'(x)， 
,fAx)》 在 从 上 有 定义 ， 则 f(x) 在 点 连续 的 充分 必要 条 
件 是 ， 它 的 每 一 分 量 f(x) 都 在 o 点 连续 C=1,"* ,Pp)， 
证 明 我 们 有 不 等 式 
max TFCx) -fC Hf) 一 


< re-pol OO 


10,b ”连续 性 与 开 集 


先 就 空间 RR” 的 情形 ， 回 磊 开 集 的 定义 ， 设 6 是 R" 中 的 
点 集 ， 如 果 对 任何 *eC， 都 存在 ?90， 使 得 
BC 
那么 我 们 就 说 6 是 及 "中 的 开 集 ， 
例 1 Uta,r) 是 及 ”中 的 开 集 . 
例 2 开 方 块 . 
了 
是 民 ” 中 的 开 集 ， 
定理 3 设 吕 是 尺 ” 中 的 开 集 ， 
ff: QA—>R? 
是 一 个 映射 . 则 / 在 名 连续 的 充分 必要 条 忻 是 ， 对 于 及 :中 的 
任何 开 集 五 ， 集合 
C=/""(H) 
都 是 及 ”中 的 开 集 ， 

证 明 必要 性 ， 设 f : 一 民 ' 是 连续 映射 是 是 R' 中 任 
意 一 个 开 集 ， 如 果 C= 广 二 ) 一 和 那么 按照 定 交 人 是 一 个 开 
集 . 设 G= 站 (HF$ 和 ,而 0 是 = 广 FCH) 中 任意 一 点 , 则 Fo) 
瑞 。 由 于 吾 是 开 集 ， 斯 以 存在 2 之 0 ,使 得 

EC EITCH. 
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慨 因 为 卫 射 上 在 虚 ea C 连续 ， 所 以 存在 多 >0 使 得 共 要 x 攻 
Dat)， 就 有 . 
flx) e UCf Ca) ,YEH., 
这 就 是 说 
f(U(e,6)) SH, 
因而 | 
Ua DEA =G, 
这 样 ， 我 们 证 明了 6 二 /CH) 是 开 集 . 
充分 妊 . 对 任何 sae 92, 记 8=UC(0), 2) 则 瑟 是 R? 
中 的 开 集 ， 因 而 G= 广 :(B) 是 R" 中 的 开 集 , 显 热 有 a EG= 
f-'(H)， 所 以 又 存在 8 > 0 ， 使 得 
Ue,dCe=/ CH), - 
由 此 得 到 
f(U(a, 6D EH=UCa), e). 


这 证 明了 f 在 点 a 的 连续 竹 。 ” 口 
注 记 对 于 一 般 距离 空间 之 间 的 映射 ， 也 有 与 定理 3 类 似 的 
结果 ， 请 读者 仿照 定理 3 予以 陈述 并 写 出 证 明 ， 
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第 十 二 章 ”多 元 微分 学 


在 第 二 篇 里 ， 为 了 考察 一 元 闹 数 了 在 点 和 印 近 的 性 态 ， 
我 们 首先 定义 了 导数 
六 (co 一 jim e+ FCa， 
然后 导出 微分 公式 
天 十 Av) ~ f(x,) = (x Ax olAx). 
以 下 ， 借 鉴 对 一 元 函数 取得 的 经 验 ， 我 们 来 考察 多 元 函数 的 
局 部 状况 ， 为 记号 简单 起 见 ， 先 讨论 二 元 轩 数 ， 然 后 再 推广 到 多 
元 函数 的 一 般 情形 . 


1.a 方向 导数 ， 仿 导数 


说 二 元 函数 fx,7) 在 成 {34,7o) 邻近 有 定义 。 为 了 了 考 奖 这 
政 数 的 局 部 变化 状况 ， 我 们 过 点 《xy) 沿 单 位 向 县 e 一 《cosa， 
sina) 的 方向 3 一 有 向 直线 

L: w=%t teosd, 外 一 站 tsinas 
然后 考察 范 数 f 说 这 有 向 直线 的 变化 ， 请 注意 ， 这 里 的 参数 和 
正好 表示 沿 有 向 直线 工 从 点 《zy 到 点 (#7 的 有 号 距离 ， 
如 果 存 在 极限 . 
.f(xotioosg yt tsina) — fx,, yo) ， 
- i 


lim 
和 = 让 


那么 这 极限 表示 了 函数 f 在 点 (x,y,》 沿 有 向 直线 三 的 变化 
率 ， 我 们 把 它 岂 做 函数 了 在 点 (x。,7,) 沿 方向 。 的 方向 导数 ， 
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记 为 / z 
BF-(%, ,Ya) 或 a, fx ,Yo). 


要 了 解 函 数 f 在 点 《xy,) 沿 各 方向 的 变化 状况， 应 读 考 察 它 
沿 备 方向 的 方向 导数 :和 但 对 于 很 重要 的 一 类 函数 来 说 ， 沿 各 方向 
的 方向 导数 都 可 由 讼 坐标 轴 方 向 的 导数 来 决定 。 稍 后 ， 我 们 将 对 
此 作 更 进一步 的 讨论 .这 里 先 对 沿 举 标 办 方向 的 车 数 作 一 些 说 明 ， 

CT 上 华 标 轴 方 向 的 单位 向 量 为 6, 一 《1,0) .0 坐标 轿 方 向 的 
单位 向 量 为 ,一 00,1)。 过 (x6,7s》 点 平行 于 0X 轴 的 有 向 直 
线 可 以 者 示 为 

开元 一 入 十 起 Y=Y,. 

按照 定义 ， 函 数 /在 点 《my) 沿 方 向 e 药方 向 导数 为 
Km t ty) fx yo) 


2 Cx, » 7:) =lim 


. = im Ht hy = ACIILDS 


生 一 了 


如 果 在 二 元 函数 f(x,y) 中 ， 让 y 固定 于 ys， 然后 求 一 元 函数 
fxsyo) 在 ;点 的 导数 ,那么 得 到 的 就 是 区 数 fx,7) 在 点 (x63Y,) 
沿 方向 e， 的 方向 导数 .我 们 把 这 方向 导数 岂 做 函数 了 在 点 (xs 
Yo) 对 % 的 仿 导数， 并 约定 用 以 下 记号 之 一 来 表示 ， 


-5 (xy 由 fs Cx, yo) 或 者 fw so) 


类 似 好 ， 如 果 在 二 元 靖 数 Ax,Y) 中 ， 苇 证 x ,国定 于 xy 然后 
求 了 的 一 元 国 数 1(Cxoy)》 在 y， 点 的 导数 ， 那么 得 到 的 就 是 函 
数 了 在 点 (xy 裕 方 向 e， 的 方向 导数 .我 们 把 这 方 加 淹 数 
也 做 钞 数 f 在 点 (x417Yo) 对 Y 的 偏 导 数 ， 并 约定 用 以 下 记号 
和 


六 (vs fs 《zy 或 者 fp) 


2068 


通过 以 上 讨论 ， 我 们 大 到， 偏 导 数 -21 和 2， 实际 上 都 可 


点 接 照 一 元 函数 的 求 导 法 则 来 计算 . 

我 们 来 说 明 方 向 导数 与 偏 导数 的 几 何 意义 . 设 DD 是 OXY 
平面 上 的 一 个 开 集 ， 二 元 请 数 fx,y) 在 上 DD 上 上 有 定 光 ， Cro yo) 
ED， 在 OXYZ 直角 坐标 系 中 ， 前 数 f 表示 为 一 块 曲面 

$, z=f(4,7), (x,7) €D. 

设 e= (ceosaysiaa) 是 OXY 平面 上 的 一 个 单位 向量. 在 平面 
OXY 上 过 虚 (xuyy 作 平行 于 方向 e 的 一 条 有 向 直线 工 ， 然 
后 过 直线 工作 正 交 于 平面 0XY 的 一 张 平面 P， 容 易 看 出 ， 平 
面 P 截 则 面 $ 所 得 的 粮 口 曲线 C， 可 以 表示 为 


人 icosas Y=7+isingy 
z=f(% +teosas Yr+ising). 


考察 截 口 曲线 和 在 = YY = 站 yo 处 的 切线 了 
我 们 者 到 :这 切线 对 有 向 直线 工 前 秀 来 《 即 了 与 工 正 方向 类 
角 的 重 切 ) 就 是 函数 f 在 点 (%,;Y,) 铬 方向 e 的 方向 导数 ， 作 
为 沿 价 标 轴 方 向 的 方向 导数 , 偏 导数 的 儿 何 意 六 如下， 曲面 5 与 
平 而 7 一 y。 相 截 ， 所 得 截 口 曲线 的 斜率 就 是 国 数 了 对 2 的 偏 导 
数 ， 则 面 $ 与 平面 x 二 x， 相 截 ， 所 得 截 口 曲线 的 侨 兴 就 是 函数 
了 对 YY 的 偏 导 数 ， 
对 于 一 元 国 数 来 说 ， 在 某 点 可 导 的 函数 必 然 在 该 点 连续 . 
单 就 这 一 方面 ， 多 元 函数 就 已 显得 大 不 相同 .即使 凌 数 x,Y) 在 
点 (wo ,yo》 洛 任何 廊 向 的 方向 导数 都 存在 ， 也 不 能 判定 国 数 f 
在 这 点 连续 、 请 看 下 而 的 反例 . 
例 1 考察 函数 . 
x 
ji pe | (x,7)#(0,0), 
0， (Cx) = C0,0). 
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计算 这 函数 在 〔0 ,0) 点 沸 方 向 e= (coscysina) 的 差 商 ， 
栽 们 得 到 
fltcosatsing) ~ fF(0,0) 


站 


. 3 
| COs ain cd ， 车 天 由 


下 3 人 十 Si 全 ?ex 


. 0， 若 = 
容易 看 出 ， 函数 有 在 点 (0,0》 放任 何方 向 e=(cosa, sina) 
的 方向 导数 都 存在 ， 


st (0,0) = lim/ Ceosa ,+ sing) — {0,0) 


S1D 普 
0 ， 若 w 一 0. . 
但 由 第 十 一 章 有 4 的 例 6 可知， 函数 f(x,7) 在 点 (0 , 0》 不 吉 
续 . z z 


1.b 全 微分 


在 4238ER， 使 得 对 于 极限 过 程 VAN CAY) 0, 以 下 关系 
成 立 : 


-| 各 车 CC 天 0， 


fxot Ax, yo ATY — fxos Ys) 
— AAx+ BAy + olV (AxY: TCR ?， 
MAz 十 BAy 
冲 做 羡 数 /在 点 (xy 的 全 秽 分 ， 记 为 
df (xo ;yo) = AAxt+BAyY=Adx+ Biy, 
我 们 把 自 变 基 的 增 基 《改变 量 ) 
dx = Ax, dy=Ay 
定之 为 自 变星 的 缸 分 。 
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注 记 ”为 书写 简单 ， 大 们 也 常常 用 
下， =Ax, k: 一 和 了 
表示 自 变量 的 增 量 . 薪 用 这 样 的 记号 ， 函 数 在 点 〈2 yo 的 撒 
分 表示 本 以 写成 
CE 十 下 ,Ya 十 其) 一 fro Fo) =Ak+ Bk+o( VT) 
Rt 0), 
按照 小 。 记号 的 含义 ， 这 式 子 意味 着 
2 十 下 :7 十 有 一 天 Xuyyo 
| —Ah+ BERT eth Ev hi:, 
其 中 eCh,k) 满足 条 件 
lim 
与 这 样 的 微分 表示 等 价 的 男 一 带 用 的 方便 的 写法 是 
flxst hyot RD) — fr, yo) 
= Ah+i+ B+ aht BE, 
其 中 a 二 ath Ek) 和 B= 二 BCh,K) 请 足 条 件 
lim ,hE) = 0 


攻 量 面 守 和 


eh ,A 二 0, 


1 im, J A) =0. 
上 面 介绍 了 表示 o(T 素 十 下 ) 的 两 种 方式 我们 来 说 明 这 
两 种 表示 方式 的 等 价 性 ， 首 先 ， 显 然 有 
大 十 和 


eh ey 二 := eth, "Dr 


=ath, Rh+t Bh, Ek, 
这 里 
wh) = eh, ky i rs 
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BO I) = elh, hk) i 站 


都 是 无 穷 小 量 与 有 界 变 量 的 情 积 ， 因 而 


Ch 


lim BUh,k) = 0. 


让 


其 次 ， 我 们 看 到 
aCh ht PCh, EYE 


a RRT Bh RR 


Vt “Vt 
如 时 记 * 
_ aCh Dh+ POR, EDR 
a(R,h) = VT " 
那么 很 容易 验证 


lim sk) 一口 
》 


定理 1 ”如果 阔 数 f(x,y》 在 点 (x,,76) 可 徽 ， 那 么 它 在 这 
证 明 剩 肌 可 微 性 的 定义 式 
fw,7) f(xy = Ax— KT BY 一 Yo) 
to ls s+ yo)’), 
就 可 着 出 晴 数 三 在 点 《wy 的 连续 性 世 ] 
定理 2 如 果 昭 数 fx, 7) 在 后 {xo yo) 可 微 ， 那 么 它 在 
这 点 洛 任 何方 向 «~ Ceos0, sing) 的 方向 导数 都 存在 . 
fx 十 ii 四 二 有- zy) =Ah+ BE+o( + 
之 中 ， 也 用 一 tcosl，FK 一 fsing， 就 可 得 到 
j (wo + te080, yout+itsing) 一 flx,,Y,) 


t 
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=Acos0 + Bsing 十 全 2 


一 .cos 由 十 
我 们 看 到 ,函数 f(x,y) 在 点 (xsy) 洛 任 何方 向 e= (ceos6， 
sin8) 的 方向 导数 都 存在 ， 并 且 


SExys) = Acos0 + Bsing. I 
竺 别 地 ， 对 于 ee (1,0) 和 es=(0,1) 的 情形 我 们 得 到 
GE Cg) A sp) 


推论 如 果 隆 数 (x,y》 在 点 (x637Yo) 可 微 ， 其 全 身分 为 
df(xo, Yo) = Adx+ Bdy, 


那么 这 函数 在 点 《x。,7。》 的 仿 导 数 为 


EE, ， a : 
FCs) = 4, ey) =B, 


并 生 这 函数 在 点 (x,Ys) 说 方 向 
ee=(cosd, singy 


的 方向 导数 可 以 表示 为 


af ,i E ， 
-2 Cxos yo) = 《Xe y ye) Cos 二 -Gy sin 人， . 


Te 连续 可 微 函 数 


关于 一 元 荔 数 的 求 导 ， 我 们 已 经 有 了 一 整 套 办 法 ， 借 助 子 对 
一 -元 冰 数 的 经 验 ， 在 考察 多 元 函数 的 时 候 ， 对 于 偏 导 数 “是否 存 
在 ”和 “如 何 求 出 ”这 些 问 题 ， 是 不 难 解决 的 ， 我 们 希望 通过 仿 
导数 进一步 了 解 多 元 函数 的 局 部 性 态 ， 以 下 的 定理 具有 重要 的 意 
义 ， 
定理 5 ” 设 函 数 f(x,y) 的 各 偏 导 数 在 点 (%6,7,》 令 近 在 
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在 ， 并 且 这 些 偏 导数 ， 
人 (和 x,y) 


作为 二 元 销 数 在 点 《x.,y,) 连续 ， 财 画 数 fx,yY) 在 点 (x6，%) 
可 微 (因而 也 在 恋 点 连续 ) . 
证 明 为 书写 简单 起 见 ， 记 
h=Ax—=g— x r=Ay=Y — Y,. 
我 们 来 考察 函数 f(x,*) 在 点 (%,,Y。) 邻近 的 改变 量 ， 
fxot hy tk) 一 fx ys) 
= fx th, yt) — fw, yo tk) 
+f Cro yo t+ hy- f(x037s) 
= fr Oh, yo Eh fy Cx yo t+ whYk, 
0 < 和 < 必 1， 
一 一 这 里 用 到 了 一 元 函数 的 有 限 增 量 公式 ， 因 为 函数 产 (z,7) 
和 和 fxzsy7) 在 点 《xy 连续 ， 所 以 应 有 
fixort Oh ys Tt R= fr yo) os 
fs (ao yo 十 四 有 = FrKxoyyo7 十 万， 
这 里 的 a 4 和 月 当 (x 二 x6071) 有 时 《 即 当 (4, 罗 一 C0,0) 时 ) 
的 极限 为 0. 把 这 两 式 代 入 前 面 的 函数 增 量 表示 式 ， 就 得 到 
fo th, yo tk) — fos y,) 
-f(xo Yoh fy Cro yok aht PR. 


叉 因 为 
|el+1p1=0 
《 当 《3 yy) 一 《Xu yy 时 多 
所 以 


ap 十 Bo(1 Tr). 

最 后 ， 我 们 得 到 

fxot hoy + kh) — Fx, yo) 
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=—f: Cro yt ro yr IEtol Vy tk). 
这 证 明了 定理 . 口 
综合 以 上 的 讨论 ， 关 于 户 数 f(x,Y) 在 点 (%,,Y,) 的 分 析 


性 岳 ， 有 以 下 关系 ， 
EL 


定义 ” 设 人 CR 是 一 个 区 域 ， 如 果 函 数 fx,y)》 的 各 偏 导 
数 都 在 怠 连 续 ， 那 么 我 们 就 说 范 教 f 在 区 域 @ 连续 可 指 ， 

由 全体 在 介 连 续 的 函数 组 成 的 集合 ， 通 常 记 为 C"C2). 由 全 
体 在 口 连续 可 微 的 函数 组 成 的 集合 ， 通 常 记 为 C'C0)， 


1.8 w 元 函数 的 一 般 情形 


对 于 m 元 国 数 的 一 般 情 形 ， 我 们 陈述 涉及 篇 导数 和 全 微分 
的 有 关 结 果 ， 至 于 定理 的 证 明 ， 因 为 与 二 元 函数 的 情形 无 本 质 的 
人 差别， 这 里 就 不 青 重 复 了 . 

定义 设 m 元 图 数 大 = 大和 xj 在 局 %0 二 (%3 +， 
2%?) 名 近 有 定 兴 ，e 二 (e',"…,e*》 是 一 个 单位 向 量 《 即 满 是 条 

忻 jel=1 的 向 量 ) ， 如 时 存在 极限 
]im [set te) ~ fle) ， 


lt 


. 那么 我 们 就 把 这 极限 称 为 函数 在 点 % 沿 方向 e 的 方向 导数 ， 
记 为 


3 六 Kx) 或 者 .fr 
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特别 地 ， 对 于 
a=《1 ;0 ,0 ps 0 ), 
es—=C0O0,1,0 "sD 力 
en 一 《10 00 10 
我 们 把 方向 导数 


2f fxt ie) — f(x) 
Bor le 


称 为 函数 f 在 点 x 对 变 元 % 的 偏 导 数 ， 并 把 它 记 为 

GD， foiCwo) 或 者 六 Co 

定义 设 mm 元 国 数 4) 一 / 《wxw' yx") 在 太一 (x1 ee， 
x?) 邻近 有 定义 . 如 果 存 在 4e R，i=lm 使 得 对 于 充 
分 小 的 
x= AXl ,rm ,AX"), 

有 这 样 的 关系 : 

fst M4) ~ fs) = 全 4Am+oCllAzl)， 
那么 我 们 就 说 函数 f 在 点 x 可 币 ， 并 把 表示 式 


py 


二 


岂 做 函数 了 在 点 %。 的 全 微分 ， 记 为 


df txo) = AAx: = > Ads'. 
这 里 ， 我 们 约定 
dx AXxi i 二], 
定理 1 ”如果 所 元 图 数 六 x) 在 点 x 可 微 ， 那 么 它 在 这 谨 
连续 . 
定理 2 如果 砚 元 函数 A(x) 在 点 和 可 往 ， 都 么 它 在 这 
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点 络 任 何方 向 的 方向 导数 都 奏 在 ， 它 在 这 点 对 各 变 光 的 偏 导数 当 
然 也 都 存在 ， 
推论 ”如果 m 元 函数 f(x) 在 点 x 可 微 ， 它 的 全 微分 为 


df Cx,) = Aidx' 
. rT 
那么 
一 4 i =1 ,+ ,1 


并 县 函数 f 在 这 点 沼 方向 e= (e',*… ,e") 的 方向 导数 可 以 表示 为 


2 (Cx,) = Paie 
定理 3 如果 在 点 2 一 (zxz3) 邻近 严 元 邱 数 所 2 


一 的 各 偏 导 数 都 存在 ， 并 且 


5 Cx) = 2 (x's ) 


作 汶 瑟 元 基数 在 点 wo 连续 位 一 1 ,mm)s 那么 国 数 fx) 在 点 
x 可 微 《 因 而 了 世 在 这 点 迷 续 } 、. 

定义 设 人 CR" 是 一 个 区 域 . 如 果 m 元 函数 f 的 各 偏 
导数 都 在 只 连续 ， 那 么 我 们 就 说 函数 了 在 名 连续 可 徽 、 我 们 约 
定 ， : | 
C'CQ) 表示 在 只 连续 的 函数 的 集合 ， 
C'CQ)》 表示 在 介 连续 可 微 的 冰 数 的 集合 。 


$z， 复合 函数 的 偏 导数 与 全 微分 
2.a 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 


设 严 个 一 元 函数 DID 都 在 i 处 训导， 多) 
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Xi " ,Pp"(t) = 7 而 mm 元 冰 数 few) = 站 在 点 *， 
xi" ,x?) 可 微 . 我 们 来 考察 复合 函数 
| FD=/ p(tD) ,p(t)). 
利用 函数 了 在 点 x。 的 微分 式 
Ho fC) = Bao) Ce ~ sh) + oa), 


可 得 
Fes) 一 Fr,) 
= (ty yr PCE)) — FP CEo) :Pp" (ts) 


一 人 2/ () Cp) 一 全 人 


+o( | Dr) -et 小 
再 利 用 p(t) 在 处 的 伍 分 趟 
PO -PD = +o- it) 


i 三 1 ,Thy 
即 得 到 


FQ) - FO)= > 2 Co AP Cn) G1) todlal). 


这 证 明了 
FQ)= > Sw ) -Io) 


-> - (p(t)) 


起 中 为 书写 省 事 采 用 了 记 专 
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C4)s 


A 
以 上 得 到 的 复合 函数 求 导 东 财 ， 可 以 用 来 求 偏 导数 《对 基 个 
变 元 的 偏 导 数 ， 可 以 看 成 国定 其 他 变 元 所 得 到 的 一 元 国 数 的 导 
数 ). 设 有 严 个 上 产 元 国 闭 ptD=@pt 1:) (i 二 1, 呈 1m)， 
其 中 每 个 基数 在 点 二 (一, 于) 对 # 的 偏 导 数 都 存在 ，P "C5》 
二 4 元 数 X= 了 x ,xX" 在 碟 
x 可 机 ， 则 复合 函数 
FID=/(Pp (DD , PAL) 
在 上 所 二 (0 呈 ,14) 对 1 的 偏 导 数 也 存在 ， 并 且 


.2F _ < 8f a 
Ge (1) = Ba Co) gr ee). 


只 要 不 至 于 引起 混淆 ， 通 当 就 把 上 式 写 成 


z SF _ Sof . 99' 
(2.1) Ot! for x’ Ot 


或 者 
aF Wiof dx 
(2.2) E19 -之 , 2x% ati” 


| 


我 们 把 (2.1) 式 或 者 (9.2) 式 骨 做 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 。 


2.b 微分 表示 的 不 变性 
我 们 知道 ， 疗 歼 
站 一 天 (Xe 
的 全 微分 表示 为 
如 果 把 隔 数 fC*) 二 f(x',…,x") 的 种 个 变 元 x'， 都 换 成 依赖 于 变 
元 i 一) 的 可 向 消 数 
N=R = re i=l, Mm, 
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那么 根据 复 分 国 数 求 导 的 链 式 法 则 应 有 


Br fx) ss))) = > C2)) 90), 
1 =Ly"** 
一 一 上 式 中 采用 了 简写 记号 
#2) = (C51) ,nls), 
内 此 得 到 
aCf CG) so Ce))) 


. 站 Ce (Ct) yy wx" YY dt 


-EH PD) WO) a 


-> 2 ce 人 了 《Da 


-二 六 CE x CE), 


这 就 是 说 ， 不 沦 x 二 (x ,"" ,x”) 是 自 变 元 ， 或 者 是 做 赖 于 另外 的 
. 变 元 ft yt) 的 可 微 中 数 ， 数 A 二 fo,%X") 的 爹 
微分 表示 都 是 


daf(*)= > Cx) ad’, 


这 一 重要 事实 被 称 为 (全 )】 松 分 表示 的 不 变性 . 
应 用 微分 表示 的 不 变性 ， 我 们 来 证 明志 下 的 关于 全 微分 的 运 
算法 则 . 


定理 谈 utx) 和 v(x) 是 可 微 函 数 ，Ae 民 ， 则 有 
忆 ] 各 


C1) Au(s) tv)) = du(z) doe), 
(2) dCAu(x)) = Adu(x), 
(3) duCx)v(O) = vr) dtr) + ux) dv (rx), 

uxIN oCx)duCw) — ux) dv (Cn) 
alse Cy 

(CCX) FO). 
证 明 ”结论 (1) 和 (2) 的 证 明 比 较 简单 ， 留 给 读者 作为 练 
习 . 这 里 叙述 结论 (3) 和 〈4》 的 证 明 . 考察 二 元 函数 


fu 的 一 了 和 glu 和) = 
计算 这 两 匡 数 的 偏 导 数 得 


af 2r _ 
Bu Fi 
和 
避 i 要 区 + : 
-下 一 -一 -入 (v0). 


这 些 般 导数 都 是 连续 的 ， 所 以 调 数 上 和 g 可 微 ， 并 且 
df(u 9) = vdu + udt, 


dg(u,9) 一 2 一 wd (00), 


2 
利用 微分 形 示 的 不 变性 ， 对 于 4 二 ww)，v? 王 w(x)， 仍 有 
du(Cx)v a) = ve) dur) + u(x) do(ts) 

条 

a ) = _ pCx)dn(x) — ACD 

vw} (efay) 

Cox)FEV). i_] 
注 记 对 于 #=&z(x) 和 v= 二 v(xw) 姑 一 元 函数 的 情形 ， 这 些 
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运算 法 则 已 在 第 四 章 $2 中 证 明 过 .但 这 里 给 出 的 基于 全 微分 者 
示 的 不 变性 的 证 遇 , 肢 适用 于 一 元 卫 数 的 情形 ,也 适用 于 wutx) 
二 uCx' esx"》 和 bo 一 ms 一 xi》 是 m 元 函数 的 情形 。 

#3 高 阶 侦 寻 数 


5.a 高 阶 偏 导数 的 定义 
考察 m 元 枉 数 (x) 二 (x,,… ,x。) 《涉及 高 阶 编导 数 时 ， 


用 下 标 给 自 变 元 编号 比较 方便 ) 。 这 国 数 的 偏 导 数 -二 2 仍 
是 x 的 阔 数 .我 们 又 可 以 过 论 销 数 


of 
Bx Cx) 


是 否 可 求 偏 导数 的 问题 . 如 果 函 数 广 二 六 Co) 对 变 元 % 可 求 秽 导 
教 ， 那 么 我 们 就 把 这 样 的 偏 导 数 
af 
dX: 到 Cs ) ) 


称 为 函数 f(x》 的 二 阶 偏 导 数 ， 并 约定 用 以 下 记号 之 一 来 看 示 ， 


已 ; _ . 
Bx pp )， fe, CX) 或 者 fs, (%). 


例如 ， 对 于 二 元 f(x,7)， 可 以 有 以 下 几 种 偏 导数 


Bd (1) = ce) 


1 
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办 
3 9919)), 
a:f 3 
Ei cp 2 -Ce 人) 
我 们 约定 用 以 记号 表 东 重 复 对 同一 - 误 元 求 导 | 
8 (zy7) 一 - (x ,7), 


对 于 更 一 般 的 m 元 项 数 A(x) = six) 志 采 用 类 似 的 记 
号 ， 
BzF 
Oxi (x)= 
假设 已 经 求 得 了 m 元 函数 f(x) 的 某 个 k 阶 偏 导数 


Bf | 
Br 


把 这 名 阶 篇 导数 看 作 x 的 基数 ， 又 可 以 考虑 求 它 的 偏 导数 的 问 
题 ， 对 丰 阶 偏 导 数 再 求 一 次 偏 导 数 就 得 到 +1 阶 偏 学 数 ， 通 
常 采 用 以 下 形式 的 符号 来 表示 ， . 


orf 
dx tt 四 9 


Ea € 9 
六 CE Td Co ). 
+] 


5.b ”混合 偏 导数 与 求 导 顺序 
对 于 二 元 函数 f(x, 力 ， 两 个 二 阶 偏 导数 
2 
7 和 也 如 (2) 
祁 被 称 为 二 阶 祝 合 偏 导 数 ， 这 两 个 求 导 顺序 不 同 的 二 阶 混合 偏 导 
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se Ep (x), 


数 并 不 一 定 相 竺 ， 换 穆 话 说 就 是 ， 混 合 偏 导数 可 能 与 求 导 顺 序 在 
关 ， 请 看 下 面 的 例子 
例 1 ”考察 函数 


1, 


NY yi? | 加 时 (x),0), 
je) 机 7 
0， 如果 (xy 一 《0;0). 
我 们 来 比较 六 (0;0) 与 fk0,0), 为 此 ， 先 要 做 一 些 计算 ， 
对 于 770 的 情形 ， 要 计算 fC0,7)， 可 以 利用 表 不 式 
ftx, Dy 
将 这 式 对 * 求 导 ， 然 后 再 令 x* 一 0， 就 得 到 
07 一 一 (yO0), 
为 了 计算 fC0,0)， 需要 直接 利用 偏 导 数 的 定义 ， 


fC0,0) =lim fh (00 0. 

这 样 ， 我 们 求 得 
fC0,7) = f 

用 类 亿 的 办 法 可 得 
Ts 果 x5zE0， 
/0 一 {， 如 果 s 一 0.， 


在 此 基础 上 ， 可 进一步 求 出 ， 
f.,00,0) = 1im f(D, 6) 10,0) ~ -1, 


Ys 各 果 yp 过 0， 
0 ， 如 果 7 王 中 


fd :0) = lim fCh,0) ~ fC0,0) ~ {0.0 二 二 划 


我 们 看 到 ， 
六 《00 天 六 .007 。 
但 兵 要 两 个 二 阶 混 合 偏 导数 都 连续 ， 就 不 会 出 现 上 例 中 的 情 
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bh 


定理 1 如 果 贡 数 /(x,y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 /., (x,7) 
和 /sz,7)》 在 点 . (xyo) 邻近 存在 并 且 在 点 (zy 过 续 ， 那 
么 就 有 
jos Xo y=: ft Fo), 
证 明 考察 一 元 锐 数 
| Px) = x, + Eh) fx) 
和 $y) = fxs h,y)— Fx). 
利用 一 元 函数 的 有 限 增 量 公 式 可 得 
Pxo 二 下) 一 px) = Pp (w+ Gh 
= [frot Bhs roth fx t Oh, yo) jh 
= fy Co OR Yt 天) 让 丰 ，， 
Pr 十 大》 一 PAY = Cy, 二 0 
= [fro hy tt OR ~ fe yt OED) 
一 六 (zxzo 十 自在 :yo 十 下 7 天 天 
这 里 
< ,08,0,,0,.<21, 
容易 验证 
| 六 (Car 十 下》 ~ px,) 
= (ro hy tk) fore h, yy 
— fxos yt +f Orr, yo) 
xt hy ty fry + E) 
-fro Th yy) tf sy,) 
-plyot k)— FO), 
由 此 得 到 . 
fr (wo 十 站 , 记 ， yo 0 =f tt Oh, y+ oF). 
在 上 式 中 ， 让 (4, 户 一 (0,0) 了 到 极限 ， 利 用 产 ,(x， 六 和 jn) 
在 点 (x,,7。》 的 连续 性 ， 即 得 到 
一 六 xyo)。 DQ 
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定义 设 Q 是 RR" 中 的 开 集 ， 如 果 栈 数 三 和 它 的 直到 价 
的 所 有 偏 导数 在 从 上 都 是 连续 的 ， 那 么 我 们 就 说 函数 f 在 并 集 
人 上 是 了 阶 过 续 可 微 的 . 

” 投 Q 是 R” 中 的 开 集 ， 我 们 约定 以 
CC) 
表示 由 所 有 的 在 口上 连续 可 微 的 函数 组 成 的 集合 ， 

定理 2 设 只 是 及 ”中 的 开 集 ，FeC (9)， 则 困 数 了 的 5 险 -， 
(2<Ck<r》 混 含 篇 导 数 与 求 导 硕 序 无 关 . 

证 明 ”从 定理 1 容易 得 到 

Br:f (x) 


Ox LOX pr db 1 


_ 9:f (x) 
站 OR “x, 


丰年 下 


通过 皆 次 交换 相 久 的 两 个 来 导 运 算 ， 二 以 这 昌 ， 只 是 求 导 硕 序 不 
冯 的 任何 两 个 阶 混合 偏 导数 都 相等 


5.e 计算 高 阶 休 导 数 的 例题 


”根据 定居 ， 高 阶 偏 导 数 可 以 用 逐次 求 一 阶 偏 导 数 的 办 法 来 计 
算 . 如 果 是 复合 一 数 的 高 阶 偏 导数 ， 那 么 矢 一 次 求 导 时 又 可 利用 
链 式 法 则 ， 这 样 看 来 ， 求 高 阶 从 导数 的 计算 ， 原 则 上 没有 什么 困 
难 ， 只 是 计算 时 须 细 心 检查 ， 不 要 漏 掉 了 应 有 欧 项 《特别 是 某 坚 
“交叉 项 ” } 
例 2 试 求 揽 合 函 数 
w= f(xCEN) ,7CE ,0)) 
的 二 阶 偏 导数 .这 里 假设 wx《E,),y9(8,7) 和 f(x,7) 都 是 二 阶 
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连续 可 微 次 数 . 


解 利用 链 式 法 则 逐次 计算 可 得 ， 
Br _ eof 2x | af BY 


一 一 十 一 一 -一 


BE Ox OE 37 25 


ow 39f az | af 37. 


Fr— 


全 下 Bx 37 By dn” 


uy 9 {of ax 9 (of ay 
-和 ( 王族- 天 (5 By BE 
Ba gw Of Px 
(CC EE + Bx 6? 


85 dyax O85/ 3 Bx 06’ 
(2 EF 07 ) 97 Of .927 


BXOY BE By: BBE. dé€ Oy Dé’ 
-2 2:f dx 7 
3 ) + 2 BE 88 ) 
of/ ay 人 af ox, Ff Oy 
+ zt 了 Tar dF Gy QE" 


a:u Of 3x + a’f (2 a7 


Bm Ox \ HY AY “21 2 


星 2 
李子 2Y-) 十 -人 Ox OF gry 


By* \ A Bx ON oy dn 
fF Of 9% 全 
BEBN Dx: BE BAT “ BE A a dé 


- 5 Ey : 2 
二 -二 dy oY of a 十 of oy 


Dy’ BF O17 Gx OE9N dy OEQ2m' 
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例 5 ”二 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 人 定义 如 下 ，、 


_ dp | 
直下 一 Ep + Ep 


试 对 w= ln (r>0) 计算 hw， 这 里 r= WT 


解 ” ”我们 有 
和 
By Bu _ _ : 
EP 3 十 了 经 ay x 十 y 


A 204 和 一 7 
ra 
站 _ yi— x 

FP wy) 


因而 


全 4 三 推拉 普 拉 斯 算 子 A 定义 如 下 ， 
By Oh dt 
Aum gr Tt Byr at" 


试 对 zx 一 二 《70) 计算 hu， 这 里 r= 于 六 二 本， 
解 ” 我 们 有 四 
十 二 2 


Ou =- - 半 (C2 十 yi 二 sy 


a 
Ee 


一 Cx 十 Yy 十 后? 一 + 3 (Cw: +y’ 十 2 


0208 


: 11 


因而 
_ dn | 8 dn. 
. 一 
例 5 设 fr:7y)》 是 下 阶 和 连续 可 徽 精 数 ， 并 设 
四 gf 划一 六 x 十 坊 ,y 十 坊 )。 
试 计 算 前 数 g(t) 的 5 脐 导 数 pp 中 0)、 | 
解 设 g(x,yY) 是 任 产 连续 可 徽 范 数 ， 我 们 先 对 形状 如 
PO =gCx ith, tk) 
售 男 数 ， 证 明 一 个 求 导 公 趟 . 送 用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 出 可 得 


= 5 g(xY 二 二 ,十 2) 


A 


3 . 
十 kay g(xtth,y tik) 


- EE 
=(h Bx 十 天 3 ECx 十 颖 人 十 声 )。 


我 们 看 到 ， 人 以 业 作用 于 yD)， 相 当 于 以 微分 算 子 
,2 2、 
人 


作用 于 
E(t ,T+ tk) - 
对 于 m 阶 和 连续 可 微 国 数 Faxz,y)， 我 们 来 计算 复合 铸 数 
P= Fx TR r+) 


的 各 阶 导数 。 利 用 上 面 讨 论 的 结果 ， 容 易 得 到 
v=( ht kg ) fet 二 ,YY 十 夫 》， 
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9 {1) = (4 -一 二 ‘27) fx ith, y+ tk), 


v={ h -+ £8) fx+ hy + ik). 


上 5 ， 


对 于 连续 可 微 足 能 多 次 的 函数 ， 求 信 导 数 的 运算 -5 与 -5 


可 以 交 久 次 序 . 涉及 -3 与 -2 > 这些 算 子 的 相 加 ， 相 乘 多 及 乘 以 


实数 的 运算， 遵循 多 项 去 代数 中 关于 文字 符号 的 ; 运算 法 则 ， 


此 ， 算 子 二 项 式 
2 2 A 
(5 + 


可 以 按照 代数 中 的 二 项 式 定理 展开 ， 


(4 + -9 ) -> > > 7 


这 里 


PN nl 
(0)= pin - p)! 
是 二 项 式 系数 ， 我 们 所 得 的 结果 可 以 写成 


(的 一 (天 -十 天 与 六) Hx+th,y + ik) z 


-Pt "3 Bg fx+ih,?+ tk), 


例 6 对 于 更 一 般 的 m 元 阐 数 ， 考 虚 与 上 例 类 似 的 问 题 ， 
设 (x)= 二 fx xy 是 pa 阶 连 续 可 微 的 函数 ， 记 
n=f(x+ih) 
= f(x tt th yw ht) 
试 计 算 pC 
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解 刘 g(x)=g(%; Xi" Xn) 是 连续 可 微 蓝 数 ， 记 
b(t) = gC 二 ih) 
= gx, 请， + 1h Ne 十 芒 。) 。 


与 土 例 中 类 似 ， 我 们 注意 到 ， 以 在 作用 于 #(:)， 相 当 于 以 算 子 


(on 训 -+* .+h 元) 


作用 于 
& (CN, 4h 3 十 十 :7 十 二。)。 


运用 这 一 观察 结 革 ， 我 们 求 得 
9 CD 一 (二 + 十 和 一) f(x+sh), 


sf Nl 了 2 下 
v= tt C+), 


[LD TPT [1 


i 9 |, oY 
go 人 一 (有 tb) fCx+ th), 


对 于 连续 可 微 足够 多 次 的 函数 ， 求 偏 导数 的 运算 也--,… ,之 _ 可 


以 互相 交换 顺序 、 涉 及 -二 …，， ~， 训 - 这 些 算 子 的 相 加 , 相 乘 以 及 


乘 以 实数 的 运算 ， 湾 特 多 贷 式 代表 让 关 文 字符 号 的 运算 法 则 
因此 ， 对 


Ca EP pe tt 总) 
可 以 按照 代数 中 的 eR 
1 六 攻 ) 


nr 而 " 
2 下 1 ie 起- 一 -一 
Ss Purl Pat Es 
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这 里 
. nM! 
有 Pmt 


- {p+ pt pn) 
是 多 项 式 系数 ， : 


附录 亲 项 式 定理 . 
考察 nr 个 文字 Uist, ry, 的 代数 式 
Cu 二 Ti 二 


以 下 展开 式 是 二 项 式 定 理 的 所 广 入 们 把 它 冲 做 多项式 定理 ， 


(e+ “十 也 加 一 二 | ?1rd , 
rtrteoen TI 有 mL 
我 们 对 加 项 药 个 数 作 归 纳 法 来 证 明 多 项 式 定理 ， 对 于 m=2， 这 
就 是 二 项 式 定 理 ， 假设 关于 严 - 1 个 加 项 的 多 项 式 定理 成 立 . 
我 们 来 考察 m 个 加 项 的 情形 ， 利 用 二 项 式 定理 可 得 
Ct et | 
二 [(m 


Ys 
之 Ch ~ pA)1l pa! | | 


销 利 轩 电 纳 法 假设 展开 Cu 十 … 二 1)"?。 代 入 上 式 ， 就 可 以 


.， 证明 m 个 加 项 的 多 项 式 定理 ， 


$4 有限 增 量 公 式 与 泰勒 公式 


为 了 以 下 叙述 方便 ， 先 引入 一 些 记 号 ， 设 =(a,,…,a。》 和 
5 一 (bp》 是 及 " 中 的 两 点 ， 我 们 约定 记 
(Cab)={atrib alie ,DY, 
To,bj=iot+itb—a)lt eTo,11}, 

并 月 约定 分 别 把 《ea6) 和 [Ee, 扣 岂 估 联 结 oo 这 两 点 的 下 全 反 和 


30 


闭 线 段 ， 
4.a 省 限 增 量 公式 
定理 1 设 D 是 R" 中 的 一 个 开 集 ，c 一 (eee)》 和 c 十 开 
一 《ci 十 pre 十 ji》 是 六 中 的 两 点 ， 而 联结 这 两 点 的 开 线 段 包 
合 在 中 ， 
Cao 二 FAD 
和 如果 函数 A(x) 二 fx;，*… .x,) 在 太 连续 ， 在 DD 可 微 ; 那么 就 有 


fath)=f(a)+ 人 J (a+ hyhs, 


这 里 8 是 严格 介 于 0 与 1 之 间 的 一 个 实数 . 
证 明 考察 函数 
P= flat th). 
利用 复合 函数 求 导 的 链 式 靶 则 可 得 


P(t) = > 2 (ett 


我 们 看 到 ， 函 数 p(:) 在 [0 入 续 在 (0,1) 可 微 ， 根 据 一 元 国 
数 的 有 限 增 其 定理 ， 应 有 : / 
vp) =900) + 9 D1 -0), 
由 此 得 到 
fae 十 从 一 Fa) 十 > a (at OBR,, 


这 里 9 eC0,D. 口 z : 

定理 2 设 4 和 a+ 是 RR" 中 的 两 个 点 ， 中 是 包含 Le,a 十 下] 
的 一 个 和 开 集 ， 和 如果 国 数 1 一 fx ** 7) 宇 D 连续 可 微 ， 由 公 
就 有 . 


fath)=f(a) + p33 (| gf Cat shat) hs. 
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证 明 考察 函数 
. pO =f atthy. 
我 们 有 


0 = > Of -a+ Dh 
国 为 gp 《9 在 [0,1] 连 续 ， 所 以 对 忆 可 以 应用 站 蜂 - 来 布 尼 闪 公式 


pOD=000) + vd 
由 此 得 到 
Hari + 人- 
作为 有限 丧 闭 公式 的 应 用 ， 我 们 琅 守 多 元 二 数 为 和 和 
件 . 
定理 5 设 函 数 在 开 区 域 9CR" 可 微 ， 如 果 


(Catth)dt )h. 本 | 


af of 一 
Dx, 一 一 术 必 ) 二 “= Br)=0, Ye i 


那么 在 中 上 恒 竺 于 一 个 常数 . 
证 明 先 考虑 这 样 的 情形 ， 马 是 一 个 开 球 Uc， 人 对 这 情 
形 ， 利 用 有 限 增 量 公式 


ff) + SIF et or Oe 


就 得 到 
. HC)=f(e) YYx€UCe,n). 
再 来 考虑 人 是 一 般 开 区 域 的 情形 ， 我 们 来 证 明 ， 对 任意 a， 
be 09, 都 有 
(60) =f00). 
为 此 ， 用 一 条 连续 曲线 ?了 联结 sa,6 两 点 : 
7: [0,1i—> 2， 
yO pl)=6b, 
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并 记 
0 =supttlt e [0,11, A = 
由 于 国 数 fey 的 连续 性 ， 应 有 
fC0)) = fa). 
因为 是 开 集 ，? (0) 人 ， 所 以 存在 ”之 0， 使 得 
U=U(Y(0), DTW. 
于 是 又 有 
所 4 一 ACID 一 Fa YXEet 
假如 关 1， 和 那么 存在 充分 小 的 * >>0， 使 得 
or elo Flo+r)eu. 
于 是 又 应 有 
f(ylo + 7) =1(0). 
但 这 与 09 的 定义 可 矛盾 《因为 0 十 7 这 0 也 使 得 大? 十 rz 一 
f(a)), -这 耶 盾 说 明 ， 只 能 有 0 一 1， 我 们 证 明了 ， 
HD=APCODN = to). 口 
”推论 设 0 是 及 ”中 的 一 个 开 区 域 ， 如 果 国 数 (x) = f(x， 
xa) 在 如 连续， 在 口 可 微 ， 并 且 .满足 条 件 


学 (四 一 = 了 (oO=0 YeD，、 
那么 了 在 人 2 上 便 等 于 一 个 常数 ， 


4.b 泰勒 公式 


定理 4 设 卫 是 民 * 中 的 一 个 开 集 . 如果- 
: f EC MD, East+hjcD, 
那么 

ftath)=T,+R,,, 
这 里 的 了, a 

z rn Ct “+h -3 ) fe), 
而 余 项 Ri 明日 形式 或 者 积分 形式 ， 余 项 及 
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的 拉 格 朗 电 形式 为 


er Ba “+h 2 flat08) 


(0<0 <1),， 
余 项 及, 的 积分 形式 为 


= (1-D"( : 汉 Mi -2 flat th)dt, 


证 明 ”对 于 一 元 函数 
Pt 一 六 6 十 场 ) 
我 们 有 泰勒 公式 


$01)= OO +EL + CO 4 + 


”这 里 的 余 项 RR,,， 可 以 表示 为 z 

一 1 [Te 站 
Ruut 0, 0<0<l, 
或 者 


Rr a 


”在 上 一 节 的 例 6 中， 我 们 求 得 


pH) = (h, -过 ‘f(a+th). 


利用 这 计算 结果 ， 认得 到 多 元 于 数 的 匠人 
fart =7,.+ R,,, 


=- (Pn Ha， 


睛 一 站 


而 余 项 ,4, 可 以 表示 为 


-1 fa jron 
Rn y(n 训 /erm) (0<4<1), 


这 里 


2 和 4 


或 者 , 
R= a-9( 守 部} Fatih)ds. Lj 

定理 5 没 函 数 (7)=fwiy 3) 在 点 s 一 (ga 部 
近 = 阶 连续 可 微 ， 则 有 加 


二 ra 
fla+h)~ > | > 药 ) fa) + ol). 
这 样 的 表示 式 被 称 为 带 小 。 余 项 (或 皮 亚 诺 型 余 项 ) 的 泰勒 公 
式 . 
证 明 根据 引 理 4， 有 这 样 的 展 式 ， 


ftai+ a)= > > EAL 


a (> 坊 ) flatBh), (001) 


由 于 各 下 阶 偏 导 数 的 连续 性 ， 对 于 
A 二 ns 为 非 负 整数 


， 应 有 
z 
Brrr Fath) =- eri /to 
又 显然 有 : 
CO 一 CC. 

所 以 

| i -0 

Mi he rie De fCet on 


Frm el- — a” - : 
=h" “he ( Sr fC + oD ) 
5 Bihar ie ge fe) + odal). 
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由 此 得 到 \ 
> 如 Yor )， 品 


采用 重 指 标记 号 可 以 把 多 元 函数 的 琳 贡 公式 写成 更 暴 交 的 形 
式 . 下 面 ， 我 们 来 介绍 这 种 表示 法 . 
设 ,a ,0 是非 负 整 数 ， 我 们 把 
=o, dr, ) 
项 短 区 a1;6 "as 为 分 量 的 一 个 重 看 标 ， 并 约定 
la =a + ot 二 a, 
dl 1. 
对 于 上 一 《hha,…，&,) & 及 *， 我 们 约定 
| h" hihi hs. 
. 我 们 还 约定 ， 
lel 
ET TE 


采用 这 些 记号 ， 我 们 写 出 


as 一 


zr( x 
p! hh 站 Xs 
. hleeeh ar 
EE a 
ot ln | EEE 
mr hh” a 
IT ot 


于 是 ， 我 们 可 浴 把 m 元 函数 的 泰勒 公式 写成 更 紧 次 的 形式 


/e+ 及 = 六 2 BO +R 
= 和 一 he +R 
. loti=e* 


——y 
一 gf (ah 十 R11 
Boe | | 
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余 项 及。 可 以 表示 为 . 
R= DD gt on 


pT BB: 


(0< 0 <<1)， 


或 者 


R,,, = of 3 人 (0007Cat th)dt he 


§5 隐 孟 数 定 理 


5.a 单个 方程 的 情形 

根据 定义 ， 所 请 f，D-=>E 是 一 个 函数 ， 就 是 说 f 是 这 样 一 
种 对 应 举 则 ， 按 照 这 共 则 ， 对 DD 中 的 每 一 个 *， 有 五 中 唯一 的 
一 个 y 与 之 对 应 。 我 们 约定 ， 把 与 * 《DD 对 应 的 唯一 的 7 EE， 
记 为 (x): 但 要 强调 指出 ， 羡 数 关 系 并 不 一 定 用 明显 的 《代数 的 
或 分 析 的 》 算 式 来 表示 .在 某 些 实际 问题 中 ， 两 个 量 之 间 的 关系 


”是 通过 一 定 的 方程 来 表示 的 我 们 应 读 研 究 这 种 由 方程 定义 的 函 


数 关 了 系 【《 即 所 谓 的 “ 隐 国 数 ” 关 有 系 ) ， 
定义 设 画 ER， 天 和 用 ， 并 设 二 元 国 数 FCx,7) 的 定义 城 
包含 了 Dx 忆 ， 如 果 对 每 一 个 $e D， 怡 好 存在 唯一 的 一 个 ye 也 ， 
使 得 F(x,7) =0， 那 么 我 们 就 说 ， 由 方程 
F(x,y)=0 
确定 了 一 个 从 DD 到 E 的 隐 浮 数 ， 或 者 说 ， 由 条 件 
Flxy)=0, x EeED, yeE, 
确定 了 一 个 《从 了 到 的 ) 隐 图 数 ， 
如 果 把 上 面 定义 中 由 条 件 
xE 了， EE, 到 《和 ,yy 一 站 ， 
“所 确定 的 从 D 到 忆 的 函数 记 为 /， 那 么 对 任意 的 *e D， 我 们 
有 
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fe E Fix,ftx))=t. 
消 数 了 的 对 应 法 则 就 是 ， 拒 每 一 个 * ED 对 应 于 满足 方程 Fx,y) 
二 0 的 唯一 的 ye. 
例 1 由 条 件 
XY =1l, XE [1,1], yefo,+eo), 
确定 了 一 个 从 [一 1;1] 汉 [0, 09) 的 隐 了 东 数 .这 隐 函 数 可 以 用 显 
y= 1-w, wt[-1,1]. 
. 由 条 忻 
x3 十 y3 一 1， weEr~1,1], ye(C-o0,0], 
确定 了 另 一 个 隐 阔 数 ， 这 隐 范 数 可 以 用 显 式 琢 示 为 
y=—V 1-—-%,， x€[L—1,1l.. 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 要 由 方程 
. Fx,y)—=0 
确定 一 个 隐 函 数 ， 仅仅 指出 x 的 变化 范围 了 D 县 不 够 的 ， 还 需要 
指出 7 的 变化 范围 E. 
如 果 方 程 fCx,Y) =0 完全 没有 解 (例如 F(x,7)= 二 ** 十 7 十 1 
的 情形 ,， 闭 么 当然 谈 不 上 定义 隐 函 数 的 问题 。 假 设 FCx,7)=0 
有 解 〈xy,)， 图 数 卫 在 点 《zu7yo) 邻近 是 过 续 可 微 的 ， 我 们 在 
= 邻近 属国 数 F 得 到 


PFCz,y) 一 -3 BE (xyo)(z- NX) + rp) Cy ~ 下 
Ty 1 
代替 原来 的 方程 
Flx,y) =0, 
我 们 来 考 赛 近似 方程 


OF er aF 
Bo Cro yo) (NL x tay CXF) = 0. 


要 使 这 近似 方程 对 每 一 给 定 的 * 都 确定 唯一 的 y， 必 须 面 且 只 须 
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BF , 
-00 


从 观察 近似 方程 每 到 启发 ， 人 们 探索 能 保证 原来 的 方程 PCx,7) 
=0 在 《%,,y》 邻近 确定 隐 函 数 的 条 件 ， 所 得 的 结果 可 以 陈述 为 
以 下 的 隐 函 数 定理 ， 

”定理 1 设 函 数 F(e,7》 在 包含 (ss) 的 一 个 开 条 人 上 
连续 可 微 ， 并 且 满 足 条 件 
Fw) =0, -Case) 天 0， 

则 存在 以 《xs,z) 为 中 心 的 开 方 块 
DxECKA 
Do= (x — ,x.+ 06),E=(y, m1, + 7), 
使 得 : 
(1)》 对 任何 一 个 x*e D， 恰 好 在 在 唯一 的 一 个 ye EE， 满 足 方 
外 ” 
了 zy》 一 个- 
这 就 是 说 ， 方 程 FPCz,y)=0 确 定 了 -… 个 从 了 到 五 的 函数 Y= 二 f(x)， 
(2》 这 巩 数 y 一 FAx) 在 了 连续 可 微 ， 它 的 导数 可 按 下 式 计 


算 
dy Fp (x,Y) 
dx aF 
By (x, 7) 


证 阴 ”不妨 设 
>0. 
. 于是， 看 在 充分 小 的 7 >0 和 了 >0， 使 得 


— yx tp] xty, -Hy +nIC 0, 
并 且 使 得 


好 下 > 
By 000 
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: V(x,y) E Exo — Yt IX EY, — 1, Yt] 
考察 y 的 函数 CY) 一 了 (Cx,,Y)， 国 为 


CD 一- (Cu 0 YY € Ey ~ ns 7 ts 
所 以 | 
py, 一 PP ILCY, +7); 
即 


F(xo yo ~ POR, yo) F(R, y+) 

{5.1) Flxoy ro — OLFCE ,Yo + 1), | 
再 来 考察 x 的 函数 F(x,y, -9 和 FCz,y 十 四， 由 于 这 两 函数 
是 连续 的 ， 从 (5.1) 式 可 知 ， 存 在 5 ef(0,y 》; 使 得 

F(x,y, — DLOLPY ,Ys + 
Yi ELv, -二 站. 


ET To+? 了 


OO! xp- -6 
| z 图 12-1 - 

”我 们 玉 验 证 ; 

D= (7x, ~ 6,%0 + 0) 和 E=CY,— 9,Y, +n) 
油 足 定理 的 要 求 (图 12-1》 ， 
(1》 对 任何 一 个 xx 了， 考察 了 的 国 数 F(x,,Y). 因为 这 二 

数 是 连续 的 ， 并 且 
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F(x I —_ LOLF CS, ,Yo +) 


所 以 存在 - 

FE yn) = 
使 得 

(5 .2) Pry) = 0. 
又 因为 | 


(Cx, 7) >0, YY Ly, ~ Nir, t+] 


男 数 了 (sy)》 是 严格 单调 上 升 的 ， 所 以 仅 有 唯一 的 +, EE 能 使 
(5 .2) 式 成 立 ， 
我 们 看 到 ， 方 程 Fx ,7) 二 0 确定 了 一 个 从 六 到 天 的 函数 
y= f(x). | 
为 了 叙述 方便 ， 我 们 把 结论 (2) 分 成 两 部 分 米 验 证 ，1” 子 数 
7 二 作 x) 是 连续 的 2” 函数 Y=jtx) 有 过 续 导 数 . 
1” 我 们 来 考察 函数 y=/(x》 在 任意 一 -点 x DD 的 连续 性 ， 
记 三 1(x1)， 因为 
: FY1€ CY — HY t= EB, 
只 要 = 0 足够 小 ， 就 有 
《y: ery te) CY, 一季 yo 士 拉 ， 
与 前 面 的 讨论 完全 类 似 ， 易 知 
Fx yy" eTOC Pr + 8。 - 
于 是 ， 又 存在 0 >>0， 人 司 得 
下 xy a) OFr, Yt 2) 
Ya ECT ON 二 or), 
由 此 可 知 ， 对 任何 xE (Cx 一 ox 十 0)， 在 YY 一 2 与 7 十 8 之 亲 ， 
存在 唯一 的 一 个 Y， 使 得 F(x,7Y) 一 0. 按照 函数 芍 定 只 ， 这 音 
味 着 ， 
Ha Ey — eytey), YrxeE{w—o,x t+oy). 
我 们 证 明了 函数 f 在 任意 点 x,& D 的 连续 性 ， 
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2” 为 了 求 函 数 f(x) 的 导数 ， 需 要 写 出 其 差 商 
站 十 号 一 其 


的 表示 式 ， 为 上 比 ， 我 们 记 
y=f(x), k=/(xt+h) — fx). 
利用 二 元 函数 的 有 限 增 量 公式 可 得 
Oa= FOYThY 二 一 天 二 共和 
= x+ Oh, y+ OR +- (x TOh, y+ OFYE. 
”由 号 得 到 
J x+ Oh,y + OE) 


aF 


h 


县 

2F . 

Cx +h) — f(x) Ax 《十 上 十 有 
加 aF 


3y (x+8h ,y+ ok) 


”在 上 式 中 让 h 王 0 取 极 限 ， 福 意 到 这 时 有 


k=f(x + - F(x) 0, 
并 利用 的 偏 导 数 的 连续 性 ， 我 们 求 得 


/ Ba 
Jim (x+ -fx) Ox (x,7) 
Pe hk 


这 证 明了 隐 函 数 f(x》 的 可 微 性 . 
函数 所 《%,7)，-9 (x,7) 和 f(z) 都 是 连续 的 ， 从 关系 
二 

， -3 一 (zjCe) 
太一 -站 一 一 
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就 可 看 出 f(x) 的 连续 性 . 口 
推论 ”在 定理 1 中 ， 如 果 沙 数 F(x,y) 在 开 集 只 上 是 阶 连 

续 可 微 的 ， 那 么 由 

F(x,Y)=0, x €D, y EE, 

所 确定 的 函数 7 二 f(x) 在 开 区 间 D 上 也 是 7 阶 连 续 可 微 的 ， 
证 明 ”在 定理 1 中 已 经 证 明了 r+=1 的 情形 .假设 对 于 r=: 

的 情形 推论 成 立 . 我们 来 考察 一 s+ 1 的 情形 这 时 ， 复 侣 函数 


(x,f(x)) 和 和 站) 
显然 都 是 5 阶 连续 可 微 的 ， 所 以 


jw Sf) 
= 
12) 


也 是 ; 阶 连 续 可 向 移 ， 这 证 明了 函数 j(<) 在 开 区 间 上 是 :+1 
阶 连 续 可 微 的 . 口 
定理 I 及 其 推论 可 以 平行 地 推广 于 更 多 个 变 元 的 华 形 ， 
定理 2 设 m 二 1 元 国 数 Fe ,x",y) 在 包 会 (x3 
yo 的 一 个 开 集 上 上 连续 可 微 ， 并 且 满 足 杀 件 
Fri sy" ,X70) = 0, 
Ce! NFO, 
则 存在 以 《zx1 ,zx? ,7。》 为 中 心 的 一 个 开 方块 
Dx EC 
CD= CR ,xo x XC ,x7 二, 
五 一 (yy 一 3 入 十 站 )， 
使 得 站 
(1) 对 任何 一 虚 (x! ,x")ED, 挫 好 存在 唯一 的 一 个 
y € 上 ， 满 足 方程 
Fig ye Ms 一品。 
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这 就 是 说 ， 方 程 FCx*,*… ,x",y) 二 0 确定 了 一 个 从 刀 到 二 的 菌 数 
y=f(x ,4"). 
(2) 这 阔 数 y=f(x!,*…,x")》 在 DD 连续 可 微 ， 它 的 各 偏 导 数 
可 按 下 式 计算 | 
aF ，， _ 
8 Br CFs NT) 


Er 


Cees) 
推论 ”在 定理 2 中， 如果 国 数 子 在 开 集 口上 7 阶 连 续 可 微 ， 
郑 么 由 . 
下 (fts x" 37 了 一个， 《xl ee xr) ED, yeEEk, 
所 确定 的 蛆 数 
. y= fx ,x") 
在 开 方 块 D 上 也 是 > 阶 连 续 可 微 的 ， 
” 注 记 ”在 定理 1 的 条 人 忻 下 ， 为 了 求 陷落 数 y= 二/(x) 的 导数 ， 
”或 们 可 以 利用 恒等式 
Fx, A(X)) = 0. 
将 这 式 两 边 对 x 求 导 ， 就 得 到 
(5.3) - PRS) TP Cx FA CX) =0. 
定理 1 的 条 件 保 证 了 在 《xiyyo 邻 近 有 
下 < 
因而 从 《5.3)》 式 可 以 办 一 地 解 出 
rr 
f= Fy ~ : 
这 就 是 求 陷 国 数 导数 的 实际 做 法 ， 定 理 1 为 隐 函 数 的 微分 法 提供 
了 理论 依据 .如 果 下 在 只 是 7 阶 连 续 可 微 的 ,那么 上 也 是 > 阶 连 
续 可 微 和 的 ， 为 了 求 得 了 的 天 阶 导数 《1<sSkssr)， 我 们 仍 可 利用 醒 
等 式 
F(x ,fx)) =0. 
将 这 式 两 边 对 x 求 导 1 次 ，2 次，…，r 次 ， 从 所 得 的 各 式 中 就 
可 以 依次 解 出 fCx)， Cx) (Cx). 
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对 定理 2 世 可 作 类 似 的 注 记 . 

例 2 我们 知道 ， 理 想 气 体 的 状态 方程 为 

PP 一 起 了。 
真实 的 气体 或 多 或 少 地 偏离 这 一 理想 的 情形 ， 它 们 郊 状 态 可 以 用 
更 复杂 的 范 德 巨 尔 斯 (Yan der Waals) 方 程 近似 地 加 以 描述 ， 


(p+ 让) -5) =R7, 


这 里 的 a,b 和 玉 都 是 常数 .如果 需 要求 出 六 对 p 的 侦 导 数 ， 
可 以 利用 .上 面 的 方程 。 将 这 方程 两 边 对 P 求 偏 导数 ， 我 们 得 到 


(1 -9 2a | - D+( p+ 


aF 入 一石 


和 


Bp 2 如 rr- 门 - aay 
各 (V-b)- (p + 攻 


圾 )3 5 一 0， 


5.b 方程 组 的 情形 


本 段 桔 论 由 方程 组 确定 章光 了 匡 数 . 党 从 比 较 币 单 的 各 形 开 
始 ， 我 们 米 考 察 方程 组 
(5.4) FIRyY gor) 0 i=1,"",p. 
这 星 设 各 函数 严 都 在 包含 (%,73,*… ,7 人 ) 的 一 个 开 集 站 上 连续 
可 徽 ， 并 设 
四 
我 们 提出 的 第 一 个 词 题 是 :能 否 确定 以 
(Xos YE ,Ys) 
为 中 心 的 开 方 块 
Dx{tEixwwx EC 站， 
使 得 对 任何 一 个 xeD， 怡 好 存在 唯一 的 一 组 
. Cy yr vr) EE Ke x Er, 
它们 满足 方程 组 
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FiCws Ys Yr) =0, i=1,"*,p, 
如 轨 对 这 和 题 的 回 芝 是 肯定 的 ， 部 么 方程 组 (5.4) 就 确定 了 从 
D 分 别 到 请 ,… ,Er 的 一 组 请 数 
= (C(x), i=1,*",p. 

. 二 是， 我 们 又 可 提出 第 二 个 问题 ， 能 否 人 只 函数 瑟 ,…,F* 的 连续 
可 微 性 质 推 知 函 数 天 ,…,f? 的 连续 可 微 性 质 ? 

有 
起 . . 

F'(x, FD A=0 i=1," "Ds. 

并 且 这 里 的 .4),…,fr(x) 部 是 连续 可 微 函数 . 将 这 组 恒 等 起 对 
x 求 导 ， 就 得 到 


吕 dfi(x) 一 0， 


{5.5) 人 


1 一 1 
我 们 把 由 偏 导 数组 成 的 方 阵 


如 了 [YL aF 
AY dy" 


oF? | OF 

dy’ Oy 
称 为 函数 天, 有 对 变 元 yy 的 雅 可 比 (TacobiD 阵 ， 并 
把 这 方 阵 的 行列 式 称 为 戎 数 到、… ,对 变 元 六 77” 的 雅 可 
比 行列 式 ， 记 为 


2 的 ， 


glF!, ", Fr) 0 
By 9 {Xo Ts, :7207 0， 


那 公 在 局 (xzoyy 从 有 


A 1 oo pd 
DC¥ ss sy sy 0 


这 就 能 保证 从 《5.5》 中 唯一 地 解 卫 


Fx) Cx) . .。 ace 
dx : ” 
从 以 上 的 分 析 得 到 启发 我 们 可 以 把 定理 1 推广 为 以 下 形 
式 ; 
定理 3 设 函 数 Flt sy! FAY 在 得 全 
点 (zuyyy7o) 的 一 个 开 集 马上 连续 可 微 ， 并 且 福 足 条 件 
Fi(xory lm yt) =0, 一 二 有; 
中 了 
aty’ 1" 
则 存在 以 (xy 3" * 为 中 心 的 开 方 块 
Dx{Exm x EC 
《用 一 (Ye -6,% TO E'=(yi~— 9,7+)), 
一 《7 -7 Tn)), 


" ,Fr 1 
yy 》 Cx Ye 1 0 ' 


使 得 

《1) 对 任何 一 个 xeD， 容 存在 唯一 的 一 组 
Cy sr NEE! ex Er, 
它们 满足 方程 组 

FeCw yl ss =O i=1,",p, 
这 就 是 说 ， 上 面 的 方程 组 确定 了 从 卫 分 别 到 下 ,Er 的 一 组 
函数 
Y= x) y= f(x), 
(2) 这 组 函数 中 的 每 一 个 都 在 D 连续 可 微 ， 它 们 的 导数 
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可 以 通过 以 下 的 方程 组 求 得 ， 


oF: dfi(z) 
2 一 从， tr, ps 


这 里 的 多- 和 -7 都 在 (z,1(z),… ,7(*)) 外 计 秆 . 


我 们 再 陈述 一 个 更 一 般 的 结果 ， 
定理 4 谍 隧 孝 Fi(wl ye sy sy oe, Prt pp 
ys 9 ) 在 包含 虑 Cx 33973,** 975) 的 一 个 开 集 吕 上 连续 可 
微 ， 并 且 满 足 条 件 . 
Ce Re Ys 1 ,"",p, 
CE + , Fr) 
dy sy) 
则 存在 以 (wi ,wo ,e095 为 中 心 的 开 方 据 
Diyxs x Drx FE! xen x EO 
人 {Cat 6 xl to) ee "一 (人 -6,x7 1+), 
一 《人 一 二) ,E09 ~ 07 二). s 


(Xs * sy "0s 


使 得 
《12 对 此 一 个 
Xx YED=D 这 br", 
恰 存 在 唯一 的 一 组 。“ 
- Cy ye EE! ax Er, 
满足 
(5.6) Fw ye Le 人 = 人 To。 
这 就 是 说 ， 册 方程 组 《5.6) 确定 了 有 具 了 = 访 Xx ew xD" 分 别 到 
1,-… ,Er 的 一 组 冰 数 
Y= x =r ) ,= -PCD= fx ,NX™), 
(2》 这 组 钞 数 中 交 每 一 个 都 在 了 D 连续 可 微 ， 它 们 的 冲 偏 
导数 可 以 通过 以 下 的 方程 组 求 得 +- 
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(5.7) 2 t+ Af 0 i=l,mp, 


DF oF 
这 里 的 二 和 


都 在 
Cm (Cx) rs Fry) 
处 证 值 . 

定理 3 可 以 看 作 定理 4 的 一 种 特殊 情形 (m=1 的 情形 ) 。 
要 证 明定 理 4， 自 然 会 想到 的 办 法 是 ， 对 方程 的 个 数 p 作 归 纳 . 
虽然 这 定理 的 归纳 证 明 的 基本 思路 十 分 简单 ， 但 要 具体 详细 地 写 
出 每 一 步骤 来 ， 就 会 感到 符号 太 繁琐 了 《读者 可 以 试 一 试 m= 二 3， 
p 一 2 的 情形 ) 。 我 们 将 通过 另外 的 途径 来 证 明定 理 4 .为 此 ， 洁 
要 在 以 下 两 节 ($6 和 §7) 里 作 一 些 准 备 。 然后， 在 38 中 ， 我 们 
将 介绍 一 般 隐 范 数 定理 〈 即 本 节 定 理 47》 的 一 个 较为 紧 资 的 证 
明 . 


36 线性 映射 


微分 学 的 基本 手段 是 局 部 线性 化 ， 即 通过 适当 的 线性 逝 近 ， 
研究 映射 的 局 部 性 质 ， 为 了 介绍 更 一 般 的 微分 概念 ， 需要 先 了 解 
有 关 线 性 映射 的 一 些 预 备 知识. 

6.a ”线性 映射 与 矩阵 

考察 从 R” 到 RR* 的 线 尾 瞎 射 《或 称 线性 变换 ) 


(6.1) y= dx. 
这 映射 可 以 写成 分 量 形式 
(6.2) Y= ans j=1,",p. 


如 果 把 及 ”中 的 向 量 x 和 及 ， 中 的 向 量 y 都 写成 列 矩阵 的 形式 
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并 记 

好 11 量 i， 师 ] 本 
[4 一 | fas en |, 

Fr fps 人 

那么 线 往 映射 (6.1) 或 (6.3) 可 以 号 成 以 下 的 矩阵 形式 

《6， 3) [yj= [AlLx]. 

我 们 约定 ， 把 大 R” 到 及 ”的 一 切线 性 上 映射 所 组 成 的 集合 记 

LCR"™ ; 及 人， 

并 约定 把 线性 映射 4e<LCR", RR?*) 与 BeL(R?, R" ) 的 复合 写作 

. Be A=BA. 


于 是 ， 线 性 肌 射 的 复合 ， 可 以 表示 为 矩阵 的 乘法 
[34]=FB]T4]. 

我 们 可 以 把 向 量 x 与 表示 它 的 列 矩 降 [ 和 等同 视 之 ， 把 线性 
映射 4 与 表示 它 的 矩阵 [人 等 同 视 之 ， 把 LCR", 民 *) 与 由 全 体 
p x 亚 握 阵 组 成 的 集合 等 同 视 之 以下， 在 -- 般 情形 下 ， 对 于 等 
同 视 之 的 对 象 ， 在 记号 上 也 就 不 再 加 以 区 别 了 。 


6.b 线性 映射 与 矩阵 的 范 数 


我 们 约定 记 
Ls= UU LR" ? Rr?)., 


这 可 看 作 一 切 和 矩阵 的 集合 ， 

定义 ”我 们 把 驻足 以 下 条 件 (ND 一 CN,) 的 任何 一 个 实 值 隐 

数 辣 ， 工 一 及 ， 称 为 线性 映射 的 范 数 〈 或 矩阵 的 范 数 )， 
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《N,) 对 于 任何 线性 喘 射 《 抠 降 ) 4， 都 和 
N(4)>>0, 

并 且 仅 当 4=0 时 才 有 NC4)=0; 

《N,) 对 于 任何 线性 映射 《上 矩阵) 4 和 实数 4， 都 有 

NGAAY = {AINCA); 

(NW,) 对 于 任何 两 个 可 相 加 的 线性 映射 《 算 阵 ) 4 和 8， 
都 有 | - 

NCOA+ BNCA) + NCB), 
《N,) 对 于 任何 两 个 可 复合 的 线性 上 映射 《可 相 葬 的 乱 阵 3 
和 4， 都 有 
NCBAYNCD NAY. 


例 1 如果 对 
Dy ls dm 
| 好 ?1 dsp Fim  : 
, 人 py | 
现 定 


wCO=(> > a) 
那么 W 是 线性 映射 《 矩 隆 ) 的 一 种 范 数 ， 条 件 〈N,)，(N:》 和 


(NN,) 比 较 容易 验证 《与 关于 向 量 空 间 的 欧 几 里 德 范 数 的 验 还 完全 
类 似 ) .条 件 CN,) 可 验证 如 下 ， 设 


bu bs * bp Gr A om 一 
b b “eh 二 好 "ee 
B= Fi 2 Ep ， 可 二 十 FE FF js 
垣 和 加 着 申 和 时 是 肖 竹材 和 昌 二 路 本 加 喇 申 证 国 [LL 里 四 | 
上 
b,, D yn jm, 
则 有 
: Cl is Cim 
| Cr Cas Cs 
BAdA=| “5 ”小 
[ELL 
Col Com 
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这 于 
ex A 
=], TR k=1,*" ,9, 
利用 柯 西 不 等 式 可 得 


ei 村 bon) 
<(> 2 人 人 9 小 
NBA)= (PS, on) 
(PER 0) 
-(>> pa) (> a ) 


=N(CB NGAD. 
.以 下 ， 我 们 约定 把 本 例 中 所 定义 的 范 数 记 为 


于 是 得 到 


| 
即 对 于 
- 全: 村 , 二 
一 | 2: rs ， 
规定 ， 
Mi=( 人 > ai) 
例 2 如果 对 本 
“二 11 Er 1 怀 
人 好 zz 恒 
ee : 
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规定 
NA)=max {Dlonl} 


{有 即 取 种 行 元 于 绝对 值 之 和 欧 最 大 值 作为 入 (人)， 则 这 样 定义 
的 六 也 是 线性 映射 ( 算 阵 ?的 一 种 范 允 ， 条 体 CN.), CN,) 和 (CN,》 
仍 容 易 验 还 。 这 里 求 验 证 条 件 CN.,)， 设 
: B=(b,)rrs, A= {a) res 
则 有 


有 4 一 (人 epsxny 
c= 总 
我 们 有 和 ， 
> buan| 
< l,l [gnl 
=P ol Det) 
<(2>, [ba nas {2210). 
.于 是 有 
N(BA) = max too 
mgs {3 Wal} ms {Slo} 
= NONCA. 
TF， 我 们 约定 把 本 合 中 所 定义 的 范 数 记 为 
即 对 于 有 


4 一 (C0)s XX 曙 轩 
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141 一 max {S20}. 
我 们 注意 到 ; 如 果 及 ”和 有 民 ” 都 赋 以 欧 几 里 德 范 数 | 1， 而 
CR"*, 民 人 站 赋 以 例 1 中 所 定 关 的 范 数 |: 1， 那 么 就 有 
(6.4) Axil<<lAl lll, vxeR",AL(R",R), 
事实 上 ， 简 用 柯 西 不 等 式 就 可 得 到 


p23 
- (> ) ). 


这 就 是 《6.4) 式 ，- 
类 似 地 ， 如 果 尺 "” 赋 以 范 数 
I[*) = max {lx}, 
民 ” 赋 以 范 数 


而 LCR*, 民 站 赋 以 例 2 中 所 定义 的 范 数 | |， 那么 也 有 
(6.5) Axi<IAllzl, YreR", AeL (R",R’). 
事实 上 ， 我 们 有 


Be <> oa! 医治 | 


<(> ol)max lal}. 
由 此 得 到 : 


A 
ma > i } 
sip | 


cms 人 em {tz}, 
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这 就 是 〈6.5) 式 ， 
《6.4) 式 和 (6.5) 式 十 分 重要 ， 我 们 以 后 将 委 次 用 到 这 些 
不 等 式 ， 
在 到 及 ", 民 中 引入 范 数 之 后 , 就 可 以 讨论 航 限 和 连续 这 
些 概 念 ， 作 为 例子 ， 让 我 们 来 考察 如 下 的 映射 的 连续 性 
R00-—7L(R",R’) 
x AC(XI = (Ct) x 
《这 样 的 喘 射 又 称 为 矩阵 和 值 国 数 ) 。 设 . x,e 虽 。 如 果 有 
lim |4(%) -ACx) l=0, 


或 者 与 之 等 价 地 有 : 
Hm [A(x) ~ ACzx,)| =0, 


那么 我 们 就 说 瑟 降 值 疯 数 4(x) 在 点 x， 连续 . 
容易 证 明 ， 短 阵 值 函 数 4(x) 在 点 x。 连 续 的 充 分 必要 人 条件 
是 ， 它 的 每 一 个 分 最 
在) 区 放 (i=1,"" "一 
都 在 点 %。 连续 ， 事 实 上 ， 我 们 有 


Le ~ Le 


lotx) 一 oo 
[2 ~ 人 Xe 


<Y\Y， | 一 Grrlxo) | 


| 在 一 二 
利用 这 不 等 式 ， 即 可 证 明 上 面 的 论 浙 . 
$7 向 景 值 函数 的 微分 


我 们 知道 ， 一 元 数值 》 配 数 f(x) 在 点 和 的 微分 是 一 个 
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< 人 一 六 (Yo 


jim [fs th) fm) -AB 
[| 


二 


= lim 
- 二 下 


fw th fr)  ， 
一 和 -—1 Cxo) 


日 
上 


采取 类 似 这 样 的 方式 ， 可 以 把 微分 的 定义 推广 到 更 一 般 的 情形 . 
定义 1 设 G 是 R” 的 一 个 开 集 ，f， 6 一 及 是 一 个 鼎 射 
《 辣 量 值 函 数 》，x6EG， 如 果 存 在 一 个 线性 上 映射 
AEIAR", RR), 
使 得 | 
(7.1) Hm fa 十 内 i =0, 


那么 我 们 就 说 向 量 慎 函数 了 在 点 *。 可 微分 . 和 如果 了 在 6 的 
每 一 点 可 微分 ， 那 么 我们 就 说 了 在 6 可 微分 . 
，” 注 记 1 在 上 面 的 定义 中 ， 可 以 把 范 数 | ” | 换 成 "或 其 他 
. 范 数 .由 于 各 种 范 数 互相 等 价 ， 依 不 同 范 数 定义 的 可 徽 性 是 完全 
一 长 的 ， 

注 记 2 我 们 指出 ， 撕 足 (7.1) 的 线性 映射 AELCR*, 民 7) 
是 唯一 的 ， 事实 上 ， 如 果 还 有 BeL(R*,R") 也 使 得 


lim [fw + h) — lm) — BEI 一 个 
im 


那么 对 于 任意 取 定 的 heR"\i0 和 充分 小 的 实数 。 二 9， 就 有 


Om A Ce 内 
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LC fmt eh) -fxs) - Ben) 


+ lf (wot eh) -fC%0) — ACeh) 1) 
= 1h] (ete) fe = BL) 


十 [Fxo ah) — fr) — ACeh) | ) 
leh| ” 
在 上 式 中 让 。 一 0， 就 得 到 


1(B8-— AYh| =0, 
(B— A)h=0, 
我 们 看 到 
Bh= Ah, YheR", 
这 意味 着 


B=4, 
定 多 2. 我 们 把 满足 定义 1 的 唯一 线性 喘 射 并 叫做 向 量 值 ， 
畏 数 让 在 点 罗 的 微分 ， 记 为 
D(x =4. 
注 记 我们 介绍 与 (7,1》 式 等 价 的 几 种 表述 ， 
(1)》 对 任何 。 >>0， 存 在 8 >9， 使 得 只 要 0<ih| 达 6， 就 


[fss t+ hh) — fx) Akl 8 [|s 


《2》 当 一 0 时 ， 
{fw th) =— fC%) 一 人称 | 一 民 || 2 
也 就 是 当 x 一 x 和 |， 
fC) — fn) — ACx— x0) | =oC|% ~ 60))) 


(3) 如 果 记 
fw) -Kx -A(x -N01 对 于 4 和 0 
a(% 4) = 和 
0， 四 对 于 一 Xe 


那么 aC%,xo) 看 作 * 的 国教 在 和 点 连续 ， 也 就 是 
887 


lim waKxyxo) =0. 


这 里 列举 的 《1》，(2) 或 (3) 都 可 以 伐 志 (7,1) 作为 “ 孙 
数 了 在 x， 点 可 微 和 并 且 Dj(x,) 二 好 的 定义 . 
定理 1 设 C 是 ”的 一 个 开 集 ，f， CG 一 及 是 一 个 映 身 
《向 量 值 歼 数 ) ，xeG.， 如 时 了 在 点 mm 可 徽 ， 那 么 存在 点 
的 邻 域 UV 和 正 实数 yY， 使 得 . 
(FX) -fOr ~ | YrxeU. . 
-由 此 可 知 ， 如 果 函 数 了 在 点 x。 可 微 ， 那 么 这 函数 在 x 连续 . 
证 明 设 Dj(x,)=A4。 根据 可 微 性 的 定义 ， 对 任意 取 定 的 
2 >>0， 存 在 5 >0， 使 得 只 要 0<lz-xl<6， 就 有 
Fe- fx) -ACs — x) |<elx— |, 
于 是 ， 只 要 0 之 |x 一 %|<56， 虐 有 
[FO — FOr) [sf CN) ~ fo) ~ A — wo) | 
+ | ACx— x)| 
ex— xel Tt |All|x- x 
=(te+|4Al)|x— x,l. 
在 0 之 |x 一 x。]<6 的 条 件 下 ， 我 们 得 到 
[FO 一 fxo)is (et AI)|x— wl . 
一 一 这 不 等 式 对 于 * 二 % 的 情形 当然 也 成 立 ， 如 果 记 
U= {xeR"|!r- 2,1<0}, 
=et |Al; 
那么 就 有 . 
[Fx ~ Fx) Sy | x -rl, vxed, 器 
定理 2 设 5 是 展 ” 中 的 一 个 开 集 ， 卢 C 一 及 和 g: G+ 
中 "都 是 向 量 值 函数 ，4< 及 ，m ec 如 果 辣 和 gg 都 在 点 % 
可 徽 ， 那 么 f+g 和 4 也 都 在 虚 x。 可 徽 ， 并 且 
DEIf TE N= Dz) + Des 
DOA Ux = AD ), 
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1 
- 


证 明 和 留 给 恋 浴 作 为 练习 ，- 
定理 35 《 链 式 法 则 ) 设 G 是 空间 RR” 中 的 开 集 ， 吾 是 
空间 R? 中 的 开 集 ，f; CR' 和 g， >R' 是 向 量 信函 数 ， 
(GD) 呈 有 ， 如 果 向 量 值 洋 数 f 在 点 x EG 可 微 ， 而 向 量 值 消 数 
8 在 点 f(x。) E 可 徽 ， 那 么 向 量 值 画 数 gf C 一 及 : 也 在 后 
x 可 微 ， 并 且 有 
D(Ag° I(x) — Dgtf (x) IDI). 
证 明 为 简便 想见， 我 们 引入 以 下 记号 ， 
A=Df(x), B=Detft%,)); 
Fe f(xot hy — fr), Y=f(x0), 


[fCx) — fx) — Alx— %o) | : 
| » XY 


[x — ol 


人 0 是 二 


Ek 


[gCY) 一 BCy — BOY — 7,) | . 
BUy,Y,) | ; YY 
上 全 =, 


二 是 有 
jgef (so tbh) — gof (xo) ~ BAR! 
=|gtf(x) Th) — glf(x0o)) — BAE] 
lg (Cx) + Eh) — gf (XD)) ~ Bh| 
十 | 了 BC- ARB)| 
| SCFCED 十 有 ~ gCF OK0)) ~ BR} 
t|BIIftxe th) — fr) — ARI 
=B((x) th fx0)) |E| 
十 [|B|ats, th;x) In| . 
由 定理 1 可 知 ， 存 在 常数 ?>0， 使 得 对 于 充分 小 的 上 有 
[EI= | +E- fx) sy] | 
于 是， 我 们 得 到 
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|gef (x, +h) 0 - BARI 


POG) th co | 


Sp Pfr) FE fro) TIBI :at th, ro), 
由 此 即 可 得 到 


left gf) -Bl oO 


+|Blatr, +h,x,) 


lim 
| | 


设 6 是 R" 中 的 开 集 ，fj: 656 一 R ' 是 向 量 值 消 数 . 于 是 可 

以 写 
fn) = f(D) ,f(x)) (x EY, 
我 们 看 到 ， 问 量 信 因数 f(x》 的 每 一 分 量 fx)ti 一 1,…,p)》 定 
义 了 一 个 数值 函数 
f: C 一 及 . 
定理 4 ”向量 值 辆 数 
捧 = f(r), Fx)) 
在 点 %。 可 敏 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 每 一 个 分 量 办 (Cy 
“PpP) 都 在 点 x。 可 微 ， 当 这 条 件 满 足 时 ， 就 有 


of, 2 
BY, (x0) Dx. xo) 
Df x6) = ere 
af, ,0 2 
EP (xo) Ey {x ) 


证 明 ”为 了 书写 简便 ， 我 们 采用 分 块 算 阵 记 号 。 设 


| 4, | Hi ls i tlm 
. | [rs 宇 单 避 哩 各 
] 于 1 二 t 
有 = ,| 二 
人 显 早 香 
4, dp ps dm s 


2 的 


到 使 以 下 的 不 等 式 对 充分 小 的 成 立 

[fe th) ~ fOr) -< 人， 
必须 而 且 只 须 对 充分 小 的 及 有 

[fxs tb) -PC -= Ah|<Lelkl, 

一半 2, 
这 样 ,我 们 证 明了 ,向 量 值 函 儿 fCx》 在 点 x, 可 微分 并 且 D fCx,) = 
4 的 充分 必要 条 件 是 ， 各 分 量 f(x) 都 在 点 mm 可 被 分 ， 并 下 
Dix,) = 4d,, 1 一 1， vr PD, 

当 这 条 件 满足 时 ， 应 有 


4,= [3 Ce) 四 2 Gx) i=1, | 


四 而 有 
(x) (x) 
A=;, ? 和 


| Bl) eo) _ 
- 注 记 ”我们 看 到 ， 向 量 愉 晴 数 的 微分 ， 具 体 表现 为 雅 可 比 纵 
”路 - 一 这 一 事实 非常 重要 .和 如果 我 们 先 证 明定 理 4， 那 么 定理 
工 、 定 理 2 和 定理 3 痢 可 以 利用 数值 邱 数 的 相应 定理 以 及 矩阵 运 
算 的 有 交 法 则 来 证 明 ， 建议 读者 按照 这 提示 重新 考察 定理 1、 定 
理 2 和 定理 3 . 
定理 5 《有 限 增 量 估计 ) 设 G 是 R" 中 的 开 集 , f; 6G 一 
了 是 在 E 上 可 微 的 向 基 值 国 数 .又 设 a,，8 是 5 中 的 两 个 点 ， 
满足 条 件 fa,5j 忆 5G， 则 存在 ce (a,8)， 使 得 
1 -FDISIDAFCilp-al. 
证 明 海 察 向 量 从 丙 数 f(x) 的 各 个 分 量 
fy, fx), fx), 
不 妨 设 
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| 疡 (2 一 六 人 a) 一 max .| 六 (8) 一 六 Ce)| 
=1f(6) ~ (0). 
使 得 
AROMAOE DD OL 
于 是 有 
AOIACI SD I 


< 


ER |) (le. edd} 
< max zs 六 Of Ce) 


{fC -fCDIEIDf) -al. OD 
注 记 ”在 定理 5 的 条 件 下 ， 对 于 范 数目 "|， 也 可 议 断 定 ， 存 
在 € Carb), 使 得 
{7.2) [FD — fT D ANN — oll, 
为 了 证 骨 这 一 事实 ， 让 我 们 来 考察 函数 
gD)= ,Cf -fof i%). 
对 这 数值 函数 用 有 限 增 量 定理 ， 我 们 得 知 ; 存在 EE la, 引 ， 使 . 


Cb) ~ g(o) = D28 (Go 


| a 


即 
D0 一 天 Co) 


一 忌 COCB) — C0)) s Bf (Cah a)), . 
EE 
fe] + =] : 
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再 利用 柯 西 不 等 式 ， 就 得 到 


> (WY /HO 
/>( > p30 (2) DPI Gd) 
z < /EO 
ED) /Be Cay 


由 此 就 可 得 到 (7.2) 式 . 
下 面 讨论 向 量 值 函数 对 部 分 变 元 的 偏 微 分 ， 为 了 叙述 方便 ， 
我 们 把 R*'*: 看 作 乘 积 


R"*"x RR” 
把 RR**? 二 Rx R* 中 的 点 表示 为 
(x FO=Cx We 
以 下 ， 凡 是 号 及 ”一 及 "xx 及 ”的 时 候 ， 就 约定 采用 这 种 简便 的 
表示 法， 
设 9 是 R"'*=R"xR' 中 的 开 集 ， 考 察 m+p 个 变 元 的 向 


. 量 值 国 数 
人 一 人 及 1 


如 果 固 定 y=(Cy',*…,y")， 把 F(x,y》 看 成 仅仅 做 环 于 > 的 向 量 
值 医 数 ， 那 么 就 可 以 讨论 这 函数 对 变 元 x 的 微分 .我们 把 这 样 的 
263. 


微分 思 散 向 量 慎 孙 煌 FKx,y) 对 变 元 * 的 偏 微分 ， 并 把 它 记 为 ， 
DFCx,YYy。， 类 似 地 ， 还 订 以 讨论 向 量 值 阴 数 F(xyY)》 对 变 元 7 
和 的 偏 微 分 D,FKx:y)， 我 们 把 偏 微分 的 正式 定义 陈述 如 下 ， 

定义 “ 设 9 是 及 mr RaxR， 中 的 一 个 开 集 ， DR， 
是 一 个 映射 ， (xoyYo) EE 品 如 果 存 在 4. ELCR", RR (ds € 
. L(R?,R'))， 使 得 
Fat hyye) FasyD Ahl 


hn .| 请 | 


。 | fx ye 十 下 — fx,, 站 一 .| 
(aim es 0 小 


那么 我 们 就 说 向 量 值 函数 在 点 〈xoyo) 对 变 元 x 《对 变 元 3) 
可 微分 ， 并 把 41(4;) 叫 八 下 在 《xyo) 对 变 元 <x《 对 变 元 7) 


的 伪 微 分 ， 记 为 : 
DFCx, ;YY) = 


(DF Yo) = A ). 
定理 6， 设 只 是 及 ”… 一 及 "x 了 及 ”中 的 一 个 开 党 ， 了， 8 一 
R* 是 一 个 映射 ， 《xy e 全 如果 Exzy7 在 点 《xy 和 作 
为 依赖 于 mp 个 自 变 元 的 向 量 值 函数 》 是 可 微分 的 ， 那 么 它 在 
这 点 对 变 元 x 的 偏 微分 和 对 变 元 y 的 偏 微 分 都 存在 ， 并 且 
DFilxo sy)h=DFEY, ,yo ) th,0), YE 及”， 
D,F(lwoy YORE—DECX, Yo) 0 ,KE), vkEe 了 Rr. 
证 明 记 4=DF(x,,Yo)， 并 定义 4 eL (R",R') 和 和 4 € 
LCR’',R’') 如 下 : 
Ah= ACh,0), yh eR", 
Ak= .AC0, KY, yre Rr. 
几 有 Wy see 
i [FCs yo) + Ch 0 ~ Pgss ys) = ACEO 
Lr | Ch ,02| 
=0, 
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这 证 明了 
DF xo y= 4, 
同样 可 以 证 明 
DD F(X Yo) OO— A,. - [i 
注 记 设 名 十 R"'’=R"xRr 中 的 一 个 开 集 ， {x,yY,) € 
1， 又 设 F，8 一 民 " 是 一 个 映射 ，F(x,y》 的 各 分 量 为 
F(x yD) Fx, 7). 
如 果 在 点 《%6,,7o》 可 微 ， 那 么 DF(x,,yo) 表现 为 惩 阵 ， 
| 


oF ,oF :2 38 
DW! ax" | 97 .a¥? 
DF(x, ,Yo)=, TTITITTIETTIEIETTY : 
aFr  ，Bg | BF OO OF 
ax GX” 27 Byr {xo, oy. 


我 们 注意 到 ， 偏 微分 D aPCxo ,yo) 和 和 号 FOwos ys) 的 矩阵 下 示 恰 
好 就 是 DF(xo,y0) 的 分 类 所 降 表 未 中 的 两 个 村 名 


如 于 上 , . a 
Dx! 

D Fx, To) 一 [| [| 
BF aFt 


(os Fo) 时 


DPCes yi) = ss 


aF: 了 ps 
局 六 aY? 


1。 OF 
By! . Oy! 


Cx Yo) 

另 一 方面 ， 如 果 D,FC(x，Y) 和 D,F(x,Y) 在 点 《zy 邻近 存 
定 闵 并 有 生 伯 为 《xy) 的 阔 数 在 点 (x, ;Yo 连续， 那么 Fx,7》 
起 就 在 点 (xo，yo) 可 微 ， 并 且 DF(xX0Y0) 日 可 以 表示 成 如 下 的 分 
块 矩 阵 形式 
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DRFKx， 0) = [DT (xr, 7)!D, Fixosy))]. 

限于 篇 旺 ， 我 们 不 去 讨论 高 阶 人 油分 的 一 般 概念 了 ， 这 里 仅仅 
遂 过 分 量 来 定 交 向 量 信 和 辣 数 的 高 阶 连 续 可 微 性 ， 

定义 ” 设 人 是 民 * 中 的 一 个 开 集 ， 设 fj， 人 一 民 ' 是 一 个 映射 
(向 量 信 卫 数 》， 并 设 /(x) 的 分 量 为 

COACIREO ACIP 

如 果 向 量 情 请 数 f(x》 的 每 一 分 量 方 Cz)》 都 是 > 阶 韦 续 可 徽 的 ， 
那么 我 们 就 说 f 是 r 阶 连 续 可 微 的 ， 或 者 说 f 是 C' 类 的 ， 如 
果 对 任意 的 re 区， 国 数 f 者 是 7 阶 连续 可 微 的 ， 那 么 我 们 就 
说 了 是 cc= 阶 连续 可 徽 的 ， 或 者 说 f 是 0” 类 的 . 


38 一 般 隐 函数 定理 


本 节 采 用 选 代 法 证 明 一 般 隐 装 数 定理 《 即 $5 中 的 定理 4 ). 
为 了 帮助 理解 ， 预 先 作 一 些 说 明 ， 
先 从 解 方程 的 牛 额 法 读 起 ， 考 察 方程 
《8.1) 1(7)=0, 
这 里 假设 f 具有 我 们 以 下 讨论 所 项 要 的 一 些 性 质 ( 连 续 可 微 ， 
导数 不 等 于 0， 等 等 )y， 为 了 求解 (8.1》， 我 们 适 当 选取 一 个 


~ fC) ... 
(8.2) 1 二 fy n=] 2, 


如 果 这 样 产生 的 序列 位 上 路人 印 于 ys， 那么 Y。 就 应 是 方程 (8.1) 

的 解 (这 只 要 在 8.2》 中 让 n> 十 oe 取 极 限 就 可 以 看 出 》. 

”并 来 考察 单个 方程 的 隐 冰 数 定理 ， 基 $5 中 的 定理 1. 在 

Fx ye) = 0, ry) 

的 条 件 下 ， 要 证 明 方 程 

(8.3) F(x,y)=0 | 

确定 了 一 个 从 只 到 的 隐 冰 数 ， 就 是 要 证 明 对 每 一 个 wD， 
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关于 y 的 方程 (8.3) 怡 有 了 唯一 的 一 个 解 yeE， 为 此 ， 我 们 党 
试用 牛 赖 法 的 选 代 公 式 来 求解 y。 适当 选取 7:， 和 然后 构 作 


(8.4) yn=y. Be 


入 一 1 ,2 
如 果 能 证 明 由 《8. 人 4 产生 的 选 找 序 让 列 收 生 ， 那么 也 就 能 馆 证 术 
所 求 的 解 存 在 . 

为 了 计算 方便 ， 我 们 对 近代 公式 (8.4) 作 如 下 简化 ， 因 为 
xy 与 (x Yo) 很 接 捞 ， 所 以 F(x,y,) 与 F, (Cx, yo) 也 很 
接近 ， 我 们 就 用 F,(xsy) 代 赤 已 (x:y.)， 这 样 得 到 一 个 比 
《8 .4) 式 更 便于 计算 的 选 代 公 式 

= xy 
(8.5) et 

f=1,2," 
如 果 由 (8.5》 产生 的 迁 代 序列 ty。 ee 那么 极限 y 也 一 定 满 
是 方程 
F(x,y)=0, 
类 伺 于 《8.5) 这 样 的 ， 人 队 半 申 法 公式 变形 而 得 到 芍 选 代 公 式 , 被 
称 为 变形 的 牛顿 法 公式 . : 

现在 考虑 更 一 般 的 情 形 。 设 只 是 及 "一 及 "xx 退 ” 中 的 一 个 
开 集 ，F， 避 一 民 : 是 一 个 连续 可 微 的 向 量 什 函数， 《czoye EE 他， 
下 (YY 一 和 | 

detCD, Fx ¥0)) 0, | 
这 里 符号 detfK*)》 表示 方 阵 《…)》 的 行列 式 ， 从 上 面 的 计 论 得 到 
和 局 发 ， 我 们 尝试 用 娄 似 的 和 进 代 手续 去 求解 更 一 般 的 方程 组 
(8.6) Flx,y)=0. 
为 此 ， 对 于 充分 接近 于 x。 的 任意 一 个 z%， 我们 从 适当 选取 的 Y， 
出 发 ， 构 作 交 下 的 挝 代 序 列 《 起 中 的 《: 表 示 〈《…) 的 道 拭 
阵 ) ， 
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(8.7) Yati™ YY. — CD, Po) Fw ,ys), 
荐 一 1 过， 
尚 需 验 证 由 这 选 代 公 式 产生 的 序列 和 确实 收 化 于 菜 个 YyY。 我 们 
指出 ， 压 适 映 射 原理 是 处 理 这 类 问题 的 一 种 有 效 的 手 禾 。 
至 此 ， 我 们 已 对 一 般 稀 函数 定理 的 主要 证 明 思 路 作 了 一 番 分 
析 ， 下 面 就 来 进行 具体 的 讨论 ， 
定理 (一 般 睁 并 数 定理 ) ” 设 0 是 RR"' 二 R*"xR* 中 的 一 
个 开 集 , F 全 民 * 及 一 个 连续 可 微 的 向 量 利 国 数 ， 《xyo € 4。 
如 果 
Fr) Yo) = 0, 
det(D, Fx, ,YY,))0, 
那么 存在 以 《xs 70 为 中 心 的 开 方 块 
DxECH 
《了 一 te R"||x-%|<6}, 
E={yE 及 ?| 17 ~ Yo < 
使 得 
《1 对 任何 一 个 xe DD， 怡 存在 唯一 的 一 个 ye E， 洞 足 
方程 
F(x,y)=0. 
换 旬 话说 就 是 ， 方 程 了 f(x,y) 二 0 定义 了 一 个 从 号 到 的 隐 国 
数 Y=/(x)， 
(2) 这 立 数 Y=/(x) 在 D 上 十 连续 可 微 的 ， 它 的 微分 可 
以 表示 为 
Do 一- (DF DF 1)). 
证 明 我们 定义 一 个 映射 BB，2 一 R? 如 下 : 
PDX) EF DF, YD) Fx,Y). 
计算 得 
DDAs, 7) ==, — CD, F(x yD FX, Y), 
这 里 无， 及 "一 及 ”是 单位 有 映射 【人 恒 周 映射 ) ， 它 的 邱 阵 表示 为 
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1 
| EL 0 
0 “1 . 


因为 (%,Yo) 是 开 集 怠 申 的 点 ， 并 芋 在 这 点 有 
D,o(zsyyi) 一 0 《〈 零 线性 映射 ) ， 
det(D;FCxyo))7<0 《 数 0) ， 
所 以 ， 对 于 满足 条 件 0< wx <1 的 任意 取 定 的 < 例如 c = 二 )， 存 


在 ? 0， 使 得 只 机 
上 -ss 7 一 Yes 生 和 


就 有 
(Cx,y) E 2, 
| [Dmx,r) la<l, 
detCD, F(x, 7) AD 
以 下 ， 我 们 记 : 
F={ye Rly-7.|<n}, 
E={y€ 及 中 7 一 Ts 
又 因 为 


Pwo sy0) = Yo, 
所 以 存在 5，0< 之 6 之 并， 使 得 上 只 要 
x*eD={xe RIlx~ «|<6}, 


[Bs,y) ~ Yo A — ad). 
对 子 尾音 (暂时 取 定 ) 的 x e D， 我 们 来 考察 映射 
四 (一 > 有 了 
下 面 措 出， 更 (xz，…)》 实际 上 是 从 至 到 吾 中 的 一 个 压缩 映射 ， 首 
先 注 意 到 ， 只 要 z EE ， 就 有 
{D(x — ol 
< | PX, — Dry) | + | DE, Yo) ~ Yol 
< | DD(r, ozs— yi | DX) — ,| 
CT 十 (一 在) 人 一 全 

因为 对 任何 :五 ， 都 有 


就 有 
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Plx,r) EE, 
所 以 理 (x,)》 实际 主 是 从 五 到 EE 中 的 一 个 映射 ， 

《8.8) D(x, YE— > ECE. 
集合 王 赋 以 由 范 数 | | 决定 的 距离 ， 成 为 一 个 完备 的 距离 空间 . 
在 这 空间 中 ， 刍 人, ，)》 是 一 个 压缩 焉 射 : 

全 (人 一 > 
[只 (xs — Pr, )| 
< |D, Dx EY || — "| 
< 一 | vz es EE., 
和 根据 压缩 映射 原理 ， 存 在 瞧 一 的 一 个 ye E， 使 得 
y= 人 D7). 
， 曙 由 8,8》 可 知 ， 实 际 .上 有 
y=D(x,) EE, 
这 样 ， 我 们 证 明了， 对 任何 一 个 xe D， 存 在 瞧 一 的 一 个 y & EE， 
使 得 


也 就 是 


y= D(x,Y), 


Fx,y)=0. 
至 此 ， 定 理 的 结论 (1) 已 经 得 到 了 证 明 ， 
把 结论 (1》 中 所 确定 的 从 了 到 EF 的 函数 记 为 7 二/(*)， 
我 们 来 考察 所 xz) 的 分 析 性 质 ， 因 为 
. f(x) = x, FC)), vx teD, 
所 以 ， 只 要 x,x+hED， 就 有 
| 十 下 一 其 区] 
=|1®sth f(xt i — Dlx, Fx)) | 
| 人 Dr+h, Frih)} -Dx+ bh, Fx))) 
+|Bx+h, Fx) — Dx, fx))) 
«al ftx+ DD —7(x)| 
t+ |D,Dxrton, Fr TR! 
salf sth — x) 十 有 | 下 | 。 
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在 这 里 
0<g<l, B= “上 {DS(x,7)!} 


ee 


(CD=ixe R"|tx— %|<6}). 
我 们 得到 


《8.9) ix+ 了 -HI 二 一 上 IE， VartheD. 


1— 


这 十 明了 了 敬 数 f 的 连续 性 .为 了 便于 以 下 讨论 ， 我 们 到 


?~ max 人 上 1}>1, 


并 由 (8.9》 式 得 出 
C8.10) [fxt hy frp|h|, Yrx,x+heD., 
下 面 证 明子 数 f 在 只 中 可 微 ， 并 且 
DfCx) = — CD, Fx, fOr) DD, Fx, f(x)), 
因为 F(x,y》 在 中 可 微 ， 所 以 对 于 了 到 定 的 (x, 站 EE 和 任 
意 给 定 的 # 滨 0， 只 要 增 基 (4h, 的 范 数 1th, | 充分 小， 就 有 
{FCOxTth y+ ~ Fr,y)— DF(x, Yh- D,Fx, YE| 
<elth, |. 
我 们 取 x ED， y= 二 x) € EE， 并 且 
k=ftx+h) 一 fx), 
根据 (8.10》 式 ， 对 足够 小 的 上 有 : 
Ig|= 1x+2D ~ fx) |pih|, 
| (六 ,下 | =max {li|, Ells la!, 
于 是 ， 只 要 | 是 够 小 ， 就 有 
[FCx Th Fx) TE Fx, FX)) 
— DF(Cx,f2)h -DFCx, FOONE| 
<el(h, ry)|s,ey lhl. 
及 因为 
Flxt+h, fx th)=F(x+h, tx+h))=0, 


271 


F(x,f{%))=0, 
所 以 有 
[ID Fx, fr)h+ D, Fx, xOR| 
< 《下 天) ssey lh|, 
所 此 香 列 
[E+ CD,FCx, FOX DF Cr, FANNER 
=|(CD,F(x, (x))) 
DF (Cs, fC) NE + D, For, F(x))E)| 
< | (CD, Fx, F(x)))™ | 
“|D.FCx, FC) + D, For, Fx)NE) 
< 人 PPey | 天 | ， 
p=|(D,FCx, fx) |]。 
我 们 着 到 ， 只 要 | 充分 小 ， 就 有 
[f(xTh) -f(x) + CD,F(x, (x) "DFCx, fH(%) Eh] 
<pey|hl. 
这 证 明了 函数 六 在 任意 一 点 x ED 了 的 可 微 性 ， 并 且 得 色 
Dx) = — (DFCx, FOX) DFOX, Hx), 
从 这 表示 式 又 可 看 出 Dffx) 的 连续 性 《因为 等 式 右 端 连续 恢 贺 
于 变 元 x)， 口 
推论 在 上 面 定理 中 ， 部 果 了 是 了 阶 过 续 可 微 的 (rz21)) 
那么 由 
Ftx,y)=0 
所 确定 的 隐 国 数 
f: BD—>ECR? 
也 是 r 阶 连续 可 微 的 . 
征明 ”用 归纳 法 。 “首先 ，r= 一 1 的 情形 已 经 包含 在 定理 的 结 
论 之 中 。 在 那里 ， 我 们 求 得 
Df(x)= — (DF(Ox, fCx)N) DF, fx)), 
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作为 归纳 假设 ， 我 们 认为 本 推论 对 于 ri- 1 的 情形 已 经 成 立 . 

现在 来 考察 r 一 ?1 的 情形 如果 F 是 ! 阶 连续 可 微 的， 那么 它 

当然 更 是 1 -1 阶 连续 可 微 的 ， 根 据 归纳 氢 设 就 可 以 判定 了 至 

少 是 1 -1 阶 连续 可 第 的， 再 来 比较 以 下 算 隆 等 式 两 边 的 分 县; 
Df(x)= — (D, Fx, f(x))) DFr, fx)). 

我 们 看 至， 候 阵 Df(x) 的 各 分 量 都 是 【 - 工 阶 连续 可 微 的 .这 

说 盟 是! 阶 连 续 可 微 的 . 口 


$9 ， 竟 陨 射 定 理 
9.a 福 分 同 胚 与 局 部 微分 向 是 的 概念 
设 忆 和 积 互 是 两 个 集 台 ， 
vw:GEe—H 
是 一 个 映射， 如 果 
王 。 旬 是 单 映 射 ， 即 
5 
.是 廊 映 射 ， 即 
~ yg(0)=H, 
那么 就 存在 史 的 道 喘 射 
$B Hy 
它 由 以 下 条 件 唯 一 确定 
PY) = x (%) = 
这 条 件 又 可 写成 
pp))=x, YrxEC, 
PP =Y, vyeH, 
如 果 上 5 和 卫 都 是 RR” 中 的 开 集 ， 并 且 到 六 前 黄 个 映射 
DO—> HCR" 


py:H— >CCR" 
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都 是 5 映射 ， 那 么 我 们 就 说 是 从 5 到 下 的 一 个 上 同 是 
《并 且说 ?是 从 五 到 Ce 的 一 个 C 同 蚂 ) . 

我 们 约定 把 C* 同 是 简单 地 呵 微 同 且 ， 把 C- 同 胚 叫做 微 分 
同 秆 《有 了 时 也 把 r>1 情形 的 C"” 同 三 叫做 C” 徽 分 同 胚 ) 。 

现在 设 虽 是 民 ” 中 的 一 个 开 集 ， 

太刀 一 人 人民" 

是 一 个 Cr 映射，a€ 避 。 如 柴 存在 包含 点 < 的 开 集 U 和 包含 
点 8 一 大 oj 的 开 集 V， 和 使 得 f 限制 在 上 UU 上 是 从 UU 到 六 的 一 
个 C 同 且 ， 那 么 我 们 就 说 f 在 a 点 是 局 部 C* 同 胜 . 

我 们 把 局 部 0" 辐 膛 简单 地 叫 敌 局 部 同 有 是 ， 把 局 部 6” 同 凸 
到 做 局 部 微分 同 有 阻 《 有 了 时 也 把 r>1 情形 的 局 部 5” 同 凸 岂 懒 局 
部 0" 微分 同 肚 ). 

一 个 有 重要 意义 的 问题 是 ， 在 怎样 的 条 件 下 ,映射 在 a 
点 是 局 部 微分 同 有 是 ? 下 面 将 费 介 绍 的 逆 映 射 定 理 ， 回 答 了 这 个 问 
题 。 


9.b 道 映射 定理 


为 了 以 下 叙述 方便 ， 我 们 先 对 映射 的 限制 作 一 说 明 ， 设 
和 了 
是 一 个 映射 ， SCZX，。 则 PP 限制 在 S 上 给 出 一 个 肌 射 
plS:S—>Y, 
这 歧 藤 的 定 关 如下: 
《和 | 3 一 《5 Yrx€S. 
换 铝 话说 ，w[S 与 2 的 对 应 法 则 是 同样 竟 ， 它 们 之 问 的 区 器 公公 
在 于 前 者 的 定 闵 范围 限制 在 子 集 $5 上 . 
定理 1 《人道 映 射 定理 ) 设 介 是 及 ”中 的 一 个 开 集 ， 
fea— >R* 
是 一 个 连接 可 微 映射 ，a & 从 ,如果 
detDf(a) oA, 
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奢 么 f 在 = 点 是 局 部 微分 同 胜 . 
换 甸 话说， 就 是 ， 在 所 给 的 条 件 下 ， 存 在 包含 点 。 的 开 集 
U 和 包含 点 5=j(o) 的 开 集 使 得 1(0) = 了 ，f:U>V 是 一 
一 对 应 ， 并 且 7IV 的 逆 上 映射 
gt 一 > 也 二 及 " 
也 是 连续 可 铂 肌 射 . 
证 明 考察 这 样 一 个 向 景 逢 函数 
FoxR"—>R", 
其 定义 为 
Flxs F=f) -ys YO) EQNxR™, 
映射 了 最 然 是 连续 可 微 的 ， 宅 还 满足 
F(a,b)=1(0) -b=0, 
detD,F(la,b)— detDi(a) A0. 
因而 可 以 对 F(x,7Y)= 二 0 应 用 一 般 隐 函数 定理 《但 要 广 意 ， 与 88 
定理 中 所 用 的 符号 相对 照 ， 这 里 的 变 元 x 与 变 元 y 所 扮演 的 
角色 正好 相反 .我们 断定 ， 存 在 以 点 4 为 中 心 的 开 方 热 于 呈 刀 
和 以 点 8 二 f(g) 为 中 心 的 开 方 块 VC R*， 使 得 
《1》 对 任何 yeF， 恰 存在 唯一 的 x*€ 更 ， 满 足 
F(x,y)=f(x) -7=0, 
因而 方程 | 
f(x) -了 一 0 
定 尽 了 一 个 所 下 到 厄 的 映射 x 一 g(7) 
《2》 瞎 射 E:F 一 下 二 及 ”是 连续 可 微 的 ， 并 且 对 于 Y EV, 
x 二 g(Y)， 应 有 
~ DgCy) = ~ CD,FCs,7))'D, Fs,)) 
一 (DAFCx7D) , 
我 们 来 考察 集合 
U=ix ceWlftx) er}. 
因为 玉 和 V 都 是 开 集 ， 站 是 连续 有 映射， 所 以 对 任何 % < UU， 


275 


存在 8 >0， 使 得 


Ux dO 
并 且 
fC CUCF (x0) :2) CY, 


即 
U(x, ,SEU. 


这 说 明 U 是 R” 中 的 一 个 开 集 (图 12-2) ,显然 1 限制 在 0 
-上 是 从 U 到 的 一 一 对 应 ，fID 的 递 映射 就 是 连续 可 微 吴 身 
VUCR", 口 


图 12-2 
注 记 在 定理 1 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 已 经 顺便 得 到 了 求 道 蛇 
射 微分 的 公式 ， 对 于 7< 六 “一 &Cy)， 应 有 
DeCy)=(CD/C)Y 1 


也 就 是 
Der) = (DEC 
推论 在 定理 1 中， 如 果 f 是 7 阶 连 续 可 微 的 (>1)， 
那么 局 部 关上 映射 g= (15D 7! 也 是 r 阶 连 续 可 徽 的 ， 换 句 话 拼 ， 
在 这 条 件 下 ， 了 在 a 点 是 一 个 局 部 和 向 胚 ，. 
定理 > 设 纺 是 及 * 中 的 开 集 ， 
f:0—>R” 
是 一 个 连续 可 微 映射 。 如 果 : 
| detDf(x)AED, Yr Ed 
弄 么 了 把 吕 的 任何 开 子 集 6 仍 映 成 到 ”中 的 开 集 .， 
证 明 设 G 是 RR” 中 的 一 个 开 集 ，G 吕 、 我 们 来 证 明 H= 
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1(6》 仍 是 一 个 开 集 ， 对 于 百 --/KC) 中 的 任 总 一 点 由 存在 
EEC， 使 得 fta) = 二 b。 因 为 
detDf a) 0, . 
根据 逆 映 射 定理 可 以 判定 ， 存 在 开 集 上 和 F， 满 足 条 件 
a€EUcG, bep, f=V. 
于 是 . 
beV=1(DEHE)=H, 
由 此 得 知 5 是 =ACG)》 的 内 点， 我 们 看 到 ， 袁 = 了 CG》 中 的 任 
何 一 点 b， 都 是 这 集合 的 内 点 , 这 说 上 明 吾 =1(6) 是 一 个 开 
集 ， 中 
注 记 如果 映射 了 把 开 集 仍 喘 成 开 集 ， 那 么 我 们 就 说 1 是 
一 个 开 陕 射 。 定 理 2 中 给 出 了 保证 了 是 开瑞 射 的 一 个 充分 条 件 。 
定理 5 设 0 是 及 ”让 的 开 集 ， 而 
f:06—>R” 
是 一 个 ” 阶 连续 可 微 的 映射 《r>>1)， 如 果 
C1) F 是 单一 的 《这 就 是 悦 ， 对 任何 xz esC，xxs 
都 应 有 xD 天 xD))， 
(C2) detDfCx) 才 0，YxeG， 那么 站 是 从 开 集 CG 到 开 集 
日 =f 了 (6) 的 一 个 C" 微分 同 旦 . 
证 明 ”出 条 件 (1) 可 知 了 是 从 CG 至 吾 = 了 (6) 的 一 一 对 
应 ， 因 而 存在 着 映 射 


一 下 


又 由 于 条 件 (2)， 根据 送 遇 壬 定 弄 改 其 推论 可 以 断定 ， 在 每 一 点 
bt 五 = 了 (6) 的 邻近 ， 逆 映射 广 :=# 都 是 > 阶 连 续 可 微 的 、 这 
就 是 说 ， 六 : 在 上 是 的 . 证 

， ”请 读者 注意， 定理 3 中 的 条 件 〈《1) 并 不 能 从 条 件 (3) 扒 
得 ! 我 们 举 出 以 下 反例 ， 

例 1 考察 映射 
3 CO 一 > Cc\{01, 
si 
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如 果 抬 已 中 的 点 z= 二 x 二 认 和 3 一 4 十 事 分 别 等 同 于 及 ”中 的 后 
《xy 和 (ww,v)， 那 么 上 映射 雪 二 Pt 决定 了 一 个 从 R100,0)} 
到 有 fo ,0 让 的 映射 
1f: RN\ICO,0}—> RN\ CO,0)}, 
XP 2x7), 
映射 了 的 坐标 玫 示 为 


WH=x -Ys 
| L 
这 映射 的 雅 可 必 行 列 式 为 
detDi(x,Y) = 
2% 一 2 
-| 2 1 
=4(x+7)>0 


. vrsy) €E RNAILCO,0)}. 
我 们 着 到 ， 配 射 了 满足 定理 3 中 的 条 件 《2) ， 但 它 不 满 足 该 
定理 中 的 条 件 (1》)， 因 为 对 于 (x,7) 隆 (0,0)， 我 们 有 
(—x,— 7)ACx,Y), 
I(x, -Y=f(x,7). 


$10 ”多 元 钞 数 的 极 值 


10.a 普通 极 值 
定义 设 m 元 数值 函数 (x)= 二 f(xy,4。)》 在 成 4 二 (ms 
ax) 邻近 有 定义 ， 如 果 存 在 5 之 0， 使 得 
ff Vx EU 
(< 
那么 我 们 就 说 函数 了 在 点 a 取得 极 小 什 “ 极 大 值 ) ， 如 果 存 在 
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妇 2>0， 使 得 
fA, yxetca,n), 
(<) 

那么 我 们 就 说 函数 f 在 点 a。 取得 严格 极 小 锭 (严格 极 大 值 )， 

极 小 值 和 好 天 值 统称 极 值 ， 严 格 极 小 值 和 严格 极 天 值 统称 严 
格 极 值 ， 在 下 一 段 中 ， 我 们 还 将 讨论 受到 一 定 条 件 约 束 的 极 
值 一 一 条 件 极 值 。 为 了 与 那 情 形 区 别 ， 这 里 定义 的 极 值 又 称 为 普 
通 极 值 . 
设 函 数 1(x) 二 f(z yxs) 在 点 ea 一 (oa) 可 微 ， 于 
是 . 


ath) -fo) = D7 Ah + odlhl), 


一 一 一 0 
以 下 用 反 证 法 证 明 这 一 事实 ， 设 2 是 充分 小 的 正 数 ， 记 
hi= de, 一 


下 一 Ch Ce ;hn) > 


则 有 
et) -f=#( Da ): tala) 
假设 和 
Sdiz0, 
那么 当 。 充分 小 时 ，FKe 二 站 -f(a) 的 符号 由 其 主 部 
(2 ): 
决定 ， 寺 是 加 


Fe 十 了 Fa 7 一 有 <7FCa) 
一 一 这 说 明 图 数 f 不 可 能 在 点 a 取得 极 值 . 
通过 以 上 的 衣 论 ， 我 们 得 到 了 国 数 了 在 点 & 取得 极 值 的 必 
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要 条 件 : 

定理 1 设 殖 数 As) 一 六 syn》 在 虑 一 (oan) 
邻近 有 定义 并 在 这 点 可 徽 。 如 果 F 在 点 a 取得 极 值 ， 那 么 它 在 
这 点 的 各 偏 导数 均 为 0 : 


有 (0)= 0, i 二 1 2 


注 记 设 酸 数 f 在 上 2 可 第 。 和 如果 在 这 点 的 各 偏 导 数 


都 等 于 0 ， 那 么 我 们 就 说 点 a 是 国 数 人 的 临界 点 。 于 是 ， 靖 数 ， 


在 点 4 取得 极 秆 的 必要 条 件 可 以 陈述 为 : 点 a 是 通 数 F 的 
疮 界 点 . 

现在 ， 设 国 数 fxz)= xx) 在 点 6 二 {a1,…,6s) 邻 
近 至 少 是 二 阶 连 续 可 微 的 ， 并 设 a 是 因 数 上 的 临界 点 : 

3 (=07 iL, 
在 这 前 提 下 ， 我 们 来 保 计 能 保证 国教 f 在 点 a 取得 极 值 的 充分 
条 仁 . 为 此 ， 利 用 带 小 。 合 项 的 泰勒 公式 ， 在 点 o 把 联 数 f 
展开 到 二 阶 项 ， 
fath) ~ fa) 


= “十 及 ， 这 ) Fe 十 of 天 | 和 


_TAS' 2 : 
I Gro bt oel ) 


1 4h t+ odal). 
i,1 =1 


”在 这 里 ， 我 们 记 


.4 一 一 (9)， 5 一 工 ,* 


元 


为 了 判别 J(a+ 及 - je) 的 符号 ， 我 们 要 用 到 代数 ps 
二 次 型 的 一 些 结果 《对 二 次 型 的 一 般 理 论 不 够 熟悉 的 读者， 
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以 限于 考 由 m= 二 2 的 情形 . 这 情形 所 涉及 的 二 次 型 就 屿 两 个 变 
元 的 二 次 三 项 式 ， 有关 的 结果 都 可 以 用 配 平 方 的 办 法 简单 地 加 以 
证 明 ) . 
定义 ” 设 实 数 c,， 漠 足 条 件 
Cr Cry ol" 


Qo(E) Cue: 6 


器 散 二 次 型 .如果 对 任何 
二 一 《Eee) E€ R"\{0} 


都 有 
QE)>0, 
(<) 
那么 我 们 就 说 二 次 弄 00(5) 是 正定 的 【 负 定 的 ) 。 
一 个 二 次 型 
Q(5) -> Ct | 
完全 决定 于 它 的 系数 方 阵 
Cl 12 Cim 
C= C1 Coes | 
Cal Cn ee 


(ew = es 让 一 本 
如 时 二 次 型 Qt 是 正定 的 《 负 定 的 )》， 那 么 我 们 就 说 它 的 系 
数 方 隆 C 是 正定 的 【《 负 定 的 ) ， 
关于 二 次 型 CC) 《或 它 的 系数 方 阵 C) 的 正定 性 ， 有 以 
下 淹 别 谁 则 
塞 尔 维 斯 特 (Sylverster) 定理 二 次 型 


QE) = cE (ci= es j=] ,my . 
$l 
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为 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 系数 方 隆 2 的 所 有 的 顺序 主子 
式 都 大 于 0， 即 


C1 Tl 
csi 0 >0, i 
Ca Cs 
fil Cl lin 


ca Cn Gn sp 
注 记 对 于 m==2 的 情形 ， 这 定理 可 以 简单 地 证 明 如 下 :， 游 
将 二 次 型 
OCEY)=end! + 20l Es cr!. 
取 上 = 人 0， 就 得 到 
局) 一 Cu， 
因此 Q(8) 为 正定 的 一 个 必要 条 件 是 em>0， 在 这 条 件 下 ， 


QC) =0 [f+ 2 88, + (5, ) | 


‘(0 -全 


6 (8 


由 此 可 以 看 出 ， 要 使 QE) 对 一 切 皇 天 0 都 取 正 值 ， 必 须 


Ct Cs 1 | 
— 2 
cu>0, 二 ch 0. 


Cis C12 


至 于 条 件 的 充分 性 ， 也 同样 可 从 QC&) 配 平方 后 的 表示 式 看 出 ， 
推论 ”二 次 型 


QCE) =>) CE | 


(0 = Ci 5 一 1 
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为 负 定 的 充分 必要 条 和 件 是 


el Cs 
CDe>o Cl o>. 
12 全] = 
Oil :1 Cin 
CD" on | >0, 
Cm Enz sid mm 


引 理 设 二 次 型 QC6) 是 正定 的 ， 那 么 存在 常数 “9, 
得 。 
OozlEP veeR". 

和 a 中 的 全 体 单位 向量 的 集合 称 为 单位 球 而 
并 把 它 

Ss= {te 到 "| 人 一 二 。 
. 容易 看 出 ，5 是 R*” 中 的 有 界 闭 集 。 连续 函 数 QC5) 在 5 上 取 
得 最 小 值 o、， 这 就 是 说 ， 存 在 5 E 5， 使 得 

QE) = inf Q(8) = 一 C。 
因为 (CE 是 正定 的 ，《 关 0， 所 以 

o =0(2)>0, 

对 于 任何 不 等 于 0 的 &€ R"， 我 们 有 


去 
条 生 . 
因而 


8 
(部 户 ” 
即 
1 
TE E> J Ea 


(CE 全 下。 
二 武 对 于 皇 一 0 最 然 也 成 立 . 这样 ， 我 们 证 明了 ， 
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OEPolsl, vieR", 口 ] 
科 三 数 Fx) = x 在 点 G0 Ga 邻近 有 主 少 
基 二 险 连 续 可 微 的 . 游 宫 轩 f 在 点 a 的 二 阶 仿 导数 组 成 的 方 阵 


Hi(s) = (go i Ce )) 


可 3 (9 . je (0) 区 (四 


of Et ff 
| FON 《9) Ee (0) Br ox) 


2 2 0) 2 yc 9 “0) 

我 们 把 下 (ae) 叫做 函数 在 点 a 的 海 赛 (Hasse》 方 降 . 

定理 2 设立 数 f(x)=ftwiy yxo) 在 点 一 (so 
今 近 至 少 是 二 阶 连续 可 向 的 ， 4 是 f 的 一 个 临 红 点 。 记 果 函 数 
f 在 点 a 的 海 赛 方 隆 五/(a) 是 正定 的 《 负 定 的 ) ， 那 公国 数 f 
在 成 & 取得 严格 极 小 值 (严格 极 大 值 》. 

证 明 设 a 是 1 的 临界 点 ， 五 /(a》 是 正定 的 ,为 书写 简 
便 ， 我 们 记 | 


2 ., 


有 A, 一 
因为 二 次 型 


人 


【Fe 


是 正定 的 ， 所 以 存在 o>0， 使 得 


>, A horthl], veER", 


ay 三] 


-利用 带 小 。 余 项 的 秦 勒 公式 ， 我 们 得 到 
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fath) ~ Fa) = D2 《Hoda) 
> 二 hl +odihl) 
z =( 却 or + oC1) ji 


是 ， 存 在 6 >0， 使 得 只 要 
o<hnl < 

诗 有 : 
fat -1 (To +oC Hal 


> 到 oa 20 


这 证 明了 函数 f 在 点 a。 取得 严格 极 小 什 ， 
”类 似 地 可 以 证 明 ， 如 果 a 是 了 的 临界 点 ， 甩 ,Ca)》 是 负 定 

的 ， 那 么 函数 .f 在 点 a 取得 严格 极 大 值 。 口 : 
注 记 设 a 是 函数 f 的 临界 点 ， 


A: ， 
且 ;; 二 二 f Co), Ti 二 Ly Ty 
1 


Q(8) = > 4 


如 果 0(6) 是 不 定 的 《 变 号 的 ) ， 即 存在 有,Ee 及 "， 使 得 
GD<oc<ec， 
那么 对 充分 小 的 。 >>0 就 有 


fat eé') - fa) = 二 0(E e+o(eD<0， 


f(a+ et’) 一 fa) = 008) +o(e')>0, 
因而 ， 对 这 种 请 形 ， 函 数 了 在 点 4 不 取得 极 值 。 
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10.b 末 件 极 值 与 位 和 格 朗 日 切 数 法 


在 求 极 值 的 实际 问题 中 ， 对 于 所 考察 的 某 个 机 数 ， 我 们 希望 
避 所 取 的 值 尽 可 能 大 《或 者 尽 可 能 小 ) ， 以 期 达到 其 好 的 效益 ” 
这 种 能 反映 我 们 所 企 求 的 效益 的 芋 数 ， 被 称 为 目标 函数 。 
在 某 些 实际 向 题 中 ， 考 察 这样 的 目标 函数 
C10.1) 1 (x) 一 fry" "ty 
它 的 变 元 必须 潢 足 一 定 的 约束 条 件 
BCR) EN Xt OO 
(10.,2) TT 才 汪 四 和 和 本 让 吉 检 币 和 二 四 让 
BX)=g Xs nt ) = 0, 
我 们 需 代 寻求 目标 请 数 (10, 了 在 条 件 (10.2) 的 约束 下 的 横 值 ， 这 
痒 的 极 值 被 称 为 条 件 极 值 ( 或 约束 极 值 ， 限 制 航 值 )。 为 了 强 映 
与 这 情形 的 区 别 ， 上 跋 中 讨论 的 不 附加 约束 条 件 的 普通 极 和 从， 有 
时 也 被 称 为 无 笨 件 极 什 ， 
在 下 面 的 讨论 中 ， 假 定 410 .1 和 《410 ,所 中 的 各 东北 都 连续 可 
微 是 够 多 次 ， 并 且 还 假定 (10.2) 中 的 各 畏 数 【在 所 先 及 的 苑 力 
内 》 庄 是 以 下 的 正则 条 件 ， 


Og B81 
EE 局 Xi 
{10.3») TaDkE | sorereeers oneser enn =p. 
28， Dg, 
x) Xt 


在 这 里 ， 记 号 rank 表示 上 手 阵 的 秩 ， 作 了 这 些 基 本 假设 之 后 ， 我 
们 来 探索 目标 函数 人 10.1) 在 方 种 组 (10. 纪 约束 下 的 极 值 . 
览 于 条 件 (10.3)， 必 要 时 适当 改变 编号 ， 可 以 假定 在 所 涉及 
的 点 邻近 有 
C10.4) DB Bg) 


0。 
dXnt1s sr s+) 本 
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衬 是 ， 在 这 点 邻近 ， 可 以 从 (10.2) 中 解 出 


+t xi 
C10.5) {= 让 


ss (se x) 
把 (10.5) 伐 入 (10.1)， 得 到 这 样 一 个 函数 
C10.6) g(x ,Xn) 

一 大 2 
于 是 ， 所 讨论 的 条 件 极 值 问题 就 化 成 了 求 目 标 范 数 4I0.6) 的 无 条 
件 极 情 的 问题 ， 

以 上 司法 虽然 从 原则 上 看 来 行 得 通 ， 却 很 少 用 来 解 实际 问 
题 ， 因 为 一 般 说 米 ， 要 从 方程 组 (10.2) 中 解 出 (10.5) 那 样 的 是 式 
表示 ， 绝 不 是 一 件 容 易 的 事 ， 

处 理 条 件 极 值 间 题 的 一 个 巧 她 的 办 法 ， 是 拉 格 庆 日 提出 的 待 
定 乘 数 法 。 其 基本 手 续 如 下 ， 首先 ， 定 多 一 个 含有 卫 个 待定 乘 
数 A ,4 的 过 光 加 要 

再 (和 oo Was 1 


. » . 
一 fx, 了 ;Tt +t, A, BCX,, ore Tmt 
r=l 


然后 ， 证 明 目 标 函数 (10.1) 在 条 件 C10.2) 约 束 下 的 极 慎 点 ， 都 是 
这 辅助 函数 的 临界 点 ， 

定理 5 如 果 目 标 函 数 (10.1)， 在 条 件 (10.2) 约 来 下， 在 点 
a 二 《arn ,an+p) 太 到 极 值 ， 那 么 存在 和 4 二 (24,,… ,4X4,)t 肛 ?， 使 得 
《a,4) 是 辅助 函数 


《10.7) Px, A = TF DA l) 
的 痢 界 点 。 这 就 是 说 ，* 和 4 应 误 足 方程 组 


af . 
(10.8) {2% + 之 1 


gCa)—=0, r=1,*",p, 


如 | 
(0) =0, k=l ,mth 
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证 明 如 前 所 述 所 讨论 的 条件 航 值 河 题 ， 等 价 于 函数 
《10.6) 竟 完 条 件 极 值 问题 。 因 而 ， 在 点 (ci,…*as) 处 应 有 


2 , 
5 一 0， i=1,",m, 
外 . 
, 
《10.9) | 1 + ， Dx, 二 人 0， 一 区 


的 2 2 均 在 (Co 


Ca 00) 处 计 值 ， lm ep. 我 们 约定 ， 以 下 过 
到 类 但 的 情形 ， 也 照 这 样 去 理解 ， 想 要 避免 计算 峰 范 数 偏 导数 的 
麻烦 ， 我 们 设法 消去 (10,9) 式 中 所 含 的 -5 六， 为 此 ， 将 利用 以 下 


一 些 恒等式 关系 ; 四 
Br Rs Km PIN Xm) BE RO—= 0 
r=1,2,"",p. 
这 些 蚀 等 式 两 边 对 wi 二 1,…,m) 求 偏 导 数 得 到 


(10.10) 他 + pi r=1,2,"",7. 


将 (10.10) 中 的 各 式 分 别 习 以 待定 滋 数 4 ho， 然后 加 到 


C10.9) 式 上 去 ， 我 们 得 到 


《10 .11) B+ > 和 98, | ast 一 


+ 5, Be 


rol 4 


i 二 1，, 2， 


“一 0， 
因为 
9 (gs, 8,) 
0 《g 一 (oa 


我 们 可 以 选择 Ai ny 使 得 
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(10.12) Br (+ D4. Fo) =0, 
j=1,*,p. 
对 于 这 样 选择 的 4;,…,4,， 从 (10.11) 式 又 可 得 到 
(10.13) 和 2 和 8 (a) ~0, 
- i=1, 2,° 


经 合 C10,12) 和 (10.13)， 我 们 得 到 约束 家 人 的 必要 杀人 存在 
dAe 及 ?， 合 得 La,A) 适 合 方程 组 : 
(C10,14) 
2aF 
= / Hr SE (0) = =0, 
=1,2,0 ,mt ps 
BT aA) =8(0) =0, 
r=1,2,*",p.。 口 
下 面 讨论 约束 极 值 的 充分 条 件 ， 为 了 叙述 方便 ， 我 们 把 满 是 
条 忻 C10.2) 的 点 * 的 集合 记 为 时， 设 点 a 满足 定理 3 中 所 陈述 
的 必要 条 件 ， 对 于 胜 上 邻近 于 a 的 点 % 我 们 记 
下 一 区 一 站 
于 是 有 
C10.15) 


flath) -f(a)= > 2! 


(9) h, 


+ 村 人 元 Ox Ca) bah t ol lI). . 


但 在 这 里 ， 由 于 展 式 的 一 阶 项 不 一 定 为 0， 还 不 能 利用 二 阶 项 米 


判别 极 值 是 否 存 在 ， 为 了 便于 讨论 ， 我 们 又 设法 从 (10,15) 式 中 
消去 一 阶 项 ， 对 于 ae 对 ,ea 十 he 到 ， 应 有 
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1 一 BE 十 下) -g(a); r=1,",p. 
用 带 小 o 余 项 的 泰勒 公式 ， 把 上 趟 右 过 的 表示 臣 展 开 ， 我 们 得 到 


C10.16) 0 一 2 (a)h 十 亏 2 5 (Ca) hsh, 


+ oO) y, r=1,2,""*,p, 
将 (10.16) 中 的 各 式 分 别 乘 以 4 ,4,， 然 后 加 到 {10.,15) 式 上 
去 一 一 这 里 设 和 4 满足 条 件 (410.827， 王 是 ， 我 们 得 到 


Far) ~ 1(a = 二 Bsmt od il’). 
利用 这 一 表示 式 ， 通 过 考察 二 次 型 


本 十 下 


之 3 元 — a, A)hh,, 
我 们 得 到 以 下 的 关于 约束 极 值 的 充分 条 忻 ; 
定理 4 设 (10.1) 和 (10.2) 中 的 各 请 数 至 少 是 二 阶 述 续 可 微 
的 ， 设 a 和 处 满 是 必要 条 件 (10.8)， 并 记 
Fx, A = DE). 
如 果 方 阵 
a:F m+E 
(10.17) (二 5 (Ka ) 
是 正定 的 《 负 定 的 ) ， 那 么 目标 销 数 (10.1) 在 条 件 (10.2) 的 约束 
下 ， 于 a 点 联 得 严格 的 极 小 慎 《严格 的 极 大 值 》. 


注 记 在 上 面 的 定理 中 ， 没 有 率 及 这 样 的 情形 ，(a,4) 是 辅 


助 函 数 琴 x,4) 的 临界 点 ， 但 在 这 点 方 隆 (10.17) 是 不 定 的 ， 请 
注意 ， 对 这 情形 ， 我 们 不 能 得 出 “/ 不 取得 条 件 极 值 ”的 一 般 性 
医 论 ， 这 可 从 下 面 的 例子 看 出 ， 
例 ] 考察 目标 函数 
fx37 2) =%° — 2 


290 


和 约束 条 件 
gO 7 = 
我 们 作出 辅助 函 煞 
(xyy ,2 A= fry) + AgLN YY 
二 x 十 一 车 十 5， 
显然 (x ,7 ,54 二 (00,0,0,0) 是 辅助 孙 数 F(x,Y ,zx,4) 的 临界 点 。- 


在 这 点 有 

Fs Fy Fs 2 0 0] .| 

F,, 2 0 2 | 

FF, F, F,, 0 0 -2jJ: 
显然 这 方 阵 是 不定 的 .但 容易 看 出 ， 目 标 函 数 f(x,7,z) =x? 十 7 
一 zs 在 条 件 gzs7) 09 一 5 一 0 的 约束 之 下 ， 在 点 (Cw, ys) =O, 
0) 取得 约束 报 小 值 . 


10.e 求 极 值 的 例子 


. 例 2 在 周 长 等 于 给 定常 数 25 的 三 角形 当中 ， 和 什么 样 的 三 
角形 面积 最 大 ? 
解 用 xy,z 分 别 宕 示 三 角形 三 边 的 边 蕉 ， 根 据 海 伦 公式 ， 
三 角形 的 面积 可 以 表示 为 
S=Y plp -2)(p 一 7 区间 一 5 


海 察 目标 昭 数 

fx 7 = Pp -FD- 7p-*) 
和 约束 条 件 

g(x,#)—=x+y+s- 2p=0, 
我 们 来 或 f 在 条 性 g 二 0 约 东 下 的 最 大 值 ， 在 这 里 ， 很 容易 从 弘 
束 条 件 中 解 出 
站 一 号 有 一 十 一 站 

于 是 ， 问 题 转化 为 求 以 下 函数 的 普通 最 大 值 ， 

PXI -XP -Tt DD. 


e204 


计算 这 壤 数 的 导数 得 到 


2 (x,7)={p -7y)(2p -2x- 7), 


GE) =p- 4)C2p-%-2)). 


考察 以 下 集合 ( 见 图 12- 3 》 


图 12-3 


D= {x,y)ER':I0< x, yp, rt yp}. 
函数 9 在 有 界 闭 集 吕 过 续 ， 因 而 它 在 D 上 一 定 取得 最 大 值 ， 但 在 
五 的 边界 上 ， 函 数 史 的 值 总 是 0， 所 以 这 景 大 值 一 定 在 D 内 取 
得 。 鸳 数 隐 在 DD 内 仅 有 的 临界 点 为 


2 2 
(37; 3?). 
我 们 断定 ， 当 *=Y 一 于 p 上 时， 函数 ”取得 它 在 万 上 的 最 大 值 。 这 


就 是 说 ， 在 局 长 等 于 给 定常 数 2p 的 三 角形 当中 ， 等 边 三 角形 其 
”有 最 大 的 面积 加 


例 5 总 和 等 于 常数 CCC>0) 的 4 个 非 负 实数 ， 它 们 的 冬 
积 P 最 大 为 多 少 1 
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Pr) = 
约束 条 件 为 
Or = txt -C=0. 

从 约束 条 件 容易 解 出 

wi CN 
于 是 问题 转化 为 求 以 下 函数 的 普通 最 大 值 ， 

PR 

x CR) 

与 上 一 例题 的 情形 灶 似 ， 很 容易 求 得 ， 妆 
C 


1 1 一 


nn 


的 时 候 ， 浮 数 pt《xi,"" 3,9 取得 最 大 从 ， 这 就 是 说， 当 
位 


一 和 一 和 


于 


的 时 候 ， 目 标 销 数 PCx xp)%s) 在 约束 条 件 下 到 得 最 天 值 


上 = 一 (和 一 (2 | 


也 可 以 用 拉 格 朗 日 待定 乘 数 法 来 解 这 道 题 ， 我 们 写 出 辖 助 隔 
数 


F(x,A)=P(x) + AO). 
然后 考察 以 下 方程 组 (记号 4 表示 把 x; 这 个 因子 换 成 数 1 》， 
| Ga 明和 十 儿 二 习 ， i= 12 Ty 
C10.18) ; z 
0 


如 果 某 一 个 因数 x 二 0， 那么 乘积 P(x) 0。 这 显 然 不 是 最 大 
值 . 因此， 我 们 可 以 只 限于 考察 % 之 0,*… ,x,>0 的 情形 ， 对 这 
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情形 ， 从 方程 组 C0.18) 可 以 解 出 


1 TR 


于 是 ， 在 所 述 的 条 件 约束 之 下 ， 目 标 半 数 只 的 最 大 值 是 
P= (5S) =( 和 二 人 二 3 ) | 


不 论 用 那 一 种 方法 ， 我 们 都 得 到 了 算术 平均 与 几何 平均 不 竺 


起 的 新 的 证 明 ， 
例 4 设 有 对 称 方 阵 
Ci ls 0 
00.19) 4, 
Fi Gis 17= 1 ,Nn, 
我 们 来 未 二 次 型 
ftx}= 2 i 
在 单位 球面 


号: gf(2) 一 会 —-1=0 


之 上 的 最 天 值 和 景 小 值 ， 为 此 ， 引 人 辅助 函数 
Fx,A)= (x) — Agtx). 
(这 里 ， 为 了 讨论 方便 ， 我 们 把 待定 乘 数 写 成 4 ) 考 赛 方程 


组 . 
| 5 mt 1 一 1 ,2,* ,ny 
(10.20) | a /rl 
rn 一 -(> -1)= [i 


”我 们 看 到 ， 在 单位 球面 上 ， 使 得 取得 景 天 值 和 最 小 值 的 点 ， 
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| 都 应 读 是 对 称 方 阵 4 的 畦 征 向 量 ， 而 相应 的 乘 数 则 是 4 的 特 
征 值 ， 将 方程 组 (10,20) 的 前 n 个 方程 依次 乘 以 x ,tw 然后 
丰 加 ， 再 利用 (10.207 中 的 最 后 一 个 方程 ， 我 们 得 到 
fx) = > ii 一角。 
这 就 是 说 ， 二 次 型 
ftxy} = > Qi 


在 单位 球面 上 的 景 大 值 和 景 小 值 ， 分 别 等 于 对 称 方 阵 4= (oj 的 
最 大 和 最 小 的 特征 根 ， 
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第 十 = 章 重 积分 


在 第 六 价 和 第 九 章 中 ， 我 们 已 经 熟悉 了 一 元 函数 的 定 积分 . 
本 章 将 进一步 讨论 多 元 函数 的 积分 一 一 重 积 分 . 
引出 恒 积分 概念 的 实际 问题 与 引 盎 定 积 分 的 情形 十 分 相 银 ， 
例 1 设 0Q=[a,b] x[c,4] 是 及 :中 的 一 个 矩形 ，z 二 f(x,Y》 
是 在 0 上 有 定义 并 且 连 续 的 一 个 函数 . 我 们 来 计算 以 @ 为 
底 ， 以 曲面 z= 二 A(x ,YCCx;Y9EQ) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 天 为 
此 ， 我 们 作 怎 形 8 药 分割 
P, QO—= xo KN, =—b, 
C=¥, YY =, 
这 分 割 P 把 @ 分 成 r xs 个 小 从 形 
VQ = [x a xi] x [yj]s 
i=1, sr 了 一 1，…，s。 
在 每 一 小 给 形 中 取 一 点 
| (Es 1. EQ 


i= 1 Ty J 三 Ly 3, 


SN, , Ws AXAY 


然后 作 和 数 


(Ax =%, — sy 各 Yr 一 入 — Yj-1). . 
这 和 数 可 以 着 作 是 体积 六 的 近似 值 (图 13-1}。 分割 越 细 ， 进 似 
值 的 精确 度 也 就 越 高 ， 当 所 分 各 小 拭 形 的 最 大 边 长 趋 于 0 时 《也 
”就 是 各 小 什 形 的 直径 趋 于 0 时， 上 述 和 数 的 极限 就 应 该 是 所 求 
的 体积 


r= lim > 入 FE DAT 
i 了 
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这 里 出 现 的 和 数 的 极 配 就 是 二 重 积分 ， 我 们 将 用 以 下 记号 来 开 
示 ， : / 

全 Hx,7)d(x ,7). 

A 


, 图 13-1 


在 第 六 型 和 第 九 章 中 ， 启 讨论 的 定 积分 都 是 展 布 于 闭 区 间 之 
上 的 ， 对 于 一 元 的 实际 问题 来 说 ， 这 基本 上 够 用 了 。 多 元 的 情形 
却 不 那么 简单 .实际 问题 所 涉及 的 重 积分 ， 展 布 的 范围 可 以 是 各 
种 各 样 的 。 

例 2 设 盛 是 到 :中 的 一 块 可 求 面 积 的 闭 区 域 ，* 一 六 wx 四 


”是 在 D 上 有 定 史 并 且 连 续 的 一 个 国 数 ， 我 们 希 于 计算 以 了 为 


底 ,以 曲面 z=jCx,yY)(Cx,Y) ED) 为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 (图 
13-2). 仿 照例 1 中 的 手续 ， 我 们 先 把 D 分 成 若干 个 可 求 面积 的 
小 块 

Drm,D, 【小 块 卫 ， 的 面积 记 为 Ag,)s 
在 每 一 小 块 中 取 一 点 
CE NED,, Fo=l, ,gs 
然后 作 和 数 

DE MAo,. 

这 样 的 和 数 可 以 看 作 所 求 体 积 的 近似 值 。 让 分 关 各 小 块 的 直径 趋 
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于 0， 上 述 和 数 的 极限 就 是 所 求 的 体积 ， 这 样 的 极 忆 就 是 展 布 于 
团 区 域 D 上 的 二 重 积 分 


全 FCs) a ,9). 


时 


图 13-2 


下 面 ， 将 对 m 元 镜 数 的 一 般 情形 ， 展 开 有 关 重 积分 的 讨论 . 
将 会 过 到 的 主要 困难 是 ， 纷 繁 的 符号 与 形式 的 推演 有 可 能 妨 查 我 
们 对 问题 实质 的 理解 。 为 了 厅 利 地 克服 这 一 困难 ， 需 要 随时 将 抽 
象 的 符号 与 较 低 维 空间 (2 维 或 3 维 空间 ) 的 几何 形象 联系 起 
来 .我 们 这 里 再 一 次 强 黄 指出 ， 较 低 维 空间 中 的 几何 直观 与 类 
比 ， 是 帮助 人 们 理解 高 维 空 间 的 向 导 . 


$1 闭 方 块 上 的 积分 一 一 定义 与 性 质 


空间 发 * 中 的 闲 方 块 是 指 以 下 形状 的 点 集 ， 
0=0!x» x 0", 
i=Tei,b), i=1,**,m. 
我 们 把 Q',* ,8” 岂 敌 @ 的 匀 ， 把 各 校长 庶 的 张 积 
Chi a) x x Cb" a") 
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时 做 @ 的 体积 (或 容量 ) 并 约定 用 记号 
Vol(O) 

米 表 示 ， | 
Vol(O)= (Bb -oad Xx x (hb" 一 村) 
与 此 类 全， 我 们 把 多 下 形状 的 后 集 是 散 及 "中 的 开 方 起 ， 

G=0 x x Gr", 
. CG’'= C0:,b), i ,my 

并 拒 这 开 方 块 的 体积 《容量 ) 定义 为 . 
Vol(G}={b' — al) Xe x Ch ~ q”), 
溢 赛 闭 方块 . 

QO= 人 0 3 x Or" s 

人 一 [六 jj， 一 区 了。 
如 果 给 8 的 每 一 条 被 9’ 一 个 分 割 

P': 是 一 AT 
一 

那么 我 们 就 得 到 人 的 一 个 分 着 

P={P',*,P"}. 
设 *}， 是 棱 人 上 的 一 个 分 点 ， 我 们 把 集合 

LL,= i{s= (x, ,2") EQ |x'=%f,} 

加 做 分 类 了 的 一 个 分 界 ， 遂 过 对 维 数 较 低 m=2 或 3) 的 例子 
的 考察， 读者 容易 了 解 分 界 的 几何 形象 《图 13-3) ， 
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分 割 P 的 各 分 界 

E ,f=0, Ni il 
将 @ 分 威 了 育 , x 入 ;x x。 个 亲子 方块 
Q,=@}). x xQ7, 


这 里 
一人 
0! j = [wi | 
1ssjissnw， 1 一 
我 们 约定 记 


重光 /= Ax Xr XA 
一 (sz 上 — x DX XA Xe 
显然 A 正好 是 闭 子 广 岂 @， 的 体积 ， 
Ar 一 Yal(G)， 
对 于 所 莹 多 分 关 ， 我 们 还 约定 记 
IP'|= max {Ax!,.}, 


Ts 号 由 
|P| 一 maxflP:| “| 了 
= max [Ax 


lei <A, 
Le 


| 被 称 为 分 割 P 的 楼 ， 它 是 所 分 戌 种 闭 子 方 块 的 楼 长 的 最 大 
村， 
在 分 割 P 将 @ 分 成 的 每 一 闭 子 方块 0， 上 任意 选取 一 点 
: £, EN 
我 们 把 这 样 的 和 ,x x NW 个 后 
二 
串 做 相对 于 分 割 P 的 一 组 标志 点 《或 代表 点 )， 并 约定 用 单独 
一 个 字母 来 家 示 : 
一 {Er} * 
在 作 了 上 面 的 玲 备 之 后 ， 我 们 来 寺 论 m 元 函数 的 积分 和 ， 
设 @ 是 及” 中 的 一 个 闲 方 块 ，f 是 在 Q 上 有 定义 的 一 个 
B00 


”(m 元 ) 数值 函数 ，P 是 8 的 任意 一 个 分 着 ,8 一生 站 是 对 于 
分 割 P 的 一 组 标志 点 ， 我 们 把 和 数 


(1.1) 7 oC,P,E) = BED A 


叫做 函数 7 相应 于 分 割 P 和 标志 点 组 的 一 个 积分 和 《或 榴 归 
和 ) 。 这 里 的 求 和 号 
> 


表示 对 一 切 可 能 的 /一 Cyjs) 求 和 (总 共有 入 x。 x, 个 
规 项 ) ， 
例 我 们 来 看 m=2 的 情形 ， 设 
0=[e,6] x [e,d] 
P 是 全 的 一 个 分 茬 ， 
C= ,=b, 
C= = d, 
而 
,=e 0} 
是 相对 于 分 割 P 的 一 组 标志 点 ， 则 有 


of PE = DE maa. 


我 们 用 。-6 方式 叙述 m 重 积分 的 定义 如 下 : 

定义 ] 设 @ 是 R* 中 的 一 个 闭 方块 ，f 是 在 0Q 上 有 定 
文 的 一 个 (m 元 ) 数值 函数 ， 是 一 个 实数 . 如 果 对 任何 e > 

0， 存 在 5 >0， 使 得 只 要 @ 的 分 割 了 满足 条 件 
IPl<<， 
不 论 对 这 分 割 的 标志 点 组 皇 怎样 选择 ， 普 有 
Io ,P,£) -了 T<e， 

那么 我 们 就 说 函数 六 在 闭 方块 0 上 可 积 并 把 7 吊 艇 了 在 
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如 上 的 积分 ， 记 为 
人 Fe 2 
0 四 
请 注意 ， 对 于 展 布 于 mm 维 团 方块 8 上 的 积 分 ， 我 们 约定 
写 m 层 积 分 号 ， 并 把 这 样 的 积分 叫做 严 重 积分 . 但 为 了 书写 


和 省事， 在 不 致 于 混 清 的 情形 ， 孔 可 以 只 写 一 层 积 分 号 ， 例如， 上 
荀 定义 中 的 积分 可 以 简单 地 写成 


fe sa) dese) 
或 才 
1 Ka)dx。 


我 们 可 以 把 定义 1 简单 地 表述 为 ， 
/CDaz= lim, DCE, 


多 重 积分 有 许多 性 质 与 定 积分 【了 即 单 重 积分 ) 完全 类 似 、 我 
们 只 陈述 有 关 结 果 ， 请 读者 仿照 单 重 积分 的 情形 写 出 证 明 ， 

首先 ， 我 们 指出 函数 可 积 的 一 个 必要 条 件 ， 

引 理 设 0 是 及 ”中 的 一 个 闲 方 块 ， 如 果 mm 元 数值 获 数 
了 在 8Q 上 可 积 那么 f 在 @Q 上 有 界 . 

多 重 积分 与 单 重 积 分 一 样 ， 也 上 其 有 线性 和 单调 性 等 福 质 《可 
胡 性 将 在 后 面 讨论 ) ， 

定理 1 线性 ) 设 8 是 民 ” 中 的 一 个 用 方块 ， 如 果 严 元 函 
数 /和 8 都 在 @ 上 可 积 4eR， 那 么 国 数 F+E 和 4 也 都 
在 如 上 可 积 ， 并 且 


4 CG) + eC))dr 一 人 Jax+ gC)dr, 
$47) ds = 人 jf as, 
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”定理 2 (单调 性 ) 设 @ 是 R” 中 的 ~- 个 亲 方 款 ， 如 果 m 却 
函数 f 和 & 都 在 0 上 可 积 ， 并 且 满 足 条 件 
CoD<g(D， vxeQ, 
那么 
1 Fedx<c Cn) ds. 


定理 3 (积分 中 值 定理 》 设 @ 是 RR" 中 的 闭 方块 ，f 是 在 
Q 上 可 积 的 m 元 函数 〈 于 是 f 在 0 上 有 界 ) 。 如果 
HN EM, YT 0, 
那么 z 
VolCO< 1 fOrMVo(Q). 


在 下 一 节 里 ， 我 们 将 证 明 ， 如 果 在 0 上 连续 那么 # 
水 在 8 上 可 积 ， 对 这 种 情形 ， 可 以 断定 ， 存 在 ce@， 使 得 


4 /GoDax= Fo Vol(Q). 


32 可 积 条 件 


在 本 节 中 ， 我 们 约定 用 字母 0 表示 RR” 中 这 样 一 个 闭 方 
块 ， z . 
Q=0 x x0", 
Q'=[a,b], i=1,w,m. 
假设 函数 f 在 闭 方 沁 Q 上 有 定义 并 且 有 界 ， 我 们 来 考察 重 积分 
和 7Gx?ax 存 在 的 条 件 。 这 里 的 讨论 ， 与 第 无 章 中 对 定 积 分 所 做 过 
的 十 分 类 似 ， 大 部 分 细节 的 验证 都 将 留 给 读者 作为 练习 ， 
设 已 是 & 的 一 个 分 割 ， 它 将 @ 分 成 这 样 一 些 闲 子 方块 ， 
Q,=0} x x 07,, 7 
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a = < 一 和 


2 一: 工 www 3 。 


| 他 一 [xf -xf 1<i rN 


我 们 引入 记号 z 
Hi= inf f(x), 于 一 sup Hx), 
w=M,— bs 

并 约定 记 

a=inf f(x), M= sup f(x), 
CE 下 直属 
. w=M-k, 
我 们 来 考察 和 数 


LCF ,PP) = Shr,, 


UP)= OM Aw, 


这 样 的 和 数 LCf,P》 与 UCf,P》 分 别 波 称 为 函数 / 关于 分 割 P 
的 下 和 与 上 和 。 显 然 有 
LO POO PU PD). 
还 容易 看 出 ， 对 于 给 定 的 分 割 P， 有 以 下 关系 : cc 
info lf,P,6)=L(,P), 


supa lf ,P,8) =UC,P). 


引 理 1 如 时 给 0Q 的 分 割 王 添加 一 个 分 界 而 得 到 分 剃 P， 

那么 
(1) Lf PL PSELCO ,PY oC|Pl, 
2) UO,PIRUO ,PISU,P) ~ oClP|, 
这 里 


Cmax (Vel(0) ,.., Yol(@) ，， 


一 全 ”由 ”一 4 
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证 明 设 分 割 疡 是 由 分 割 了 添加 这 样 一 一 个 分 界 而 得 到 
的 ， . 
{x= {x x") 人 | 一 人 
为 明确 起 见 ， 不 妨 设 四 
和 SS 
我 们 把 下 和 LC ,P)》 拆 成 南部 分 
LCF,P)= > 号 Ar 十 > HAxr 
前 一 部 分 中 的 各 项 与 LU,P'》 中 的 相应 项 相 同 。， 后 一 部 分 中 的 
每 一 项 
tC— 十 一 区 -1 
HA 一 (A 


在 L(f,P'》 中 被 代 之 以 


p(T jaxr p(s A 
这 里 . . 
p= inf f(x2), pp;= inf f(x) 
sp rar . 
《0; 和 Q; 是 0, 被 +*=y 分 成 的 两 个 闭 子 方 抉 》。 于 是 
LO,P')— LC,P) 


< > LCs- pn) + i x 


Tf” 


+ (pp) 4 am |. 
但 显然 有 


Hi 
ne NM, 
i 
所 以 


0 LY,P) -LP) 
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< > Mas 


TF 
和 名 > Bx 
1 
A 
b*— 
<woClPl|. 


= 0 


-Voto) 


这 证 骨 了 结论 (1) : 
LOF PSL PTDJ<SECFP2 + oC|Pl|, 

至 于 结论 《2)》 ， 我 们 可 以 用 类 似 的 办 法 米 证 明 ， 更 简单 的 
司法 是 ， 利 用 关系 式 
UF,P)= -LL(-14,P), 

从 结论 《1) 夏 出 结论 (2) ， L 

推论 ”如果 给 Q 的 分 割 了 活 加 个 分 界 而 得 到 P ， 那 么 

(1) LO PLO ,PY) SLC , P) + ioC|P), 

(2) UCf, PRU ,PP YSU P) -EC| 卫 |。 

仿照 第 九 章 81 中 的 做 法 ， 从 引 理 1 出 发， 很 容易 证 明 以 下 的 
引 理 2 和 引 理 3， 

引 理 2 设 P 和 P, 是 Q 的 任意 两 个 分 割 ， 则 有 

L(tf, PU ,P,), 

我 们 约定 记 


和 fdax=1=supL, PY, 
(1dr=7=inf U0,P), 
并 分 别 把 它们 哩 做 了 在 8 的 于 积分 与 上 积分 


引 瑾 3 ”我 们 有 
(1) lim LP) = 
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(2) ‘lim UCP) 一 了 
在 作 了 以 上 准备 之 后 ， 叉 可 仿照 第 九 童 中 的 做 革 证 朋 以 下 基 
本 定理 ， | 
定理 1 设 0 是 R" 中 的 一 个 闭 方 块 ，m 元 函数 1 在 0 
上 有 定义 并 且 有 界 ， 则 以 下 三 条 件 互相 等 价 : 
(1) 对 任何 。 0， 存 在 8 的 一 个 分 割 P， 使 得 
EC 六 -Lf, Pe, 


(2》 函数 f 在 @ 的 下 积分 与 上 积分 相等 
1=7=1, 


(3》 函 数 了 在 8 可 积 ， 
fcoas= 


下 面 ， 我 们 把 定理 1 改写 为 更 便于 应 用 的 形式 ， 为 雍 ， 先 介 
绍 记 号 
HP) EU P)- LP) 


= YM, 一 LDA 
了 


= oAxs, 
显然 有 
dim Qf,P)=1 -1L. 
采用 这 样 的 记号 ， 我 们 可 以 把 定理 1 改写 为， 
定理 1 设 8 是 展 * 中 的 一 个 于 方块 ，m 元 函数 在 0 
有 定义 并 且 有 界 ， 则 以 下 三 条 件 互相 等 价 ， 
(1) 对 尾 何 0 存在 0 的 分 制 卫 ， 莅 得 
Hf ,Pe, 
(2) lim QC,P)=0, 
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(3) 三 在 @ 可 积 . 
仿照 第 九 章 82 中 的 做法 ， 利 用 上面 给 出 的 可 积 性 判别 准则 
《定理 1 或 定理 1) ， 可 以 证 明 以 下 的 定理 2 和 定理 3. z 
定理 2 ” 设 函 数 f(x) 和 g(x) 在 闲 方块 CO 上 可 积 ，4 是 
实 常数 ， 则 : 
(1) f(x)+g(lx) 在 @ 可 积 ， 
(2) 4f(x》 在 Q 可 积 ， 
《3) 1fGs)1 在 8 可 积 ， 
(4) f(x)g(x) 在 @ 可 积 ， 
(5) 如 时 存在 常数 >0 使 得 
IA(2)|26, Yeg 
那么 攀 数 元 5 也 在 @ 上 可 积 . 
定理 5 设 0 是 及 " 中 的 闭 方块 。 如果 严 元 函数 了 在 @ 
连续 ， 那 么 这 菌 数 在 8 可 积 ， 
以 下 定理 将 在 后 面 儿 闻 网 讨论 中 用 到 . _ 
定理 4 设 C 和 fC 都 是 及 * 中 的 闭 方 块 ，0c0, 而 六 CQ 
RR 是 一 个 函数 ， 如 果 把 并 按 以 下 方式 扩充 
一 f(x), 对 于 x EO， 
1 (0)={ 


| 0 ， 对 了 于 x 下 R™0, 
那么 在 @ 可 积 的 充分 必要 条 件 是 f 在 8Q 可 积 . 在 这 条 件 满 足 
时 ， 我 们 有 


Vf Cds 一 人 /zax。 


证 明 必要 性 ” 设 f 在 6 可 积分 
1 x) dx = 
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按照 可 积 福 的 定义 ， 对 任何 *>0, 存 在 3>0, 只 要 的 分 误 P 
满足 条 件 _ 
IP 1<6, 
就 有 
loCf ,P ,8)- 了 |<ce: 
现在 设 @ 的 分 割 P 满足 条 件 
[iPl<6, 
并 设 三 是 对 这 分 割 的 任意 一 组 标志 点 ，。 我 们 总 可 以 把 了 扩充 为 
闭 方块 8 的 一 个 分 割 P， 使 得 仍 有 z 
iP |<6, 
并 可 把 扩充 为 对 于 分 割 P 的 标志 点 组 。 于是， 我们 有 
lo GP,E) -T=10(,P,S) -Il<s. 
这 证 明了 
lim ,0 《了 PE =J, 
即 /在 @ 可 积 ， 并 且 


fa)ds -5 fx) dx. 
4， 1 


充分 性 设 大 在 @ 可 积 ， 则 对 任何 e> 0， 存 在 0 的 分 割 
P， 使 得 
OF, P) <e. 
不 论 用 怎样 的 方式 将 @ 的 分 割 了 扩充 为 0 的 分 割 P， 扩 充 后 
的 分 市 P 都 使 得 “ 
加 QF,P)= OF,P) Le. 
这 证 明了 了 在 C .上 可 积 。 ” 口 


$3 . 重 积分 化 为 累 次 积分 计算 


在 本 节 中 ， 约 定 把 R= R"x 民 * 中 的 点 表示 为 
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《zy)》 一 (ooryXoeylior yo， 
并 把 及 一 及 "xx 及 ”中 的 财 方块 @ 写成 这 样 的 形式 
oO=r x， 
一 一 这 里 的 玉 和 六 分 别 是 R" 和 RR， 中 前 闭 方块 。 我 们 来 
考察 以 下 三 种 不 同形 状 和 的 积分 


$f)alw,), 


9 (bfxs9ay )as 


和 
人 (7 (C(x) dx )ay. 
这 里 的 后 两 种 积分 被 称 为 选 积 分 或 累 次 积分 ， 我 们 将 证 明 ， 在 一 


定 的 条 件 下 ， 例 如 当 了 在 8 .上 连续 时 ， 以 上 三 种 形状 的 积分 都 
存在 并 且 和 后 此 相等 ; 


bf) = (F607) ay)as 


= ($712,7) dx Jdy. 


利用 这 结果 ， 我 们 可 以 把 m 维 闭 方 块 上 的 积分 ， 逐 次 化 为 单 重 
积分 来 计算 . 
”于 于 累 次 积分 ， 人 们 还 采用 这 样 的 记号 ， 


dad fx,7) ay 一 人 (人 Fe) dy jax, 
4 ay CH ax=) (19) dx )ay, 


在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 设 O=zx 户 是 民 "" 一 R"x 民 ' 中 
的 闭 方 抉 ， 并 设 n+ p 元 数值 函数 f(x,y) 在 @ 可 积 (因而 在 @ 


”有 和 界 )， 于 是 可 以 定 浆 
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gx) = fs,7)dy, hx) = flrs7)dy, 


—- 


这 里 的 人 f(x,y) dy( fx;y) 9 ) 者 示 ， 对 于 国定 前 s， 把 /sx， 


7Y) 当做 y 的 函数 在 有 团 方块 下 的 下 积分 (上 积分 } ， 这 里 要 提 
醒 读 者 注意 ， 下 积分 《上 积分 )》 对 任何 有 界 锁 数 都 可 以 定 尽 ， 

定理 1 如 果 #*+BP 元 辐 数 f(x,Y) 在 闭 方块 8 可 积 ， 那 
么 元 团 数 g(x) 和 k(x) 都 在 闭 方块 了 可 积 ， 并 生 有 


dis dCw, n=) ga as=) h(x)as. 


证 明 设 P, 和 Pr 分 别 是 闭 方块 六 和 下 的 分 着 ,如 
P=iPr,Pr} 
给 出 后 方志 8 的 一 个 分 割 ， 如果 P, 将 下 分 成 亲子 方块 
Vs 了 一 人 . 
而 Pr 将 下 分 成 闭 子 方块 
不 -， KK=(h ,er ,kk,), 
那么 P= {Py,Pr} 将 @ 分 成 亲子 方块 
Qep, =—=F,xWr. . . 
如 果 = 熙 上 和 = {wr} 分 别 是 相对 于 分 割 P， 和 和 分割 Pr 的 
标志 点 组 ， 那 么 
C8, = {CE ne)} - 
就 是 相对 于 分 割 P= {fP; ,Pr} 的 一 个 标志 点 组 ， 
我 们 记 


1=) fx, a, 9), 
_ 必 
则 对 任何 。 >>0， 存 在 5 >>0， 使 得 只 要 
上 | 三 和 axi 忆 | | Pr 上 < 和 
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不 论 对 分 割 P， 和 Pr 的 标志 点 组 5 二 三 和 = 雪村 起 样 选 
择 ， 都 有 
I-22<o(f P(e) < 十 es 


也 就 是 z 

(3.1) -eo DHE mAvAr I+ e. 

在 《3.1) 式 中 ， 让 nz 在 到- 中 变动 取 下 确 界 和 上 确 界 ， 斌 得 
到 


(3.2) Te (SI inf ErDAyejam 
J KE 下 里 


E> sup flés MAY )Axy 
< + : 
我 们 指出 ， 
人 if Sr )Ay 
是 y 的 落 数 乓 拓 :7) 的 下 和 ， 它 不 超过 这 函数 的 下 积分 ， 
全 inf /ae)Ayz 


< 人 fdy = 


同样 道理 ， 
> SEP fs rj)AYE 


>) 1 (E790d7 = h(E 


于 是 ， 从 (3.2) 式 可 以 得 到 
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I - ee Det)Ax, 


< PCEDAxr<sI+e 
了 
我 们 证 明了 ， 
| Him., Ds Ea 
= ji DRCEDAs, 一 了 


即 函 数 g(x) 和 hx) 在 六 方块 了 可 积 ， 并 且 
15Cz)dx = 人 aoaxs= fd, 口 


”推论 1 设 f(x,7) 在 =F x 下 可 积 .如果 对 丝 个 xeV， 
1(x,Y》 作 为 了 的 罚 数 在 下 可 积 ， 那 么 


Vf, a y) =§ (ff 7ay jax 
如 果 对 每 个 ey，/(*,7) 作为 x 的 函数 在 可 积 ， 那 么 

4 jesDaGz7 = 人 (Fesy)ax )ay， 
特别 重要 的 情形 是 ， 如 果 fx,y) 在 @ 连续 ， 那 么 

d,s = (fay ja 


一 1 f(x,y) dx Jay. 


推论 2 设 @=[al,6!]xwex[a",b"] 是 RR” 中 的 闭 广 所， 
削 数 (x)= 了 tx' yn”) 在 Q 连续 ， 则 有 


4 fC 站 
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| 


一 人 dxm 一 1 全 KGa sn) der. 


在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 把 及 入 :一 了 到"x 了 到 中 的 点 写成 
一 
并 把 R"”":=R"x RR 中 的 闭 方 块 9 写成 
0=V xF, 
这 里 . 
V=[a!l,b'l] Xx x [a ,b"], 
=[A,B]. 
引 理 设 六 和 不 如 上 面 所 述 ， 而 
Pp pV—>WcR 
是 过 很 隔 数 .我 们 记 
P=iro,7 ER x Er, y—gp(x)}, 
y={x,y) Ee Rx EV, y=¥(x)}. 
则 对 任何 7 半 0， 存 在 0== 广 x 末 的 分 割 P= [Py,Pr}， 使 得 这 
分 割 把 & 分 成 的 各 闭 子 方块 8Q4,s， 当 中， 能 与 多 或 者 下 相交 
的 那些 闭 子 方块 的 体积 之 和 小 于 9. 
证 明 由 于 函数 ?和 在 闭 方志 六 一 致 连续 ， 对 于 


如 二 £240, ET 
存在 Gr >0r 使 香 具 要 xi1%r EV, 
| 2 = %:| = max {lxi -x | < 
就 有 
BB-4 
[p(x) 一 PC 一 


YC) ~ pw) < A 


先 作 下 =[4,8] 的 分 割 
314 


Pr : A=y, yy =B, 
这 里 1 


Yi 二 4 + 兰 (B 一 4)， k=0,",N,. 


然后 作 上 一 [op x“… x[e",6"] 的 分 割 P,， 要 求 它 满足 这 样 
的 条 件 : : 


[P| < 6,. 
我 们 来 考察 Q=Yx 玉 的 分 割 
P= 1{P,,Ppr}. 
这 分 割 把 = 二 Fx 下 分 成 若干 亲子 方志 
Qun = Vx,. 


区 于 任意 指定 的 一 个 轴 ， 至 多 只 有 两 个 能 使 De 一方 关 到， 
与 更 相交 (否则 ， 在 六 上 和 将 有 x 和 x 使 得 


120) -3(zD[2 二 全， 


这 与 |%1 =- 2 包 |P1<5， 和 相 第 技 ) 。 于是， 能 与 相交 的 闭 
“ 隆 方 块 的 总 体积 不 趟 过 


> 2 (vol x 下 全 ) 


B-—4 
一 2 -一 站 2 VA) 


BA 
一 2 一 并 Wall， 


根据 同样 道理 ， 能 与 外 相交 的 闭 子 方块 的 总 体积 也 不 超过 
B-4 

2 Ny 
只 要 我 们 事先 取 NN 足够 大 ， 使 得 


4 一 YoI(F<n。 


VolCF》， 
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那么 所 作 的 分 割 P= {Prpr 就 满足 我 们 移 要 求 ， 这 分 制 将 Q 
分 成 的 各 闭 子 方块 Qu 当中， 能 与 @ 或 者 WW 相交 的 那些 闭 
子 方块 的 体积 之 和 小 于 ?了 3， 计 
在 下 面 的 讨论 中 ， 仍 约定 . 
区 一 Tel, x e+ x [er 5 ]， 
WF=[A,B], 0O=Vx, 
设 有 连续 函数 
Pr—>F 人 CR, 
> CR; 
_ , 满足 这 标的 条 件 ; 
图 184 pp) yxEV, 
我 们 来 考察 @ 的 子 集 ‘参看 图 
13-4) 
E={(x,7) EO pr) Ey Ex)}. 
设 函 数 其 xs;y? 在 E 上 有 定 闵 ， 将 这 录 数 扩充 为 
| f(xy)，。 对 于 (x,7) € EE， 
f(x,Y) -| 


0， 对 于 (xD EC 
如 果 了 在 0 可 积 ， 那 么 我 们 就 说 1 在 也 可 积 ， 并 规定 


Vf) dsy) = 人 Cey)aCx 7) 


定理 2 设 已 是 如 上 所 述 的 一 个 集合 ， 如 果 函 数 /Kx:y) 
在 五 连续 ， 那 么 这 函数 在 已 可 积 ， 并 且 


1 fC, y) 一 人 人 ”Ceyay jax 


PP 


”证 明 容易 看 出 ，E 是 一 个 有 界 闭 集 . 我 们 记 
得 二 inf f (x sy) M= sup, f (x,7), 


4 
w= 
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先 作 Q@= 太 > 于 的 分 割 P,， 使 得 @ 被 这 分 割 所 分 成 的 各 亲本 方 
块 当中 ， 与 @ 或 者 曙 相交 的 闭 子 方块 的 体积 之 和 小 干 


-2 
7 = 


《集合 对 与 到 的 定义 如 上 面 引 理 中 所 述 》. 把 这 些 与 多 或 
省 多 相交 的 闲 子 方块 的 并 和 集 记 为 五 ， 允 把 那 些 不 与 中 和 到 
相交 的 闭 子 方志 的 并 集 记 为 ， 因为 落 数 了 在 有 界 闲 集 五 之 上 
是 一 致 连续 的 ， 所 以 存在 6 >>0， 使 得 只 要 

(X11) (Cx, ys) 问 也， 

| Ci ;71) ~ Cx ye) [< 6, 
就 有 

fC fF,9) |< yaloy: 


在 分 割 P， 的 基础 上 ,用 增加 分 界 的 办 法 进一步 将 @ 细 分 ， 使 
所 得 的 分 割 P 满足 条 件 / 
Pl<é. 
设 分 割 P 将 & 分 成 闲 子 方 所 
100, nn}. 
“我 们 把 函数 fC,7) 在 ou。 上 的 振幅 《 即 上 确 界 与 下 确 界 之 装 ) 
记 为 


人 


显然 有 
QU PY = 之 。 Oi, AXAY, 


一 会， Op AXA 
十 “we ATA 
这 里 车” 表示 对 满足 条 伞 00,wcH 的 那些 《7 ,站 求 和 ， 邢 
表示 对 满足 条 件 OCT 的 那些 (J ,8) 求 和 ， 分 别 估 计 这 两 
部 分 和 数 ， 我 们 得 到 
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QF, P) Co SYAzAY, + -有 CO BAA 


2 必 
< 0 t ayolCOy VoltO)} 


= EE. 
这 证 明了 了 在 0 可 积 ， 也 就 是 /在 EE 可 积 《 按 照 我 们 所 作 的 
约定 ) ， , 
再 米 考察 户 数 f(x,Y) 在 Q 上 的 重 积分 与 累 次 积 分 ， 对 王 
任意 取 定 的 x*，f (x,Y) 作为 y 的 函数 ， 在 闭 区 间 下 =[4,B] 
上 至 多 只 可 能 有 两 个 闻 断 点 。 因 而 存在 积分 

人 7 (x :7)dy -1 1 xs) dy. 
根据 定理 1 的 推论 1 ， 我 们 得 到 


人 Fe:pDaGxsy) 一 人 az Yo fx,7)ay. 
这 就 是 z 
YC, dCs,y) = 人 dx 和 rear 器] 


例 1 设 一 元 函数 f 在 [a,5] 连续 ， 一 元 函数 g 在 [c,d] 
连续 ， 试 证 


Ee, bixte,d] 


OD fea,y) = Fas) ga 


ce@) Va) =( 人 Fo)az) . 


[冲洗 了 区 二 下 


证 明 ”把 重 积分 化 为 聚 次 积分 ， 我 们 得 到 
DD Ws), = 人 人 feC)ay jax 


-时 六 
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= G0 g(Y) dy jas 
= 人 人 人 scr)ay， 


(2) 79) ar, 


[ev, 玉 ]XCEe ,天 了 


=) F000dr 人 KGDay =( 16ax) . 
例 2 设 fe.) 是 一 阶 尖 可 竹 困 数 ， 试 上 和 


1= 和 a), 


[LeyBxLtr,d] 


. 解 ”化 为 么 次 积分 计算 ， jodi 


i = 人 dx 1 去 A By CIAY 


-GD A )e 


=f(B,0) -fad — FB, +ia,y). 
例 5 设 A 是 0XY 平面 上 由 直线 
y 一 本 Y= 二 x 和 x=， 
所 围 成 的 闭 区 域 (a<5), 又 设 f(x,Y) 是 在 A 上 有 定义 并 且 连 续 
的 一 个 函数 ， 试 证 


人 az 人 Fe)ay = 人 ay 人 Fe)as 
证 明 ”用 两 种 办 法 把 重 积分 
GDa, y) 


化 为 昧 次 积分 《参看 定理 2)， 就 得 到 要 证 的 结果 ， 
例 4 设 1(t) 在 [a,b] 连续 ，xe [ae 的 。 试 证 明 


319 


Ya a CD 二 


ne — "7! 天 Cd 


证 明 我 们 对 积分 的 度数 作 归 纳 ， 先 看 一 层 积分 的 情形 . 
对 这 情形 ， 利 用 例 3 就 可 得 到 


1 de fey dt = a( Fan 


=) Cs _ fat. 


假设 对 于 n 一 1 层 积 分 的 情形 结论 成 立 ， 于 是 就 有 
人 dt § fat 


CT 


吾 一 次 利用 例 3 就 得 到 
和 Hdt 


”人 一 7 eer dt i (£1 — "fd 
= fd 


-07 (x — "fdt. 


$4 阁 当 可 测 集 上 的 积分 


我 们 先 作 一 些 淮 备 ， 然 后 讨论 展 布 于 车 当 《Jordan) -可 测 集 
上 的 积分 ， 
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4.8B 过 焦 


分 析 上 节 定 理 2 中 关于 函数 F 可 积 性 的 证 明 ， 我 们 发 现 。 美 
刍 在 于 / 的 不 连续 点 的 集合 其 有 较 特 丈 的 性 质 这 启发 我 们 作 进 
一 步 的 讨论 . 

定义 ” 设 0 是 及" 中 前 一 个 闭 方块 ，A4c0O， 如 果 对 任何 
e >0， 都 存在 0 的 分 割 P， 使 得 在 0 被 P 所 分 成 的 备 闭 子 
方块 {@ 小 当中 ， 与 4 相交 的 那些 闭 子 方块 的 体积 之 和 小 于 。， 
即 


(4.1) Ds Vol(O) <e, 


那么 我 们 就 说 4 是 一 个 零 集 . . 
” ”作为 约定 ， 我 们 把 空 集中 也 看 成 一 个 零 集 。 
仿照 上 节 定 理 2 的 证 明 ， 容 易 得 到 : 
定理 ] 设 0 是 民 * 中 的 一 个 闲 方 块 ，F 是 在 @ 上 有 定 
义 的 一 个 国 数 . 如 昌 了 在 耿 中 的 不 连续 反 的 集合 4 是 一 个 零 
集 ， 那 各 了 在 上 上 可 积 . 
定理 2 设 @ 是 及 * 中 的 一 个 闭 方块 ，P 是 在 @ 上 有 定 
义 的 一 个 图 数 ，-4 是 & 中 的 一 个 专集 如果 
Fex)=0, YY 三 Ed 
那么 在 0 可 积 ， 并 且 
人 PCoasx 一 0 
下 面 ， 对 零 集 作 进 一 步 的 考察 . 
我 们 把 民 ” 中 徇 开 方 块 定 义 为 如 下 形状 的 点 沫 
CG=(0 lr ) Xx x (Con T")s 


”并 约定 记 
Ie) = ,max ir — or} 


Vol(G}= (7 -ox x ro"), 
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如 果 开 方 决 G 的 各 楼 等 长 ， 即 
Ca 
那么 我 们 就 把 它 叫 登 开 正方 块 ， 
引 理 ”对 于 RRR” 中 的 任何 闵 方 块 
H=[e ,Bx x La", 8"], 
存在 有 限 个 开 正 方块 


Gis ,Gs 
满足 以 下 条 件 ， 
Hclse,, 


3 Vol(G) 2"Vol( 17), 
证 明 先 考 察 较 简单 的 情形 ， 设 卫 满足 这 样 的 条 件 ， 
克 的 最 长 标的 长 度 。 
元 的 最 蝎 楼 的 长 度 、“”， 
对 这 和 情形， 我们 作 一 个 开 焉 方块 6， 使 它 的 中 心 与 五 的 中 心 重 
侣 ， 而 迪 长 等 于 互 的 节 短 楼 的 长 度 的 2 倍 。 于 是 有 
HeG, Vol(G)<2"Vol(T). 
对 更 一 般 的 情形 ， 我 们 变法 把 卫 切 制 万 有 限 个 较 小 的 闭 方块 
. Ty ll,, 使 得 每 一 个 这 样 的 阴 子 方块 i, 满足 条 性 
节 ， 的 最 长 楼 的 长 度 。 9 
五, 的 如 短 痰 前 长 度 、 
具体 做 法 如 下 ， 以 五 的 最 短 棱 的 长 度 


7 


| 
| . 
中 


与 其 他 备 楼 的 长 诬 作 比较 ， 和 如果 

2 a'<2 1y, 
那么 我 们 就 把 楼 [a*: ,8:] 分 成 2 等 分 ， 并 且 过 2! 个 分 点 作 耳 
的 分 界面 。 所 有 这 些 分 界面 把 开 分 割 成 有 限 个 闭 于 方块 


$28 


了 er ,有 
其 中 每 一 个 闭 子 方块 互 。 都 满足 我 们 的 要 求 ， 
Zr 拘 最 长 棱 的 长 度 - 
1， 的 景 短 校 的 长 度 ~ 
- 对 每 个 -he 入 ,…,qj， 我 们 作 一 个 开 正方 块 CG,， 使 它 的 中 心 与 
了 ,的 中 心 相 重合 ， 而 边 长 等 于 
27 =2 min {8'- ce， 


这 样 的 6， 满足 条 件 
iCE,, 
Vol{G) 2"VolCH,). 
因而 有 
~ HC U 人 


p=l 


bp3 Val(6 <<a" Vol(17,) 
-avn 1CHY. 口 

定理 5 对 于 R- 的 子 集 4， 以 下 各 条 陈述 互 相等 价 ， 
(1) A 是 一 个 等 集 ; 
《20 对 任何 >>0， 存 在 有 限 个 闲 方块 

了 si, 

使 得 
/Cc (jj re 人， VolCH)<<e} 


f=1 i=l 


(3》 对 任何 上 盖 0 存在 有 限 个 开 正 方块 
Gi ,Gy 


使 得 z 
AcU6, SvoG)<e. 


是 = 撕 | 


证 明 我们 将 循 以 下 途径 证 明 所 列 各 条 互相 等 价 ， 
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: 


8 YY 二 《2) 定 【《3) 《TI7) »., 
首先 证 明 “ (1) 之 (2) ”。 ”按照 零 集 的 定义，4 包含 
在 某 个 闭 方块 @ 之 中 ， 并 且 对 任何 >0， 存 在 @ 的 分 市 P， 使 
. 得 . - . . 
之 Vol(0)<s, 


NA 


一 一 这 里 @; 表示 u 馈 ， P 分 成 的 亲子 方块 ， 于 是 ， 我 们 可 以 
把 满足 条 件 . 
QON A . 
的 那些 Q,， 记 为 
Hl. 
显然 这 些 闭 方块 使 得 


AC U HI, »3 VolCH) <e. 
fal f=l _ 
再 来 证 明 “ (2) 之 《3) ”.。 对 于 让 >>0， 存 在 六 六 


Hs sli, 


AcU I, > VolCHY< 去 。 


二 ju} 


对 林 ,,……, 了 7, 的 每 一 个 应 用 上 面 的 引 再， 我 们 得 到 有 限 个 开 正 
GC, 
这 些 开 正 方块 使 得 
AcI) Gu 


人， Vol(C 2 SVol( I <e, 
| 天 本 
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最 后 ， 我 们 来 证 明 * (3) 全 (it ”。 设 8 是 包含 4 的 
任意 一 个 闲 方块 ， 并 设 开 正 方块 : 
. Ge ， 殊 ， 
满足 条 件 


4c G6, SvVacCy<e. 


我 们 可 以 作 Q 的 分 制 P， 使 得 CC. 的 边界 在 0 中 的 部 

分 全 都 被 了 P 的 分 界 所 覆盖 . 设 0 被 分 割 分 成 了 闲 子 方块 

1 上， 考察 满 足 条 件 
人 门 4 天 贡 

的 那些 闭 子 方块 0Q;， 我 们 发 现 ， 每 一 个 这 样 的 2， 都 包含 在 某 

个 G6， 之 中 。 因 而 


SD vol(oD)<S volE) 


A 
= 》 Vol(6,) <e. 


室 此 、 我 们 完成 了 定理 的 证 有 明 ， DD 

最 然 前 面 给 出 的 零 集 定义 涉及 到 也 含 这 集合 的 一 个 闭 方 瑞 
8， 但 从 定理 3 可 以 看 出 ; 四 

推论 1 ”一 个 集合 4 是 否 零 集 ， 是 这 集合 本 身 的 性 质 ， 不 
取决 于 它 放 在 怎样 的 闲 方 正之 中 ， 

从 定理 3，、 还 容易 得 到 ， 

推论 2 (1) 零 集 的 子 集 仍然 是 零 集 ; 

C2) 有 限 个 云集 的 并 集 仍然 是 零 集 . 

证 明 《1) 的 证 明 留 给 读者 作为 练 可 ， 我 们 来 证 明 《27 。 
设 二 和 1 都 是 零 集 ， 则 存在 开 正 方块 到 和 CC 
分 中 便 得 


- r 下 
reU D,, > Vol(D) < 
和 
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A/C U GG,, > Vol(G) < 5 
于 是 ， Dye,D,, G,, 15， 这 有 限 个 开 正方 决议 全 得 


fel 


>»3 VolCD) + Vol(GC Ne, 品 


推论 5 设 4 是 零 集 ， 则 4 的 闲 包 C14 与 边界 B44 也 
都 是 零 集 ， 
证 明 对 任何 “过 0， 存 在 有 限 个 闭 方块 
se 
使 得 . 
AcI) nn, > VolC I )<e. 


ja] 


因为 五; 是 包含 4 的 一 个 闲 集 ， 所 以 它 也 必定 包含 了 4 的 


闲 包 ClL4， 我 们 有 
cacUn, 7 Val) ce. 


f= 1 F=1 


这 证 明了 Cli4 是 零 集 . . 
Ba:1 是 C14 的 子 集 ， 因 和 而 世 是 零 集 ， 口 


4.b 落 当 可 测 集 


对 于 及 ”的 子 僻 下 可 以 定义 这 样 一 个 留 歼 
CeCe)= | 1， 如 果 x&E， 
0 ， 如 果 %* 千 EE， 
我 们 把 Cr 叫做 集合 上 5 的 特征 孙 数 ， 
以 下 结果 可 以 直接 根据 特征 畏 数 的 定 久 屠 以 验证 . 
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引 理 设 4 是 民 ” 的 子 泥 ，4 骸 示 经 集 ， 则 有 

(C17 Cun(x)—=CaAx) + Cr) — Cnst%)s 

2) Canntx)—=Cax) Colt)y 

《3) Cy (x)=0, 
如 果 4NMB=8$， 那 么 从 上 面 的 (1》，(2) 和 (3) 就 可 得 到 

Cualx) = Cr) + Ck). 

定义 设 8 是 民 ” 中 的 一 个 闭 方 扇 ，5CQ. 如 果 5 的 边 
界 BdS 是 老 集 ， 那 么 我 们 就 说 S 是 一 个 车 当 可 测 集 (Jordan 
Measurable Set) 或 者 可 是 混 《Contented SetJ)， 若 当 可 测 洁 世 
简称 为 了 .可 测 集 ， 对 于 若 当 可 测 代 5， 特 征 国 数 Caxks) 在 多 
上 可 积分 《因为 C，(x》 的 间断 感 集合 是 零 集 B4S)， 我 们 把 


coC3) 一 人 CCxyax 


叫做 集合 5 的 若 当 测度 CJordan Measurey 或 者 容量 (Contont)， 
若 当 测度 又 可 简称 为 了 测度 . 
注 记 1 根据 本 节 定 理 3 的 推论 1 和 2 的 定理 4， 我 们 确 
信 :， 大 上面 的 定义 中 ， 和 包含 集合 3 的 闲 方块 0 实际 上 可 以 任 
意 渤 择 . 
注 记 2 很 据 本 节 定 理 2， 我 们 得 知 ， 零 集 必 定 是 者 当 可 测 
的 ， 并 且 它 的 若 当 测度 等 于 0， 
. 定理 4 如果 $8 和 了 都 是 若 当 可 测 集 ， 那 么 
SUT, SNT 和 SA 
也 都 皇 若 当 可 测 人 入， 并且 
SUTI=HS) + oTY -oN TTD, 
HT) 5) -oS NT), 
证 明 关于 集合 的 边界 ， 有 以 下 关系 成 立 (请 读 虱 自己 验 
证 2》， 
BACSU TY CBASU BAY, 
BACSNTYCBRIS LU BaT, 
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BACS\TY CBAS UBAT. 
如 电 Bd4S 和 BdT 都 是 零 集 ， 那 么 BduS UBd7 也 是 者 集 ， 于 是 
BaiCSUTY，B4CSNMT》 和 Bd($\T) 也 都 是 零 集 ， 这 证 明了 定理 
的 第 一 个 论断 . 
又 ， 从 特征 函数 的 等 式 
Cyurt%) =Cs(x) + Cr) — Cenrt%)) 
Cortx) =—=Cs x) -Csnitx), 
可 得 i 
(SUTY=oC3) + rr} — rts NT), 
外 人 一 让) 一 号 三 了 Li 
推论 如果 8 和 7 都 是 车 当 可 测 集 ,并且 scSNnT)=0, 
那么 | 
SOUT)=0 + vcTY. 
下 面 ， 我 们 米 说 明 若 当 测 度 容量) 的 几何 痊 义 , 设 吕 是 
及 ” 中 的 朵 方块 ,五 是 8 的 任意 子 集 ，Cs 是 集合 五 的 特征 国 
数 ， 如 果 @ 的 分 割 了 把 8 分 成 团子 方块 1 外， 那么 
UtCs, 一 2 VoltQ 


rN 
LeCs, P)= >, Vol(0Q,). 
#7CE ' 
这 就 是 说 ，UCCs:,P》 正 好 是 与 相交 的 那些 闭 子 方块 8， 的 体 
积 之 和 ， LtCs,P) 正好 荐 完全 包含 在 E 中 的 那些 团子 方块 Or 
的 体积 之 和 (图 13-5) 。 
”我 们 把 


pCEY 


有 


1 ceoay 


lim UCC:,P) 
tHPi-a 


称 为 集合 E 的 车 当 外 测度 或 外 容量 ， 并 把 
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| 
jE. 十 SEE 
时 SS 


2 (E) 一 人 Ce 人 zax 


一 lim L(tc.,,P) 
1 下 上 上 一) 


称 为 集合 EE 的 车 当 办 测度 或 内 容量 ， 显 然 有 
0 (EVE). 
如 果 E 是 车 当 可 测 棠 ， 那 么 C。 是 可 积 的 ， 对 这 情形 就 有 
vCE)= vo (E)= v (EF). 

我 们 约定 把 有 限 个 闭 方 状 的 并 集 叫 似 简单 图 形 通过 以 上 的 讨论 
可 以 看 到 ， 若 当 测 庶 是 外 到 近 简 单 图 形体 积 与 内 操 近 简单 图 形体 
积 的 基 同 的 极限 请 .一 一 这 正 是 通常 的 面积 与 体积 等 概念 的 一 般 

再 回 过 头 来 看 稚 集 这 一 概念 ， 我 们 发 现 以 下 三 件 事 是 互相 等 
价 的 ， 

(1)》 A 是 零售 

《2》 A 是 若 当 可 测 集 并 且 ed 一 0 
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《3) A 的 若 当 针 鲁 度 等 于 0 ， 即 
v (CD)=0. 


4.¢ ”车 当 可 测 集 上 的 积分 


设 EC 了 "， 裔 数 fCx) 在 集合 下 上 有 定 又 于 是 ; 了 鸥 数 
Cx)fCx》 也 在 集合 EE 上 有 定 光 欠 ， 我 们 约定 按 以 下 方 式 把 隔 数 
CAx)fCx) 和 充 定 六 于 及 ”之 上 ， 

(rx); 如果 xéE， 
Cf)={ 如 时 mg， 
不 论 国 数 fx)》 在 五 以 外 移 定 人 六 如 何 ， 所 和 作 的 约定 都 不 会 引起 
混淆。 在 以 下 的 讨论 中 ， 我 们 始终 采取 这 样 的 约定 ， 

定义 设 日 是 RR” 中 的 一 个 闭 方 拱 ，ECQ 是 一 个 车 当 可 

测 集 。 如 果 函 数 
Crix)f ts) 
在 Q 可 积 ， 那 么 我 们 就 说 国 数 f(x》 在 可 积 ， 并 把 f(x) 在 
五 上 的 积分 定 必 为 


Vf)0x = CeCe) fC) da. 


注 记 在 上 面 的 定义 中 ， 涉 及 到 包含 集合 8 的 一 个 闭 方块 
Q， 这 闭 方 瑞 实 际 上 可 以 任意 选取 ， 一 一 请 参看 32 的 定理 4. 

展 布 于 阁 当 可 测 集 上 的 积分 ， 也 具有 线性 和 单调 性 等 性 质 . 

对 于 这 样 的 积分 ， 还 有 以 下 形式 的 积分 中 值 定理 成 立 
定理 5“ 设 上 是 及 中 的 车 当 可 测 集 ， 邓 数 f(x) 和 g(x) 
在 EE 上 可 积 ， 则 函数 fCx)g(x) 也 在 五 上 可 积 。 如 果 对 于 任何 
%*t 世 都 有 
Left)EM, g(x)0, 

那么 就 有 


HN eC dar | fC (x ds MY gC) dx, 
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证 明 设 0 是 RR” 中 的 闭 方块 ， Ec0. 同 为 
CxOx) 和 Ctx) g(x) 
都 在 8 上 可 积 ， 所 以 | 
CeCx)fF (x) etx) = CN NN) Cotx) tx)) 
也 在 @ .上 可 积 。 肥 因为 YxeQ 都 有 
HCzlx)g (Ca) fx) er MC A) Es), 
- 报 据 积分 的 单调 性 就 得 到 


pa Cle)gCr)dr < CeCe C8) ds 


加 


MY CeCoD)sg(cdz，， 


也 


也 就 是 
nf Cdr fg (Dax< MO ecoas。 口 


推论 设 E 是 R" 中 的 车 当 可 油 集 ， 函数 /(%) 在 EE 上 
可 积 ， 并 县 
HH, VxeE, 
则 有 
Lo EY Hz)dx<cafo( 相 。 
我 们 来 考察 有 关 重 积分 可 加 性 的 问题 ， 先 证 骨 一 个 引 理 ， 
引 理 (1) 设 EF， 和 上 都 是 取 ” 中 的 若 当 可 测 集 ， EC 
E， 如 果酒 数 f 在 E 可 积 ， 那么 了 在 E, 上 也 可 积 ， 
《2) 设 FE, 和 E, 都 是 R" 中 的 著 当 可 测 集 ，E=E,U 
E,. 如 果 池 数 了 在 EF， 和 E，, 上 可 积 ， 那 么 在 五 上 也 可 积 ， 
并 且 
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| Ka ADae+ f(z)dr -人 fa. 


ENE, 


证 明 (1) 取 Rs 中 的 闭 方志 怠 二 五 二 天 ， 因 为 国 数 
Cs, (x) 和 Celx) fx) 
都 在 吕 上 可 积 ， 所 以 
Cs CXIF CE) = Ce, CA) CsT) CN) 
也 在 如 上 可 积 . 
C2) 记 E, =E, NE,, 财 显 然 存 
ECE,, E,CE,, 
因为 函数 f 在 也 和 五 上 上 可 积 ， 所 以 革 在 五 上 当然 也 可 积 . 


又 因为 
Ctr) =Cs ] (x)+ Cs 2 (x) ~ Ce : (x)s 


所 以 
Cex) fr) = Ce CF CF Cs GD — Cs, (x), 
由 此 可 知 ， 函 数 了 在 五 上 可 积分 ， 并 且 


,fas=f, fa +t ,fC 4， fd, 口 
定理 6 谍 五 :5E， 是 及 ”中 的 若 当 可 测 僻 ， 渡 足 条 件 
ij 时 ， 瑟 ,有 五 是 零 集 。 
我 们 记 
E=E, UUE,. : 
如 果 孙 数 了 在 Er,E， 上 可 积 ， 那 么 了 在 上 也 可 积 ， 并 明 


VF)as=h fx) dx t= 二 人 fx) dx. 


”证明 我 们 对 加 项 的 数目 作 央 纳 法. 首先 孝 寻 两 个 加 项 的 情 
形 。 对 这 情形 ， 从 上 面 的 引 理 可知， 荡 数 f 在 EUE,， 上 可 积 
分 ， 并且 


Yi, fx)az=) Ga)dz+ 人 fdr ee. fxIdx, 
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但 下 NE 是 零 集 ， 根 据 本 节 定理 2 可 知 
bs, Fd) Crs ns, ("far 0. 
我 们 得 到 : 
. Csz)dx 一 人 fax frydx, 


i, 


假设 对 -1 个 加 项 的 情形 定理 的 结论 成 立 ， 我 们 来 考察 个 加 
项 的 情形 ， 对 这 情形 ， 我 们 记 

E,=E,l | 
根据 归纳 法 假设 ， 函 数 f 在 E， 上 可 积分 ， 并 且 有 


1 Fa)dx 一 人 fo)axte tt F(X) dx. 


容易 看 出 ，E, NE， 是 零 集 ， 模 据 上 面 村 两 个 加 项 情形 的 讨论 ， 
我 们 断定 ， 俏 数 在 若 当 可 测 舍 EE 二 E,UE， 上 可 积分 ， 并 且 


1 Fax= 人 Foax+ 人 Fle)ds 


一 人 GDart +h fds 


+1), fas. 口 


设 互 是 一 个 非 空 的 车 当 可 测 集 ， 如 果 有 限 个 非 空 的 若 当 可 
Ey*** ,Es 
应 足 这 样 的 条 件 ， 
(1) jE 了 时， 加 站 五 是 专集 ， 
(2) 下 UE=E, 
闭 么 我 们 就 说 了 P= { "En} 是 若 当 可 翻 集 歼 的 一 个 分 制 。 
并 把 中 的 模 定义 为 
IlPi= max A 


1 上 志 
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对 于 这 样 章 分 割 ， 任 意 选 取 
EEEj 7 I= 
并 记 
一 和 
我 们 把 和 数 


of P= HNCE)) 


则 做 一 般 积 分 和 【或 一 般 获 达 和 ) .仿照 有 2 中 的 做 锋 ， 还 可 以 
定义 一 般 述 布 和 《上 和 和 与 下 和 》， 并 台 推 导 一 系列 相应 的 结果 . 
我 们 不 再 作 细 致 的 讨论 于、 这 里 只 证 明 以 下 很 有 用 的 结果 . 

定理 了 7， 设 E 是 一 个 闵 车 当 可 独 集 .如 果 函 数 了 在 下 连 
续 ， 那 么 了 和 芷 三 可 积 ,并且 了 在 上 的 积分 正好 是 一 般 获 受 
和 的 极限 


[0 Bn 7. 


证 明 设 8 是 包含 的 任意 一 个 闭 方块 , 因为 函数 
CCx)fCx》 在 @ 中 的 间断 点 的 集合 是 一 个 零 集 ， 所 以 这 函数 在 
0 上 可 积 。 我 们 证 明了 函数 f 在 六 上 可 积 . 

因为 EE 是 一 全 有 界 闭 集 ， 函 数 了 在 瑟 上 是 一 将 连续 的 ， 
所 以 对 任何 。>0， 存 在 5 >0， 使 得 只 要 

YE |s 一 Y|<.a， 
就 有 


if (x) - D1 < Ey 
设 分 割 了 = 全 ,,… ,Ew} 满足 条 件 


lIPl<6, 
则 有 


| 1 fC)a - olf,P,é) 
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-| 立 人 roaz- 立 YEDac 


> 1 (Co - KN)ar| 


Tel . 


Hi 
C= 


< 和， § 11) - AGED)1ds 


这 证 明了 
Him cChP = /War 口 


”4.d 车 当 可 测 集 上 的 积分 化 为 累 次 积分 计算 


对 某 些 情形 ， 若 当 可 测 集 于 的 积分 能 够 化 为 累 次 积分 。 
同 前 面 一 样 ， 我 们 把 耻 "…" 一 隧 " 基 及 ”中 的 点 记 为 
(二 【Ye . 
设 0 一 Fx 及 是 取舍 一 有 xx R* 中 的 一 个 闭 方 块 ,是 名 的 
一 个 子 靠 ， 是 在 EE 下 有 宁 疼 的 一 个 明 数 .对 于 x EF， 我 们 记 
E={ytR’|{(x,Y)eE!. 
请 注意 ， 对 某 些 x“tF， 可 能 有 碧 ., 一 $B， 如 果 对 某 个 确定 的 xe 
有 E, 尖 $8， 那么 就 可 以 定 头 一 个 函数 
站) EF.—>R 
yh—>1(x, 7), 四 
定理 8 设 @=F> 歼 是 R= R"xR'* 中 的 一 个 闭 方 
据 ,ECQ 是 一 个 若 当 可 测 集 ，F 是 在 五 于 可 积 的 一 个 函数 . 如 
果 寺 任何 x*tF， 集 合 ,都 是 及 ”中 的 若 当 可 测 集 :， 并 且 对 于 
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使 得 已 关上 的 za 函数 Fx)》 在 王 上 可 积 ， 那 么 
1 Fey2dCz7) 一 全 az 人 Flr)ay. 


-一 -在 这 里 和 以 下 的 讨论 中 ， 为 了 叙述 方便 ， 我 们 采取 这 样 的 约 
定 ， 对 于 使 得 巨 。 一 中 i xy 认为 


间 F(x,y)dy=0, 


证 明 我 们 有 
FC 7) = Clr, rf ,7) ds ,9) 


=\ dx Y Cs, fs, 7) dy 
= ds § Ce, Of ,7d 


= ax 1， fa. 口 


上 上面 定 理 的 意义 在 于 ， 把 计算 mn 重 积分 的 问题 转 化 为 黑 次 
计算 较 低 重 数 的 积分 ， 对 于 m2>3 的 宇 形 ， 可 以 有 不 止 一 种 方式 
把 m 表示 为 由 一 2 十 pp。 我 们 应 当 考 察 各 种 可 能 的 情形 ， 选 择 最 
便于 计算 的 方案 例如， 对 于 m= 二 3 的 情形 ， 就 有 3 一 十 2 和 
3 一 2 + 1 两 种 典型 的 方案 可 供 选 拌 ， 具 体 说 明 如 下 ; 

” 设 E 是 RR! 中 的 车 当 可 测 集 ， 函 数 /在 上 可 积 . 我 们 
希望 运用 定理 8 来 计算 f 在 E 上 的 积分 ， 

第 一 笠 方案 (3 二 1T2) 。 我 们 把 RR:=R'xR: 中 的 
Cho 
设 六 =[6,8] 和 久 分 别 是 到: 中 的 闭 区 间 和 及 : 中 的 闭 方 
块 ， | 

0O=F xOE, 
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记 果 对 每 一 个 we8,， 藏 器 党 合 FE, 都 是 R: 中 的 车 当 可 测 集 ， 
并 且 对 于 使 得 杞 六 中 的 wm 函数 f(x,") 在 E.。 上 可 积 ， 那 
么 . 


. 人 jCx,77dts,y) 一 av 和 fs) 


be, fxs9' ,7 dy ,7). 


耐 的 公式 可 以 生成 


让 A ) FCr yizydCy ,2). 


第 二 种 方案 【3 一 2+1)。 我 们 把 民 ':=RR:x 民 ' 中 的 点 
表示 为 
(和 一 《和 和》 
设 站 和 机 分 别 是 了 下: 中 的 闭 方块 和 R' 中 的 闭 区 间 ， 吕 一 
x 开 二 EE， 如 果 对 每 一 个 xE， 堆 口 集 合 E, 都 是 了 朋 ' 中 的 若 当 
可 测 集 ， 并 且 对 于 使 得 ,关中 的 x， 冰 数 六 xz) 在 王 上 可 
积 ， 那 么 


1 Fax;y)a (x,y) = 1 ax ,fsay 


= 人 d(x), 2 人 。 ,7 ， zy)dy. 


Errl., 


如 果 昭 通常 的 习 恰 用 《zy;z)》 表示 R: 中 的 点 ， 那么 上 而 的 公 
式 就 可 以 写成 


race 
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第 二 逢 方案 特别 适合 于 计算 曲 顶 昌 底 柱 形 上 的 积分 ， 所 谓 些 

顶 曲 底 柱 形 ， 是 指 如 下 形状 的 集合 

-| cy | ED, \ 

lg, WD, 
这 里 设 了 是 及 : 中 的 闭 车 当 可 测 集 ， 哨 数 pfzy) 和 ylx， 
7) 在 上 连续 ， 并 且 

PRI PETY, (x, ED,.- 
设 闭 方块 80= 斑 x 更 二 EE， 我 们 指出 : 
BdEC BAD x WYU DU, 


这 里 

B= {x,7 ,sr 7 ED, z=p(x,y)}, 

更 一 人 xy 他 | (x, EeD, s 一 多 (和 7) 站。 
仿照 $3 中 的 作法 {参看 $3 定理 2 前 的 引 理 ) ， 可 以 证 明 BdE 
是 及 : 中 的 零 集 ， 国 而 是 及 "中 的 车 当 可 恒 集 ， 如 果 级 数 
TYCzy 1 在 三 上 连续 ， 那 么 就 有 


人 f(xy) dC,y ,2) 


= 由 ac 了 fx,y, sds 
站 


-有 ix fy) dz, 


| | 


下 面 介绍 把 重 积分 化 为 累 次 积分 计算 的 一 些 例子 . 
例 1 设 EE 是 R: 中 由 直线 x=0,，y 二 x 和 7Y=1 力 成 的 
图 形 (图 13-6)， 试 夺 算 二 侠 积 分 
r= we "d(x,y), 
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图 13-6 图 13-7 


解 ” 如 果 采 到 先 对 y 积分 再 对 % 积分 的 方案 ， 那 么 就 会 遇 
到 不 好 计算 的 内 层 积分 ; 


if Ta 


这 里 的 | eay 不 好 计算 ， 如 果 先 对 x 积 分 ， 再 对 7 积分 ， 就 能 


够 顺利 地 计算 到 底 ， 


1 下 ay (> ?er dx 


例 ? 考察 R' 中 的 赔 柱 x 十 y'<g? 和 必 二 <<o:， 试 求 
这 两 个 圆柱 相交 部 分 的 体积 了 《参看 图 13-7 》. 

解 ” 由 于 对 称 人 性， 只 须 求 出 第 一 赴 限 内 的 部 分 体积 理 乘 以 
8 ， 


F=8 $ace,y ,2), 
这 里 
:全 3 


XY, } 


wy ,和 于 ESRE3 


E-1 (X,Y ,2) 


二 Ix yz) | (x IED ,0 ET 一 %? }, 
D= {x,y7)|x,Y20, 和 十 Se 
于 是 国人 
P=8 人 d(x,7) I a 


一 8 a — x d(x,y) 


=8 人 az Vr dy 


一 8 4 Ce _ wx)dx= a, 
~ 


另 一 种 计算 方案 为 
Vy =8 Vacs, ,区 
一 入 人 asiacr,e， 
这 里 E。 是 一 个 正方 形 ， : 
E,=| (yz) | TY 一 和 '}. 
0 rs a: xX! 


由 这 方案 计算 同样 得 到 


r=8 Ce XY dx = Ha. 


例 5 试 计算 积分 z 
es 
340 


这 里 EE 是 四 面体 
fw, ,2) x, ,2 0, x+ y+ zx,l}, 
解 ” 化 为 累 次 积分 计算 得 
一 d(y, 2) 
1 人 


-人 


-1 az 和， 到 [CR -4 


1r!' 1 . % > 
二 一 | 1 一 -一 十 之 一 二 ja 
>)， 1l+x 二 所 | 


=3(In2 - 半 。 
例 4 试 计算 积分 
1 一 + 和 jac,y)， 
这 里 E 是 本 球体 ， 
每 + 吞 + 所 < 1. 


b? 
解 ” 把 积分 拆 成 三 项 ， 分 别 化 为 黑 次 积分 ， 
1=) a x( 瑟 aCy ,2)) + ay (6 | dz,2)) 

十 人 dx( 气 | dx,7)). 
截 口 万, 是 一 个 椭 回 面 ， 它 的 两 轴 长 分 别 为 

5V/ 1 -所 和 cv II - 气 ， 
于 是， 五 。 的 面积 等 于 
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nbc( 1 - 乞 ). 
对 截 品 E, 与 书 , 也 可 作 类 似 的 讨论 。 于 是 ， 我 们 求 得 


- 学 1 -光环 fr 人 -区 
+ 2 (1 -所 az 


于 
= -一 Tahe. 
5 六 


例 5 如 下 形状 的 集合 钼 称 为 n 维 单纯 形 ， 
N20 ,+ X20 ， | 


| (Co a) € R"| 
Ee i 


试 计算 C.(r》 的 体积 下 .C7)， 
解 我 们 来 归纳 下,(r) 的 一 般 公式 , 首先 刺 , Cr) 与 
有 到 ,《r) 很 容易 求 得 : 


: ”OT 


Wr) = 1 dma ers ,7 x 


= 人 (r 一 x)dx, = 
假设 对 任何 rc20 已 经 求 得 
P(r) ~ Ca- Dr 
那么 就 有 
.= qx, 晶 (Xi a1) 


和 i 
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= 人 Wr dx, 


= 人 Tr Ey rd 


1 


一 一 了 


例 6 设 B.C(r) 表示 半径 为 > 的 m 维 六 球体 ， 试 计算 
Btr) 的 体积 VG). 

解 考察 *=1;2,3 的 人 情形， 可 以 猜测 六 Cr) 具有 如 下 形式 
的 表示 ， 

VAr) 一 Csr"， 
我 们 来 证 明 这 会 式 并 推导 系数 a。 的 弟 推 关系 。 显 然 有 
(一 2r， 0 一 2 

对 一 般 情 形 有 


PCD 一 人 ax d(x se ste) 


Pe Cw) 
用 


了 R= . 
一 人 Cr 一 和 3 ? dx 
F 和 一 1 
™ =241 Li Cr 一 x3) ” QO, 
p 


=(2a,., 全 sincddtjm。 
一 你。 
我 们 看 条， 系数 <。 满足 递 推 关 宗 
a.=2a 全 sin"tdis i=2,. 
从 这 递 推 关系 可 以 求 得 z 
$43 


ci 一 2 了 
其 中 B.。 表示 积分 


1 sin "tdt, 


根据 第 九 章 $6 中 的 计算 ， 
Cm 一 41) 
8 一 对 奇数 mm， 
(m—1)}!: 于 
mi 对 偶数 im. 
我 们 求 得 ， 
并 ,二 2， i= au 一 人 
ce Xs 1 时 


V2 PCD 一 ar Var, 
VO Vr 
a, 与 V.Cr) 的 一 般 表示 式 为， 


ry < 2 


Qt 二 2 


-GN (a) 六 
DT 


TS 1¥r1 引 


0 下 十 lot 


Ck 711 } 
VF,,tr) 一 下 


Ei 
2 开 T+ 


Fr(r) = ~ Cok+ yr 办 


$5 ”利用 变 元 替换 计算 重 积 分 的 例子 


在 学 习 一 雹 晴 数 积分 学 的 时 候 ， 我 们 已 经 熟悉 了 定 积分 的 变 
元 替换 靶 则 . 设 J=[La,8]」 是 一 个 闭 区 间 ，qp，，JR 是 一 个 连 
续 可 微 状 数 ， 满 是 条 件 
pFEV, Yieint. 
如果 国 数 f 在 闲 区 间 wp(7) 连续 ， 那 必 


- TT 让 
(5.1) 人， 7CDax= 人 KGD)w (GDdt 


往 意 到 
Lpfta7 的 有， 如果 pla)<p(8)， 
CD={ 


| [9(8)，p《a)]， 如 果 pla)>p(8)， 
我 们 可 以 按 以 下 方式 改写 (5.D ， 


A 
- a 
=+) f(y 
0 


=),f(p0)) |G) lar. 
这 样 得 到 : 
. (6.2) 1 f= /p60)) 0’C) lar. 


对 于 多 恒 积分 ， 也 有 类 似 形式 的 变 元 替换 法则 ， 
定理 设 9 是 RR" 中 的 一 个 开 集 ， 
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vy: HJ—>R" 
是 一 个 连 总 可 微 映射 ，EC 2 是 一 个 闭 车 当 可 测 集 。 如 时 
《1) detDopti)a 0, Yr € intE, 
(2) g 在 int 中 是 单一 的 ， 
那么 gCE) 也 是 一 个 闭 若 当 可 测 集 ， 并 且 对 于 任 何在 pt(E) 上 
连续 的 嚼 数 f(x) 都 有 


(5.3) 1 Coax= 人 7Cp(CD) ldetDotr) | adt. 


这 定理 的 证 明 过 程 比较 长 ， 我 们 将 在 下 一 节 中 于 以 介绍 .本 
市 先 来 看 看 运用 变 元 替换 公式 计算 重 积分 的 例子 ， 在 计算 一 元 函 
数 定 积分 的 时 候 ， 作 变 元 直 换 是 为 了 简化 被 积 函 数 ， 对 于 重 积 分 
的 计算 来 说 ， 适 用 变 元 赫 换 公式 除了 仍 有 简化 被 积 范 数 的 作用 而 
外 《这 一 点 比 较 起 来 并 不 那么 重要 ) ， 更 重要 的 目的 在 于 简化 积 
分 区 域 ， 企 实际 计算 的 时 候 ， 需 要 根据 积分 区 域 的 儿 何 形状 ， 过 
用 合适 的 变 元 替换 . 


5.3 二 重 积分 变 元 车 换 的 例子 
对 于 二 重 积分 ， 公 式 (5,3) 可 以 写成 


1 7GeDace) 


-ec re 区区 |acs,o). 


一 一 这 里 的 集合 E 与 映射 ?， 
{*- =xCu,p) 
yytu,o) 
应 满足 变 元 赫 换 定理 所 要 求 的 条 件 ， 羡 数 在 D=gptE) 工 过 
续 , 
例 1 设 (一 元 ) 函数 上 在 于 区 间 [-1,1] 连 续 ， 则 有 
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Wy jx 十 YY =) A(GoDa 


led+ly le 


解 上 式 左 边 的 二 重 积分 ， 其 积分 区 域 D 由 四 条 直线 
，% 十 7 一 十 1 围 成 〈 图 13- 83) 。 这 提示 我 们 作 变 元 痔 换 


变 摘 的 雅 可 比 行列 式 很 容易 计算 ， 
ax 1 -1 
two) Hn, 7) 2 
d(x,7) 


通过 变 元 替换 ， 我 们 得 到 
4 f(x+ yyd(s, y) 


二 二 地 


-i ac,s) 


Tailsl.|st 寺 7 
一 (VY ， faav )au 


347 


一 1 FCuDJdGL、 


注 记 在 例 1 中 ， 最 初 的 一 重 积 分 展 布 在 这 样 一 个 闭 车 当 可 

测 集 上 ， 
D= {tx,7) EE RIIxI+ {yl1}. 
我 们 希望 确定 一 个 证 若 当 可 珊 集 也， 一 个 包含 的 省 集 肝 和 
一 个 连续 可 微 映 射 
wv: 玉 -一 > 及 ， 

要 求 这 上 映射 满足 条 件 ; 

(1) detDoptu, oe0, Yu DD) EintE, 

C2) 9 在 intE 是 单一 的 ， 


并 要 求 
| PTE) =D. 
我 们 的 实际 作法 是 ， 根 据 DD: 的 几何 形状 确定 一 个 变换 
y， 人 
?一 和 一 


、 这 里 消 在 包含 五 的 一 个 开业 上 人 过 续 可 微 ， 并 且 福 是 以 下 条 
件 

《1 detDy (Cx, 0 vx,y) EV, 

(2 人 六 在 六 中 是 单一 的 ， 
于 是 及 二 $F 是 一 个 开 集 ，EE=¥8CD) 呈 玉 是 一 个 了 轨 车 当 可 副 
集 ，w=y"! 强 是 变 元 替换 定理 的 和 要求， 

二 而 所 并 的 做 法 襄 以 名 以 的 广 ， 一 般 说 来 ， 恕 果 积 分 区 堪 召 
表示 为 
- au(r yA, Yr, 7) SS, 
那么 我 们 可 以 试 作 变换 

y fw 
v=p(x, yy, 
这 里 要 求 在 包含 上 的 一 个 开 集 了 上 连续 可 微 ， 并 要 求 它 漠 
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是 上 面 的 条 件 {1 个 和 (2) 、 关 在 玉 中 的 单一 性 意味 著 ， 
对 任意 确定 的 tw,2.)， 至 多 只 有 唯一 的 (x6,",) EV 能 能 使 得 
Px Fo) = Co Vo), 我 们 可 以 用 儿 何 式 的 语言 来 表述 这 一 条 件 . 

落 赛 两 族 曲线 
ay 一 const 和 v(x, y)— const, 
条 件 《2'》 等 芥 于 说 ， 第 一 族 曲 线 中 的 任意 一 条 与 第 二 煤 巾 线 中 
的 任意 一 条 ， 在 7 中 至 多 只 有 一 个 交点 ， 在 实际 解 题 时 ， 对 某 
些 情形 ， 只 人 须 各 据 条 件 (1”) 和 (2) 确认 w=! 的 在 在， 
并 不 一 定 需 要 求 出 PF 的 基体 表示 . 
例 2 试 计算 


一 (z+ 7)’ 
OW ~ 1 = 本 | 风 1 十 《和 一 yy sd 


(2) /= 1 Ct 


lxl+lri< 


解 ”用 例 1 中 的 变换 ， 我 们 求 得 


1 
了 一 二 dy, vy 
- 2 1<1 1y1<1 Tt 
ir , 好 
一 六 = du 
光 
一 
1 
7 一方 Urerd(u, ty} 


lvl<1rl*l=] 
-3 wi ve 
-| 丁克 133 » Et ES p 是 偶数， 
0 ， 如 果 pp 是 奇数 ， 
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例 5 考 罕 沂 物 到 Y=ax, YY: 一 Bx, 二 yyY 和 x 二 6y 


《0<a 扎 有，0<y< 6) 设 日 是 由 这 四 条 拖 物 线 国 成 的 闲 区 域 ， 
试 计算 : 


《了 已 的 面积 cfD)， 
(2) r= 外 xy d(x, 7) 


G3) /= 和 和 as. 


= 


p= 


图 13-9 


解 ” 《参看 图 13- 9) 闭 区 域 DD 的 形状 提示 我 们 作 安 痪 


填 算 变换 的 雅 可 比 行列 式 得 。 
_Y 27 
GW0) | 天 < __ 
OCX) 2x _ ? 
| 7 入 
(x7)  __1 
Ou, 0) 3 
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通过 变 元 替换 ， 我 们 得 到 


CD 一 人 站 d Ce) = 工人 azf dv 
= 于 (8 -a)(6 -»). 


T= Vyas,y) = 工人 dz 人 MDQP 


中 


一 再 (及 一 0D( 人 一 7 


. 1 a 


例 4 设 D 是 第 一 象限 内 由 双 曲线 x7 二 a，xY 一 5 与 育 线 
y 二 px，Y 二 gx 转 成 的 闭 区域 〈0<e<5，0<p<qg)， 试 计算 


(1) D 的 面积 c(D)， 
(2) 1—)) Zac,y), 


{3) 了 一 race 


解 ‘参看 图 13-10) 财 区 域 了 D 的 形状 提示 我 们 采用 变换 


Wo xy, 


计算 雅 可 比 行 列 式 得 
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Bx) 1 
Our) 2 


利用 变 元 替换 公式 ， 我 们 得 到 


oD = d(x) = az do 
一 二 人 -om 了， 
1=)rac,y) 
= 人 az 人 过 da 
= 到 他 -Dg 1), 


一 jrrats,) 
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= 人 au 1 UV: de 


= — ay- py). 
注 记 利用 变 元 替换 计算 面积 的 公式 为 


5 = se:D 


dudv. 


我 们 把 


{x,y) 
Fun,v) 


叫 散 曲线 从 标 下 的 面积 元 、 下 面 ， 我 们 来 说 明 它 的 几何 意义 ， 
兽 先 指 册 这样 一 个 简单 于 实 以 两 向 量 
= CEL, 0) 和 ea: 一 《2 
为 相 促 丽 这 的 平行 四 边 形 ” 其 男 积 为 


{a, x el -|: ! | 
#2 


的 绝对 值 ， 其 次 ， 如 时 用 平行 于 OX 加 和 0Y 轴 的 两 炭 直 线 分 
割 闭 区 域 DD， 那么 边 长 为 as 和 Ay 的 微小 矩形 的 面积 应 为 
AxAy. 我 们 把 


dudw 


| dxdy= AxAY 
叫做 直角 些 标 系 中 的 面积 元 
现在 ， 假 设 我 们 用 两 族 明 线 
us)=const 和 v(x)=const 
来 分 割 半 区域 D. 这 里 要 求 映射 
uu(x,y), 


t=vCx,y) 
在 包含 了 前 一 个 开 集 了 上 是 连续 可 微 的 ， 并 且 满足 以 下 条 件 
1’) detDptsw, yO VY (wy) ER 
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(2') 在 六 中 是 单一 的 z 
这 样 的 两 族 曲 线形 成 7 中 的 曲线 坐标 网 ， 我 们 来 考 察 这 曲线 点 
标 网 中 一 个 微小 的 曲线 四 边 形 的 面积 (参看 图 13-11》， 


图 13-11 


投 这 曲线 四 边 形 为 以 下 四 条 曲线 所 围 成 
wx y= = Au, 
vx,Y) = po VX) = 二 AD. 
于 是 ， 这 曲线 四 边 形 的 四 个 顶点 分 别 为 
Nay) Xo Vo)s yu) po) 
CX = x tt A Yip An, bp), 
x2 83) = Cx 0 Av)Y, yo vs AVY), 
Cx) 一 《和 (ae A vot AV), yuo 十 南开 ,和 十 二 区 了。 
对 于 充分 小 的 Az>>0 和 As2>0， 可 以 认为 
Mny 


. dx 可 
Lk 一 Br A | -ye 


x 站 
着 一 基 0 关 -At 和 ™ Yo Bo A 


我 们 可 以 把 这 油 小 的 曲线 四 边 形 近 似 地 看 作 一 个 平行 四 边 形 《人 参 
看 图 13-12) ， 它 以 向 量 
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一 


[ 


和 


3 2y 
5 一 人 Ov Az， dv Av ) 


为 相 邻 两 边 。 这 于 行 四 边 形 的 面积 为 


[ax 一 (S02 | Auae 
我 们 看 到 ， 
x,y) (x, 7) 
| Br,0) | aas -| Blu,5) | 


近 亿 地 骨 示 了 曲线 坐标 网 中 一 个 微小 的 曲线 四 边 形 的 面积 ， 一 一 
正 是 因为 这 个 缘故 ， 人 们 把 它 叫 做 曲线 坐标 下 的 面积 元 ， 
例 5 设 (一 元 ) 函数 f 在 闭 区 间 [0,1 迷 续 ， 斌 证 


, 1 fx: + Yd,y) < | fl) dn, 


解 采用 极 坐 标 变 换 


光 =rcosp 
Pp, 
y=rsing 
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就 可 以 把 
E= fO 人 10<r<1，0<0<2 寺 


变 成 
D= {Cx,7) 1 x: + ysl1}. 
寺 算 变换 ?前 维 可 比 行列 式 得 
2 (x, YY) cos ~rging 
Za ~ 


Bi rooag 

在 整个 (r,9) 平面 上 ， 了 映射 ”是 连续 可 铀 的， 在 五 的 内 部 有 : 
(1) deiLiw(r ,0 =7r >0, 
《2) Pp 是 单一 的 ， 

”验证 了 这 些 条 件 之 后 ,我 们 确信 可 以 用 PF 来 作 变 元 替换 ,于 是 得 到 


OY fe + yas,y) = 6 § frrar 


号 


二 TH YCDan. 
注 记 ， 极 毕 标 焉 示 的 面积 微 元 为 。 


D(x FY | 加 
BCr | rad =rdral,. 


请 参看 图 13-~13. 


0 下 二 了 
图 13-13 


例 6 设 二 元 铺 数 了 在 六 区 域 D 连续 ， 对 以 了 情形 《4 
和 (2》， 试 用 极 坐 标 变换 把 


r=))fG,9)a(r,7) 
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化 为 累 次 积分 ， 其 中 
(1) D= {Cx,7) asx 二 To 中， 
(2) D= {C(x,7) x + Yar}. 
解 《1) 作 通 常 的 级 坐标 变换 就 可 得 到 


(hrs a y) 
一 人 a8 “fCreosb ,rsin a)rdr 
《2) 以 《a,0) 为 极点 ， 作 裤 坐 标 变换 
| 人 


+—=rsing, 
我 们 得 到 
外 Kx ,az 


一 人 48 Ka treosg ,rsingd yrdr. 


例 7 球体 x+y 十 z*sar 被 圆柱 面 x 十 yY: 二 ax 所 制 ， 试 
计算 车 下 那 部 分 立体 的 体积 了 《十 七 世纪 意大利 数学 家 维 维 安 
尼 (Viviani 曾 提 沁 过 此 伺 的 问题 . 所 以 这 立体 又 被 称 为 维 维 安 尼 
立体 . ) - | 

解 (党 看 图 13-14) 利用 对 称 性 ， 所 求 的 体积 可 以 表示 为 


y = a yay,y) 
其 中 的 了 是 GXY 平面 上 第 一 象限 内 的 羊 图 
好 十 <qax， 7220， 
作 极 坐标 变换 ， 我 们 得 到 


7 = 0 Ear 
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图 13-14 


= 1 (1— sin’HYde 
~ TR_2 
83° (3 3 
=-2 Ta 2. 
3 9 “ 
例 8 试 证 明 


人 eax VT, eax = 
解 因为 o>1+* : 
于 pr 
所 以 两 积分 者 收敛 又 ， 显 然 有 
| edx =2) ed 
所 以 只 须 计算 其 中 任何 一 个 就 可 以 了 ， 下 面 ， 我 们 来 计算 第 一 个 


各 分. 考察， 
fea) 一 全 edx. 
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我 们 有 
C1)Y: = (ea 人 eay 


一 全 et dx,y). 


[fi] XI 下 ] 


显然 有 (参看 图 13_15》， 


图 ”13-15 


'' et Vd(r,7) 


OY 全 oa 


于 + 


换 极 坐标 计算 可 得 
全 ed 和 7 下 dg 和 ear 


一 CI-e ). 
同样 可 得 | 

1 et dr, =r(1 -ee ). 
于 是 有 - 
ff1-e J) nl -0 ), 
于 此 可 得 
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lim 《了 (Ge 一 和 
1 eax= lim (a = Xx, 
例 9 试 计 算 积 分 
| V 生 + 扩 aCz,77， 


解 ” 先 作 变换 


二 Oy y=bv, 
-我们 得 到 
I= ab (1 Vm Tt + dlu, ?). 


PE pe | 


再 作 极 坐 标 变换 就 得 到 
， 2 
1=ab) dof rar = = Tob. 
共 实 ， 我 们 可 以 把 两 个 变换 合 起 来 ， 从 一 开始 就 令 
x*—=drcosg, y=brsing, 
这 择 的 变换 被 不 为 广义 家 从 标 变 换 《或 者 ， 本 国生 标 变 换 ) ， 其 


雅 可 比 行 列 式 为 
2DKx,y) _ | ucosd ~arsing 


=abr, 
Blr,8) | bsing Brcosg | 


5.b 三 重 积 分 与 一 般 n 重 积 分 弯 元 替换 的 例子 


对 于 宇 年 积分 的 计算 ， 常 用 的 变换 有 柱 坐 标 变换 与 球 举 标 式 
换 ， 柱 坐标 变换 为 : 
x=reos#, 

| 


= 
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通常 让 8 在 fi0,3r] 中 变动 ，9 


通常 让 6 在 [0,2z] 中 变动 。 柱 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 


和 | = 
dtr,8,z) 


和 柱 淮 标 表 示 的 体积 微 元 为 
OX Ys) 
Btr0,%2) . 
请 参看 图 13-16. 
球 坐 标 变换 六 
| 一 se 


drdBds =—=rdrdDdx, 


y=raindcosw, 


z=r inp, 


在 | ~ 子 ， 子 ] 中 变动 . 球 组 标 


变换 的 雅 可 比 行列 式 为 


Et 
atr,0,p» 


球 坐 标 表 示 的 体积 微 元 为 


atx,yz) 
dtr,0,p) 


Tricosgpe 


drdfdp=ricosgpdriddp, 


”请 参 夏 图 13-17.， 


， 例 10 计算 三 年 积分 
= 天 直方 d(x, 2) | 


其 中 的 如 是 由 锥 面 ** 十 y* 二 x 与 平面 x=1 国 成 的 镁 体 (图 
13-18), i 
解 采用 柱 坐 标 变换 ， 我 们 得 到 - 


fb 
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on 
Je 


d(xs ys 2) 


三 


这 里 了 是 椭圆 柱 体 : 
{ (zy [+ 0<<z<ec|. 
解 ” 作 广 叉 杜 坐 标 变换 《 梢 阅 柱 坐标 变换 ) 
=arcos0, 
[se 
= gy : 
我 们 得 到 
I=ab) do ar etrerdz 


让 abtle* ~ 1)ler'— 1), 
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例 12 试 计算 
1= st + ds 7) 


这 里 中 是 由 锥 面 x 二 Vx 十 y? 与 球面 他 十 直人 下 二 所 围 成 的 
半 区 域 (图 13-19) 、 


图 13-19 


解 ” 作 球 坐 标 变换 可 得 


T= 六 人 ae 人 reoswdr 


a 


_{(2—- V2)7n a 
一 
例 15 试 计算 
了 一 外 《2 + y+s: d(x 2) 


解 方法 一 ” 作 通 常 的 球 坐 标 变换 
=reost eosp, 
' =rsinfeospy 
二 rsingy 
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这 里 0 9 把 2 nm OSV ET, rasing, 我 们 得 到 


1=0 dp "a0l, Tieoa 人 dr 


64 4 2 
一 于 人 sin Peospip 16 2 


方法 二 《参看 图 13-20) 
从 积分 区 域 的 形状 得 到 启发 ， 我 
们 选用 以 C0,0,0) 为 极点 的 球 
上 坐标 变换 


X==reosteosgp, 
y—rsindecosgp, 


37ralmp 十 如 ， 


- 图 ”14920 ， 
这 样 求 得 
] [| 2 | 
7= ar\ oi Cr’ Oarsingp ta rieoaspmdoy 
让 和 一 是 站 
__ “ 3 327n 
== 生 < (ri 十 a yridr 全 od', 
例 14 试 计算 


= 人 We+y- zt— ++ 7 十 5DQCx ;273 


这 星 的 了 是 闭 区 域 
D+ 7 ~ zl 
0 -二 十 了 十 zs]1， 
hs 一 了 十 < 
解 ”我 们 作 变 换 、 
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计算 雅 可 比 行列 式 得 
) 1 1i1-1 
HU V0) | 
pe 
BX,x) 1 
Bu VY 4 
通过 变 元 替换 计算 积分 得 
7 一 了 人 人 uviwdydrdw = 小 


例 15 采用 另 一 种 较 简便 的 办 法 ， 我 们 再 来 计算 n 维 球体 
8.Lz) 的 体积 


Vy,(9) = | dzw 


”首先 ， 通 过 对 低 维 情形 的 考察 ， 可 以 猜测 
Ja) = xsar， 
.这 里 的 系数 e。 不随 球 的 半径 so 的 改变 而 改变. 下面， 我 们 归 
纳 证 明 这 一 猜测 ， 并 求 a, 的 具体 表示 . 
假设 对 于 维 数 <sr -1 的 情形 ， 上 述 推测 已 得 到 验证 ， 对 于 
维 数 =z 的 情形 ， 我 们 可 以 把 六 .Ca) 表示 为 以 下 的 累 次 积 
ace, 人 | ds 


Fi 点 1Y ryt) 


业 一 到 


利用 归纳 假设 ， 我 们 求 得 
六 《92 一 1 VV a -xy dx) 


“时 ri 


am 人 Co 一 和 -ak 


PE 
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= ， 全 aof ce 一 ry ‘rdr 


ht ;人 1 《1-3 sds 


1 
* 


在 =V.(1) = 2 
is 一 六 (TD) 一 开 。 


Dwi—1 
a CRI 


HL* 
， i 一 
2 EF! 


2321 
FPF , { oy ss (10 


2k -1911 


yala) 一 -下 ar 


-最 后 ， 我 们 介绍 。 维 球 航标 变换 


reosd, cosdy ee . cosd,, coad., 


全 
%a ==rSsin 人 Cos 和，。， se - Cod cosb,_,s 
Ws = rainds ve + cost,_, cos#,_,， 
TT TT 
X= “TSing, , cns0,_,, 
计 , 5 


r 8in 9. 二 
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这 变换 把 闲 长 方 体 
5.4) 


\ 


变 成 闲 球体 


0<r<a，0<0<2m 
天 无 
一 0: Fg 0 


wit 0, 
在 闭 长 方 体 (5.4) 的 内 部 ， 球 上 坐标 变换 是 单一 的 。 对 这 范围 内 
的 点 ， 我 们 来 计算 变换 的 雅 可 比 行 列 式 


A 
1 = 5Crb 


首先 ， 请 注意 这 样 的 事实 ， 


+ 
他“ 


dx: _ _rsing,., 4 
a , cosd,_, ar ’ 
i=1 2° #1. 
我 们 把 7 写成 如 下 的 形式 ， 
Gi we Mr- sing 
dr dr YY 
埃 攻 1 dX 
80 30 
_O% Ox! 0 
如 EF 0. 
YI 人 DY, 1 他 
B B08, .TOO n—1 


结 这 行列 式 的 最 后 一 行 加 上 第 一 行 的 4 倍 ， 这 里 


我 们 得 到 ， 


_ rsing,_, 


cos 
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Ox, EE 


< sing 
Ar Br Di 
x 丁酉 OX 站 
OX, 和 OX [0 “ 


他 由， 230。， 


个 机 可 直 心 


由 考 得 到 


_ RACE IME 
{5.5) TT TE i 


但 我 们 有 
Xi 二 人 党 .Gos0 0 一 克 _ icDs 丰 1 
这 里 车 , 议 _， 是 nn 一 1 维 球 仅 标 变换 的 表示 式 
| =reosd, cosds ss er » COSD C0803, 
rsing, cosby vr + eosf cos 上 和 _，， 
部 ,一 rsinB, :er * COSH _s cosd sy 
二 rsing._s, cosf _,, 
= rsint,.,, 
所 以 有 


EEE EE 
(0) 0 


内 (5.,5》 和 (5.6) 就 得 到 

(5.7) J =reos. 0 ,*T,. 
我 们 已 经 知道 

{5.8) T=7, 

从 5.7》 和 (5.8) 就 可 得 到 
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一 下 
a— 1COS" 上 


fF riecos" 0 .cos moost,. 
注 记 还 有 其 他 表示 形式 的 球 坐 标 变换 ， 例 如 : 

T= 

t= Sin 


Xs— Psing sing eos 


Kn PSinp, m+ sin -2 Cos PD,—1? 


和 一 六 Si 和 ee Singpas Singeie 


这 种 形式 球 上 坐标 变 挤 的 雅 可 比 行列 式 为 
OLX Eb Xn) 
(Cn a Pe) 
=p" psin sp Sin 
对 这 种 形式 的 变换 ， 通常 让 ppop 在 如 下 的 范围 内 变 
动 ， 
p20 Opi PT 
i OP SRT. 
例 16 把 以 下 重 积分 化 为 单 积 分 ， 
一 | fOr tr Ts) dr Ny 


这 里 设 
Bltay= {wy RY | 81 十 十 SG 
并 设 《 一 元 ) 函数 了 在 闭 区 间 [0,a] 连续 。 
解 ” 作 球 坐 标 变换 ， 我 们 得 到 


1 下 717 01ag 
这 里 5 是 满足 以 下 条 件 的 6 二 (0,,… ,90.-,) 的 集合 ， 
0 0 ,<2 一 训 扩 Dh， oo ,DSS 
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而 J (tr ,从 是 球 坐 标 迹 换 的 雅 可 比 行 列 式 ， 
Tr = coa"™ :0 (cos 0 Cos0,. 
显然 有 
Tr 0 = ,0). 
由 此 可 得 


人 ar 0) 7.Cr,0)1a0 
=) fra 17.01,0)1d0. 


下 面 ， 我 们 设法 计算 积分 
4 17.G,e)1dg， 
用 等 于 1 的 式 子 


n( rar. 
与 之 相 乘 就 得 到 | 
Yn, 1a 


nf rar ,010148 


=n) .ar 17.C7,6)1a9 


ny), z 
这 时 PC1) 是 n 维 革 位 球体 的 体积 .利用 这 些 结果 ， 我 们 得 
到 


1=f "ar F010,0) 1a0 


= 人 frr 17.01,0)1a0 


= ny .CY Cmdr. 
在 例 15 中 ， 我 们 已 经 求 得 ， 


2 tm 


= 1)11 


如 


:区 1 = 总 Vantl) = 
最 后 ， 我 们 得 到 


: | yf ra, n 二 2k} 
二 一 


$6 重 积分 变 元 替换 定理 的 证 明 


在 上 -一 节 中 ， 我 们 已 经 听 述 了 重 积分 变 元 声 换 的 基本 定理 ， 
定理 ” 设 吕 是 及 "中 的 一 个 开 集 ， 
9 HM—>R”" 

是 一 个 连续 可 微 映 射 ，EC 是 一 个 用 若 当 可 测 集 . 如果 

《1) det DoC)0, Yteintk, 

《22 pp 在 intZ 中 是 单一 的 ， 
那么 V(tE)》 也 是 一 个 财 若 当 可 测 集 ， 并 且 对 于 任何 在 ptE) 上 
连续 的 函数 f(x) 都 有 


GD 人 fax= fp) aet Del) ls. 


本 节 就 来 证 明 这 一 基本 定理 ， 为 了 叙述 方便 ， 我 们 把 示 明 过 
程 分 成 小 段 ， 沈 陈述 并 证 明 若 干 引 理 ， 最 后 完成 定理 的 证 明 . 
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6.a 车 当 可 测 集 的 变换 
对 于 g% 和 CreamD)eR” 和 ?一 (or)eRR-， 我 们 约定 
记 
px 一 [5 了 | 一 max lz ~ yl. 
在 涉及 若 当 可 测 性 的 讨论 中 ， 采用 这 种 距离 往往 比 用 欧 氏 距离 更 
为 方便 ， 一 -因为 扶 照 这 种 距离 定义 的 邻 域 是 便于 计算 体积 的 开 
正方 块 ， 
UCa, nn) = {xeR"|pts,o)< ni 
=(0 ~ 9 0 TH) Xx a" — 1 0" 二 +7) 
对 于 xte 了 入"， 赴 六 SCCR", uo 
p(x,5) =infpls,? 
对 任意 x*,yeR"，zeS， 我 们 有 
Plz,x) pA y+ POY 5 。 
由 此 可 得 
Pes) pls) + oly oS). 
由 此 叉 可 得 到 
ptx,8) - ply, S| <p x, . 
由 此 ，pfkx,S) 作为 xtR” 的 尔 数 是 连续 的 。 如果 下 是 及 ” 中 
的 一 个 闭 集 ， 区 竹下 那么 存在 4 一 0， 使 得 
- U(x, HNT= 史 ， 
因而 
plx, F260. 
对 于 任何 一 个 集合 SC R" 和 ?>0， 我 们 约定 记 
Ss,= {xtR"*|pts, <， 
显然 S$S， 是 包含 5 的 一 个 闭 集 。 另 外 ， 如 果 5 是 一 个 有 界 集 ， 
那么 5， 是 包含 $ 的 一 个 有 界 闭 集 . 
py: Q—>R”" 
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是 一 个 连续 可 微 映 射 ， 则 对 任何 紧 致 集 
KCH, 
存在 实数 4=4(KK)0， 使 得 
(pCx) = pO) | Ax rl Yr, yk. 
证 明 我 们 记 =R"™Q， 变 元 x 的 连续 函数 p(x, 了 让 在 
紧 致 集 KK 的 某 一 点 达到 它 在 及 上 的 最 小 值 
一 inf ptx, FPF). 

因为 了 是 闭 集 ，a&F， 所 以 

E=p(x,7) >0, 


记 7 =36>0. 显 热 


K,={yeR"lp(y, Dn} 
是 一 个 紧 致 集 ， 并 且 有 


KCK,CH. 
我 们 记 
L= sup [Dg 经 7 1， 
对 一 sup|9(CED)|， 
2 
A= max | 全 
如 果 *,Yye 下 使 得 
[一 了 <? | 
那么 联结 * 与 了 的 闭 线段 包含 在 下， 之 中 
[x,YjCK,, 
因而 有 
lp(x) - per) | 
(sup, [De :|x ~¥| 
Lx -yA -YI。 ， 
如 果 CK 使 得 
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ls ~ y {2 


那么 也 有 
[PX ~ pO) | 2M< An 
<Alxr— Yl, [] 
引 理 2 设 是 及 " 中 的 开 集 ， 
P: 品 -一 > 下 ” 
是 一 个 连续 可 微 映射 ， 如 果 A 是 R” 中 的 一 个 零 集 ， 它 的 闭 包 
CiLiCc 0， 


那么 ptA》 也 是 一 个 零 集 . 
证 明 因为 f= 民 "\Q 是 一 个 闲人 业 ， p(w, 了 『) 是 变 元 x 的 
连续 函数 ，C14 是 一 个 紧 致 集 ， 所 以 存在 ecCL4， 使 得 
Pla F)= ini pr F)=e>0, 


K=.,. 
显然 上 是 一 个 紧 致 集 ， 李 据 引 理 1， 存 在 常数 4>>0， 使 得 
C6.2) [Ip — wRAlx yl, Yrx,yeK, 


对 于 任意 给 定 的 z >0， 我 们 职 


+» E 
全 =min{ FE }. 


因为 4 是 零 集 ， 所 以 存在 开 正方 块 
Ci 


使 得 
Ac Ue, 之 Vol (CG) < 

不 妨 设 所 有 这 些 G; 都 与 4 相交 (否则 可 以 去 掉 一 些 多 余 的 
GD 因为 


HG)) < 
所 以 
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GCKE=/A,. 
由 (6,2) 式 可 知 ， 每 个 of 都 包含 在 基 个 开 正方 抉 H, 之 
中 ， 这 开 正 方块 满 是 条 忻 
VolCH) SA" VOC), 
于 是 ， 开 正方 块 HH.,*** ,HH 谐 足 条 件 


Te 时 | 于 C7 二 U H,, - 
f= -fel 
Dl ya) SNS Vol(C) <e. 


这 证 明了 pL 是 一 个 零 集 ， 口 | 
设 pg: 2 一 R" 是 连续 可 微 映 射 ，EcCW 是 若 当 可 测 集 ， 如 
果 想 要 考察 集合 wtE)》 的 若 当 可 油性， 就 需要 了 解 BdptE) 是 . 
否 零 集 ， 请 不 要 误 以 为 | 
Bday (FF) = p(BAE). 
以 下 的 反例 说 明了 这 等 式 一 般 并 不 成 立 . 
例 考 赛 及 : 中 的 点 集 
五 一 {x |x + yl y2>0} 
和 连续 可 艇 映射 
vw BR’ ——> 及 : 
(x (Cx — ,2%Y) 
(这 是 复 映射 et 所 对 应 的 实 映射 》， 显 然 在 上 的 内 部 是 
det Dolx1y) =| | 
. 2% 
4{%* 十 了 二 人 0 Y{YyJyEint 吾 。 
但 即使 在 这 样 竟 条 件 下 ， 仍 不 能 保证 
Bd (ED) 一 DB FE), 
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洋 际 上 上 ， 王 的 一 部 分 边界 点 经 9 映射 之 后 变 成 了 g(E) 的 内 扎 ， 
所 以 对 本 例 的 楼 形 有 
Bdpt EE) ptBAE). 
引 理 5 设 吕 是 R" 中 的 一 个 开 集 ， 
TP: tH—>R" 
十 一 个 映射 ，Ec 如 是 一 个 有 界 闭 集 . 
《1》 如果 ww 是 连续 陕 射 ， 那么 pt) 也 是 一 个 有 办 瑟 
- 集 ， 
C2) 如 果 wn 是 连续 可 撒 映 射 ， 并 且 满足 这 样 的 条 你 
det Doep(r)} U0, VY weintk, 
那么 
BaylE) p(BaE). 
证 明 (1) 我 们 指出 wtE)》 是 一 个 列 紧 集 ， 因 而 也 就 是 有 
界 闭 集 . 设 fv,} 是 ptE》 中 的 任 章 一 个 点 列 ， 因 为 vep(E)， 
所 以 存在 zcE， 使 得 pf) 一 2.，n 一 1,2,…, 因为 是 有 界 
困 集 ， 也 就 是 列 紧 集 ， 所 以 内 证 沾 中 可 以 揪 出 一 合子 序列 x, +， 
这 子 上 序列 收 钙 于 E 中 的 某 点 2%: 
limu,, =xéE, 
于 是 有 
va 一人 (ED 
我 们 证 明了 y(tE) 是 列 紧 集 一 -- 有 界 闭 集 ， 
(2》 因为 p (E) 是 有 界 团 集 ， 所 以 
Bap(E) CC otE). 
对 于 任何 yeBdp(E)cCewpCE)， 存 在 xeE5， 使 得 p(x) 一 7， 我 们 指 
幸 :xsintE 一 一 否则 由 道观 射 定理 训 会 得 出 y= Cw) cintp (8)， 
与 所 谈 矛 医 . 于 是 ， 只 能 有 
xtBdE, yeyBaEy. 
这 样 ， 我 们 证 明了 
Bdp(E)C puBdE), 问 
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锥 论 设 0 是 R" 中 的 一 个 开 集 ， 
vy HW—>R" 
是 -一 个 连续 可 微 哑 射 ，BEC 9 是 一 个 闭 车 当 可 测 集 ， 如果， 
det Dop(x)}=E0, ¥ xtintE, 
那么 wp(E》 也 是 一 个 闭 车 当 可 调集 ， 


6.b 和 仿 单 图 形 起 近 


如 果 有 R” 的 子 集 5 可 所 内 示 为 有 限 个 两 两 无 公共 内 点 的 闭 
方块 的 并 集 ， 那 么 我 们 就 说 5 是 一 个 简单 图 形 ， 任 何 简单 图 形 
当然 都 是 财 者 当 可 出 集 ， 

引 理 4 设 名 是 R” 中 的 一 个 开 集 ， 

TT: 2—>R" 

是 一 个 连续 可 后 映射 ，EcC 2D 是 个 闭 著 当 可 测 集 . 如 果 

detDo(Ns0, YteintkE, 

那么 对 任何 * > 0， 存 在 简单 图 形 

Ss=S8.CintE, 
使 得 

vlE\S) es 
rpm(ENpPtS)) Ce, 

证 明 记 f=R"\ 0 ， 变 元 + 的 连续 函数 po4, 闪 在 紧 致 
集 玉 ”的 某 局 = xz 达到 最 小 值 


cinfp(t,F). 
因为 F 是 闲 党 ， TF, 所 以 
t=ptr ,0. 
我 们 记 
n=1e. 


根据 引 理 1 ， 对 于 紧 臻 华 
一 人 


377 


存在 常数 4 > 0 ， 使 得 
(6 .3) [ots — wo |Als-tl, Ys,tek, 
对 于 任意 的 。 > 4， 我 们 取 


一 miafe ,一 二-， 9 中 
因为 BdE 是 零 集 ， 抒 以 存在 开 正 方块 


人 
使 得 


可 区 认为 所 有 这 些 ,都 与 相 光 ， 因 为 
、 CD< 


pdaEc 上 jc NTYyolCD<e<e 


所 以 
厂 性 下 ,一 天。 
由 (6.3) 式 可 知 ， 每 一 p(GD 都 包含 在 一 个 开 正 方块 五 ,之 
中 ， 这 开 正 方块 满足 条 件 
Vol(H < A"Vol(G,). 
”于 是 ， 开 正方 块 H,,*…, 瑟 , 福 足 条 件 


VY va vodcy 


所 Are < e。 | 
任 联 一 个 闭 方 据 QQ 二 E, 作 8 的 分 割 P， 皇 得 各 CC 
1,…5r) 的 边界 在 Q 中 的 部 分 都 被 了 的 分 界 所 覆盖 , 设 0 被 
分 成 了 闭 子 方块 18， 我 们 记 
s=5,7 ,© 


显然 8 是 简单 图 形 ， 并 且 
EAsSc UU ovo,cU 6, 


Bd Rl 
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PE PSI 一 9 3) 


并 ;， o( | Go ) 
CC U H, 
因而 有 
eS VA Ce, 
r(w (ENS) ED Vol( BH ,) 
<e. DD 
下 面 的 引 理 说 明 ， 要 证 明 重 积分 的 变 元 不 换 公式 ， 只 须 堵 处 
积分 区 域 最 简单 的 情形 ， 


引 理 5 设 中 是 RR"” 中 的 一 个 开 集 ，ECD 是 一 个 亲 若 . 

当 可 副 集 ， 而 
Pp: 0—>R” 

是 一 个 连续 可 微 上 映射， 满足 这 样 的 条 促 : 

C1) det Dp)z0, YrteintE, 

(2) w 在 intE 内 是 单一 的 . 
如 果 阔 数 了 在 集合 pCE) .上 是 连续 的 ， 并 且 对 任意 闭 方 块 

HintE l 

都 有 


{fdx=h CP) det Dpl) ds ， 
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Yax=) fp (0) det Do 1 
证 明 根据 引 理 4， 对 任何 。 > 0 ， 存 在 简单 图 形 
SS, intE, 
使 得 
/ oCE\S,) <e, 
vp EN CS)) <e. 
对 于 简单 图 形 5,， 应 该 有 


(6.0 人 ,7CGD az=1 roG))1detpeCDiar 


而 我 们 又 有 


1， (Fy fs) dx ~ 1， {5.) LLEd 


= /Co)as| 


上 EY Ps 


< BUDD (Ep 
<Be 
(如 一 -sap [fF(2) y， 


| ee) ldet Do tt | dt 
-人 fp(D)1det Dy di| 


=|| flp lO) laet Dy Glar | 
CEN\S,) 

<Ce 
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(C=suplf pl))det DYKD1)， 


在 (8.4) 式 中 让 。 一 0 取 极 限 ， 就 得 到 
1 fds=), fp) laet ppt) Id 吕 


6.c 简单 变换 情形 


z 设 pz) 是 一 个 连续 可 微 国 数 ,我 们 把 如 下 形状 的 变 
柳 叫 做 简 单 变换 ; 
{2 ish), 
Xp (Ct, t"), 
换 名 话说， 简单 变换 是 这 和 样 一 种 连续 可 微 映射 
pO—> RR", 
它 ( 至 多 ) 具 改变 f 一 (1") € 人 0 的 一 个 学 标 ， 
我 们 先 对 简单 变换 情形 证 明 重 积分 的 变 元 替换 公式 ， 
引 理 6 设 只 是 及 "中 的 一 个 开 集 ， 王 二 吕 是 一 个 财 若 当 可 
测 集 ， 而 
pO— SR" 
是 一 个 简单 变换 ， 祷 足 这 祥 的 条 件 ， 
CIY detDopC) 0, vie Tntk, 
(2) ?在 int 五 内 是 单一 的 . 
如 果 函 数 7 在 集合 pC(E) 上 连续 ， 那 么 


1， f(s)ax = Fp)) laetDo Dd. 
证 明 必要 时 给 变 元 重新 编号 ， 可 设 变 换 x=p(t) 具有 这 
样 的 形式 : 
{ Cl, ,m —1), 
X=), 


-根据 引 理 5， 只 须 对 任意 闭 方 块 
381 


Fr 


HCintE 
证 明 公 式 
§ fw)ax= VfCpC)) detDpt) ld. 


Tt 


”不妨 设 在 二 上 有 
detDop(t) 一 5 


( 另 一 种 情形 可 类 似 地 讨论 )。 把 如 写成 ， 
T= xH'CR"'xR, 


这 里 
=Ta',A'] x" "x*La™, A"™'], 
=[a,8]. 
我 们 有 
"7 C's) | | 、 上， 
毕 《 生 / AV" ? a) 
因而 
tr" ,ay 
jean- 上 dx 1 joss Fx ,x dr™ 
= ar’ fe’, GCs) st a 
= ar 人 fr’ ,pC -9 di™ 
= fp(D)1aerDe(D 1di. 属 
6.68 一般 情形 
引 理 7 设 人 2 是 及 "中 的 一 个 开 集 ， 


PO—— Rr" 
是 一 个 连续 可 微 映射 ，r€ 但 ， 如 果 
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detDe(r75 0 
那么 存在 5 >>0， 使 得 重 积分 的 变 元 替换 公式 对 了 于 包含 在 TuCr ,人 
之 中 的 任何 闲 车 当 可 测 集 成 立 ， 这 就 是 说 ， 对 任何 内 车 当 可 调集 
EcU,tr,6) 和 任何 在 YE) 上 这 续 的 函数 了 都 有 


(6.5) 人 AKCeas = 人 CeGD))TdaetpeGo I. 


LEY 


证 明 因为 


deiDptr) op CT)0, 


所 以 这 行列 式 的 前 mw 行 至 少 含有 一 个 不 等 于 0 的 m-1 阶 
子 式 ， 我 们 可 以 给 变 元 tt,……,t” 重 新 编号 ， 使 得 detDefkr) 的 
下- 工 阶 主子 式 


om 
仿 此 ， 用 归纳 法 就 能 证 明 ， 适 当地 给 变 元 bb 编导 ， 可 以 使 
得 detDg(r) 的 各 阶 是 序 主子 式 都 不 等 于 0 ， 在 下 面 的 讨论 中 ， 
假定 变 元 ,-… ,tr 已 经 按照 这 样 的 要 求 排列 妥当 。 
我 们 定义 杰 个 变换 
8 { XO p(t ,ee  ™), Ts 
， = 2 
k=1,*"* 
容易 看 出 ，detDb,(r》 与 app 的 第 下 个 顺序 主子 式 相 等 ， 
因而 
detDP ,C7)220, =1,* 

我 们 可 以 取 58 六 0 充分 小 ， 使 得 这 tm 个 朗 换 ， 9 0。 在 开 党 
U(r,6) 之 上 都 古 微 分 同 胚 《这 里 用 到 了 逆 映 射 定理 )、 再 令 


| $$»; = 0 
pb; =O.0 1 k= ,mh 
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义 容 易 看 出 ， 办 ,二 9, 是 定义 于 U(r ,6) 之 上 的 简 昔 变换 ， #$: = 
04e0 i- 是 定 多 于 0.-(UptT,5)) 之 上 的 简单 变换 , 片 且 在 U(r， 
6) 之 上 有 

=p i 
请 参看 图 13-21. 


UpCt 
. PF Ny ug . 
~、 . | 


图 13-231 


我 们 已 将 史 局 部 地 分 解 为 简单 变换 的 复合 ， 在 此 基础 上 ， 逐 
次 运用 引 理 6 就 能 得 到 所 机 证 明 药 结果 ， 


| flix) dx = (| . fx) dx 


iE) | 


= fp ietDy lu) ldn 


Pm 


二 时 中 明 二 惠 事 大 中 由 只 本币 员 委 学 好 昌 虽 二 


= FeCD)laetDpCD1dat， 口 


我 们 最 后 来 完成 重 积分 变 元 料 钦 定理 的 证 明 。 
定理 ” 设 吕 是 我” 中 的 一 个 开 集 ， 
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pO—> RR" 
是 一 个 连续 可 微 映射 ， ECD 是 一 个 闭 车 当 可 测 集 ， 如 果 
C1} detDo(t)se0, YreintE, 
《2) 外 在 intE 中 是 单一 的 ， 
那么 gCE) 也 是 一 个 闲 若 当 可 油 集 , 并且 对 于 任何 在 wp 人 8 上 过 
纺 的 函数 f(x) 都 有 


Vf Dar =f Fob)) ldet Dp ar, 
证 明 ”根据 引 理 5 ， 只 须 对 任意 的 闭 方块 五 CintE 证 明 以 
下 的 变 元 过 换 公式 
Haz=) Ke(D)1detpp(D1dr。 - 


1 


为 此 目的 ， 我 们 来 考察 
ACID 下 fa -$b fp) taepoc) at|. 


对 于 任意 一 个 *e E， 存 在 ~ 个 相 虚 的 8 =8C7)>0， 使 得 
Uolr,6) 满足 引 理 ? 的 要 求 ， 开 集 族 


(oC 2) 


履 座 了 有 界 团 集 E. 于 是 存在 这 开 集 族 中 的 有 限 个 开 集 


ve, ,0 芭 


(6,=60rD) 6 = (7 )), 使 得 
EC U U, (rs 生 )， 


reE} 


我 们 记 
9 
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4 RASL 
设 六 方块 五 ciaiE， 我 们 可 以 把 开 分 割 成 两 两 无 公共 内 虎 
的 亲子 方块 
Hs :II, 
使 得 各 讲 子 方块 的 楼 长 都 小 于 7 
HH k= ,rr 


每 一 个 刀 Gk= 1 sr) 必定 与 时 个 Er， 从) 相交 . 因为 


1 之 #1 攻 训 ， 所 以 本 ,完全 包含 在 Uskr4,6.) 之 中 . 于 是 


我 们 得 到 
: ACIH)=0, k=ly** rr, 
闭 方 块 世 是 两 两 无 公共 内 点 的 闵 子 方块 且 ,,*…*, 开 , 的 并 集 ， 根 
据 A(H》 的 定 闵 并 利用 积分 的 可 加 性 ， 容 易 证 明 

OACHU)EACT DY + + ALN,), 
由 此 午 出 结论 

A(IT)=0, 

我 们 最 后 完成 了 定理 的 证 明 ， 口 
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第 五 篇 
曲线 、 曲 面 与 微 积分 


第 十 四 章 ”微分 学 的 几何 应 用 


几何 学 有 称 久 的 历史 ， 至 邻 仍 是 最 重要 的 数学 学 科 之 一 ， 是 
数学 思想 的 重要 源泉 。 人 家 卡 条 的 党 标 计 ， 开 辟 了 用 分 析 方 法 解决 
几何 向 题 的 道路 。 投 积分 创立 了 时 期 的 数学 家 ， 对 于 用 新 方法 解决 
几 信 问题， 有 很 溢 厚 的 兴起 。 从 那 时 于 始 ， 一 个 以 无 穷 小 分 析 方 
治 为 特征 的 几何 学 分 支 一 -微分 几何 一 迅速 发 展 起 来 ， 著 名 的 
六 学 家 高 斯 (Gauss)、 歼 曼 (Riemann》}、 辫 当 ({E,Cartan} 人 等 人 人， 都 
对 微分 几 娄 学 的 发 展 作出 过 隶 志 于 史册 的 贡献 

学 习 微 分 几何 ， 当然 需要 单独 的 一 门 课程 。 但 在 微 积分 课程 
中 ， 仍 有 必要 初步 了 解 无 穷 小 分 析 方 灶 怎 样 处 理 儿 何 问题 ， 

在 本 便 中 ， 所 涉及 的 空间 只 限于 通常 的 三 维 欧 几 里 符 空 间 
虹 ?。 为 外 ， 对 于 本 章 中 所 讨论 的 问题 ， 晤 好 把 点 和 向 量 稍 加 区 
别 。 固 此， 我 们 约定 用 大 写字 母 表 示 点 ， 用 粗 黑 体 字母 表示 疝 
和 是 。 

对 于 两 个 向 量 关 =xd 呈 于 + 站 和 昔 | rs =x + yo + 加 号， 我 
们 用 记号 


Ti" ro = (Tyr 
表示 这 两 向 量 的 内 积 ({ 数 量 积 )， 及 用 记号 
rixrs= tr,,r,| 
者 示 这 两 向 量 的 外 积 (向 量 积 或 叉 积 )， 于 是 
六 
1 严 
TX 了 2 一 [riyrz] =| xX, dl El ls 


ET 


i Tr HE 


$1 沿线 的 切线 与 曲面 的 切 平 面 


1,a 炸 线 的 切线 
考察 R3 中 的 一 条 参数 曲线 
x = (EY, 
C1. 1 y=y0t), rej. 
2 = (1), 
在 这 里 ， 我 们 假设 函数 x(GD ,8 和 2z( 都 在 区 间 厂 巡 续 可 微 并 
且 满 足 条 忻 
(1.2)， (xz CY 4 Cy CY? + C2 C0) 0, 


如 果 把 从 原点 C0,0; 站 到 点 Cx,y,z) 的 向 径 记 为 x， 那么 套数 方程 
《1.1)1 可 以 写成 更 紧 资 的 形式 


(C1.1), r=ar(i), 1EJ, 

这 里 ?t= (x(04),y(t),z(1)) 是 连续 可 微 的 向 量 值 函数 ， 它 满足 
条 件 

(1 .2), |r’ ety. 


当然 (1.1 与 相应 的 (1.1)s* 本 来 是 一 回 事 。 在 以 下 引用 了 时， 我 
们 ] 就 不 再 如 以 区 别 了 ， 都 编导 为 (1.17。 间 时 ， 也 就 把 (1.2), 和 
《1.2), 部 编 号 为 (1 .2)， _ 

设 了 Po 是 曲线 (1.1) 上 的 一 个 定点 (其 向 径 OP。 = 了 {to))， 而 
忆 是 同一 曲线 上 的 一 个 动 点 (其 向 径 OP =+1(1))。 我 们 来 考察 沿 - 
着 制 钱 PoP 方向 的 向 量 


nO) ~ rt) 
t—i, * 


当 >t 时 ， 割 线 PoP 的 极限 位 置 应 是 曲线 在 Po 点 的 切线 ,这 
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样 ， 我 们 求 得 曲线 在 给 定点 沿 煞 线 方向 的 一 个 问 量 


(1.3) r’ (to) = lim Tr)., 
ttn 一 


于 是 ， 曲 线 (1.1) 在 Po 虚 芍 切线 方程 可 以 沪 成 


(1.4) Da) VD 有 y， 
这 里加 = Wo 二 yt) so = 2Cty), 
显 式 表示 的 曲线 
(1.5) y= yr) s=2(x), xE 1, z 
避 以 看 作 参 数 曲 线 的 特殊 情形 以 并 作为 参数 的 情形 +:- 
着 二 区 一 tl, 
对 这 种 情形 ， 切 钱 的 方程 可 以 表示 为 


。 和 一 区 出 一 名 一 也 
到 ) 0 必 
人 1 Vx) 2 CX0)” 
惑 者 
r 区 cp 二 《ED 一 SO 
(1 .67 | " ° 
Sg = 8 CX0) (x xo), 


这 里 加 = #0)， 30 一 LX) 

再 来 看 让 隐 式 给 出 的 曲线 
1 Pix Hg2) 0 
(Gers ys) =0, 


这 里 假设 了 和 C 都 是 连续 可 徽 函 数 ， 并 且 


1.7) 


于 是 ， 在 曲线 (1, 人 7?) 的 每 一 个 点 Cx0, 刀 ;20) 侣 还 ， 我 们 总 可 以 解 出 
某 两 个 变 元 作为 第 三 个 变 元 的 函数 。 这 样 把 曲线 的 方程 写成 显 式 
形式 ， 然 后 套 用 (1.6) 或 者 (1.6)' 写 出 切线 方程 。 但 以 下 的 讨论 
更 有 户 涛 性， 我 们 来 沧 罕 方程 组 (1.7) 在 点 Potxoy Vo;z0) 邻近 的 
一 个 参数 解 
X= Xt), 
y=ut), ftEJT=tto—n,to0+1), 
z= tt), 
(sf yt) ,26E0)) = Cxos Yor 0). 
-~ 一 这 样 的 参数 解 一 定 存在 ， 臣 为 显 式 解 就 是 一 种 参数 和 解 。， 把 参 
数 解 =xf 的 ，2=2ED，2=2Ki 代 和 人 (1.7)， 就 得 到 恒等式 

| FOXCtI, Het), 2t{t}) 0, 

GXCOO yO), 2007)=0。 


在 t= 微分 这 些 秆 等 式 ， 就 得 到 z 
| (co + (第 Ye + ($7), =0, 


C1. 
| (如 ) wv+ (CY), cor (EC), ven-0. 
我 们 介绍 一 个 很 有 用 的 算 子 符号 : 
_ 
YY 三 3 十 Tay 十 ks 
这 里 的 ij 和 上 分 别 是 OX 轴 正 方向 ，OY 四 正方 向 和 OZ 轩 正 
方向 的 单位 疝 量 。 这 样 定义 的 算 子 于 ， 被 称 为 奈 布 拉 算 子 ( 或 奈 
布控 算 符 })， 在 点 Po， 闲 布控 算 子 Y 作用 于 一 个 可 微 的 数值 函数 
Flxs ys 2), 产生 了 一 个 阿 量 
. for OF dF 
Cv)p, SS) ~ $7), 和 扩 5) 


0 


利用 窗 布 拉 算 节 可 以 把 (1.9 式 改 号 为 
(VF)p, «rt’ (to)=0, 
| (VOYp, . rity = 人 0, 
这 就 是 说 ,曲线 (1.7) 在 点 Po 的 切 向 量 与 两 向 量 (YF)p, 和 (VG)p。 
正 交 、 因 而 这 急 身 量 平行 于 


i 了 kR | 
Ee or | 
(CVE, X (YO)e, = 站 Oy de : , 
ee BG 00 
| ax By gs 
. 2 Ph 
据 此 ， 我 们 写 出 曲线 (1.7) 在 点 Ps 的 切线 方程 
Yo 
TD EG ”E60 HFG 
OV, I)r, OZ 区 PP dX, yp, 
平面 参数 曲线 
f T= XC), se 
! y= ut), 


可 以 看 作 空 间 和 参数 曲线 的 一 种 情形 ; 
二 XL), 
| Ls te 了 
宇 三 站， 
为 而 ， 平 面 参 数 曲 线 的 切线 方程 可 以 写 为 
TX -Hn _ 
WY WY (2 = 00。 
烷 们 地， 平面 显 式 曲线 


y= U(X), 基尼 了 


葛 切 线 方 程 为 
VW xotx— Xo) (Cs=0), 
一 一 这 结果 当然 是 大家 早已 知道 了 的 。 
隐 式 表示 揭 平 面 曲线 
FX,y) = 
可 以 看 作 这 样 的 空间 珊 线 
| Fox ym) = FX YY) = 0, 
GK, 2) 2 = 0. 


这 空间 曲线 在 点 
Ee 一 Pros 07 一 {Xn Vos 0 
的 切线 方程 可 以 写成 
No Ye 一 
区 及 ~ Ap) 20)， 


DC 了 OF dC, XE, | 
也 就 是 


的 ee 从)ermre eo 


1.b 曲面 的 切 平面 与 法 线 
空间 及 * 中 的 一 块 参数 曲面 表示 为 
T= XU Ds 
| y= yl, 4), tu A 
2 = 2(1, VY, 
这 里 ， 设 4 是 参数 平面 上 的 一 个 开 区 域 ， 设 XCu,5D，y(Cu,9D) 和 
zu,0) 是 在 4 中 达 续 可 微 的 函数 ， 并 设 


久 


《1 .11)， 


广 
ax dy 8 
Du DY du 
Ox Oy ga 
Ou Ov dv | 


《1.122 rank = 儿 ， 


参数 曲面 块 的 方程 C1.11), 又 可 写成 向 其 形式 


Ci,.11); r=rtu,V), Cu HE A, 
而 条 件 (1.12)1 意味 着 
CI.12) ru Xo 0D, 


在 于 文中 ， 担 到 6C1.1127 时 ， 指 的 就 是 (1.1171 或 者 和 .11),; 提 玛 
《1.12) 时 ， 指 的 就 是 (1.12)| 该 者 (1.12?9， 
设 P, 是 曲面 (1,11). 上 指定 的 一 个 点 ， 其 坐标 为 
《文昌 Yor so) = CAEN Uo) HHos vo Zt Ho) , 
又 证 
_ 一斑 ( 人 了 一 teE J 
是 参数 区 域 4 中 的 一 条 连续 可 微 的 曲线 ， 它 满足 条 性 
《KE PHD) = Cos 9) 
我 们 米 考 察 曲 面 (1.11) 上 经 过 点 Po 的 连续 可 微 曲 线 
r=rCu) ,vt)), teEJ, 
将 上 式 对 + 求 导 ， 就 得 到 


ra), UC = Td CE) + ro CY, 
也 此 可 知 ， 和 尾 何 一 条 这 样 的 曲线 ， 过 点 Pi 的 切 线 都 在 同一 张 华 
面 上 。 这 平面 通过 点 Po, 并 且 平 行 于 向 量 
(Crud po 和 (fu) ps 


我 们 把 这 张 平 面 叫做 曲面 人 1.1I)? 在 点 Pe 的 切 平面 。 切 平 曾 上 任 
意 一 点 也 的 问 径 


OP = 
应 福 是 向 基 方程 
(rr rr Xro)p, =0, 
据 此 ， 我 们 写 出 切 平 面 的 方程 
区 一 和 0 划一 如 站 一 与 0 
Fut vo) dotHoy Vo) guns vo) | = 日 。 
| Xo to Vo yo CHos D0) So tHos Ho 
过 切 点 并 且 与 切 平面 正 奖 的 直线 ， 称 为 曲面 在 这 点 的 法 线 。 根 据 
上 面前 于 沦 ， 我 们 得 知 ， 法 线 的 方向 向 量 为 
《Ya XTbyPos 
为 而， 法 线 的 方程 可 以 写成 


To 名 一 名 0 
(yy37》 ”fs DZ 。 
. dH, Vp, Ou WU) p, 中 (UDP 


显 式 者 示 的 连 钨 可 撒 曲 面 
{1.13) sf (XED, 
-本 以 看 成 以 (x*), 四 为 参数 的 矢 数 曲面 ; 
Xx, 
| y= (Xx, ED, 
z= fx, 的， 
.这 上 曲面 过 点 Polxo; Vo; 30) 的 切 平 而 的 方程 可 以 写成 
| ¥~xo py Ho ZE | 
| 1 0 falxoryo) ‘=0, 
| 0 1 fy(Cxo, yo) 


: 振 | 
Tag fr Xo do CF Xo +t ys To CH — Ho), 
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曲面 (1.13) 的 过 点 Po 的 闺 线 可 以 表示 为 


Xx 
| ET — fytrxos yo) i ” 
再 来 考 赛 隐 式 表示 的 曲面 
1.14) YE = 人 0» 
这 里 设 广 是 连续 可 微 防 数 ， 并 设 
AFN? foFN: faF Y’ 
(1.15) 2 ) +( 2 + £0, 


在 曲面 人 4L.14 上任 取 一 点 Polxos yo， 24) ,过 家 这 曲面 上 经 过 这 点 
的 任 关 一 条 过 续 可 给 的 参数 曲线 
X=X(tt), 
Y=), teET. 
号 一 总 (3 
《和 【可 Yt) EEN) = CXes Vos Eo) 
我 们 有 恒等式 
FOX FD Et)) =0, 
将 这 式 对 + 微分， 就 得 到 
Foex’ (ti) + Fyy’ Ct) + Pr2’ (t) =0, 
由 此 可 知 ， 和 任何 一 条 这 样 的 曲线 ， 在 点 Po 的 切线 都 正 交 于 向 量 


oe 
这 里 ， 为 书写 省 事 ， 我 们 记 


dF BF 


ta 
向 量 形式 的 方程 为 
开工 


【太一 Yo = 0 
坐标 形式 的 方程 为 
(Fy)o CX— Xo} Tt CFyIo tH — yo) + CF Ho) = 0, 


$2 坦 线 的 曲率 与 挠 率 ， 弗 雷 示 公式 


曲率 描述 曲线 这 曲 的 程度 ， 挠 率 拱 述 曲线 偏离 平面 的 程度 
一 一 挠 此 的 程度 。 这 两 个 量 对 于 描述 曲线 的 形状 来 说 ， 具 有 决定 
性 的 意 浆 。 


2.a 儿 个 引 理 
为 了 以 下 讨论 方便 ， 我 们 先 分 绍 岂 他 府 必 加 量 值 少许 企 获 贬 
引 [ 理 。 


引 理 1 洲 于 可 导 的 疝 基 值 冰 数 .CD 和 rs0) ,我 们 有 
二 riCDyra(D) = (2 ra ) + (1.00, sD ). 


。 证 明 用 毕 标 分 时 表示 (C71) ,m2(D) ,的 后 在 利用 数 信 请 数 
的 求 导 法 则 ， 请 读者 自己 补充 证 明 的 细节 。 ” 口 
引 独 2， 商量 值 函 数 


r=T(t), tJ 


保持 定 长 的 充分 必要 条 件 是 ，r: {4) 与 (1) 下 和 相 秋 直 ， 即 
Cr ey re = 0 本 人 
证 明 ”我们 约定 记 "(4) = (7C),rC19)。 扰 然 有 


rz(D) = 常 值 <> 人 (0D) =0， YiEJ 


根据 引 理 1, 妇 有 
12 


Trt) = C7 CF 4 Cr 》 


=2(r’ (1) ,rt)), 
扯 此 就 可 得 出 所 要 证 明 的 结论 、 口 
引 理 5 设 r 扫 是 单位 长 向 量 ， 
fr [= 1， 了 
册 (C 四 在 与 T( 乡 正 交 的 方向 上 ， 它 的 措 Jr (D1 表示 向 量 +(t) 转 
动 的 角度 相对 于 参数 t 的 变化 率 ， 
证 明 ”我 们 用 Ab 表示 有 愉 疝 量 r(C9 到 向量 f(t + Ai) 的 转角 
(图 14-1), 则 有 


2sin2 人 = |rG+Ab 一 (9 外 


|r A —rco)l 
nD 时 


A = 2are sin 


: 秆 县 
I 图 14-1 
nard Sin Iret+AaD -rl 
lim A | pn 
At 站 二 站 下 Mt 
| oa +AD— ri 


一 lim 
起 一 


-Hr 品 


| 
+ 


2 b 自 然 考 数 ， 曲率 
考察 曲线 
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(2.1) r=r(), teEJ, 

这 里 假设 *(t) 连续 可 微 足 够 多 次 ， 并 且 满 足 条 件 
C2.2) r (有 天 0， Ytel, 

曲线 (2.1) 的 弧 长 可 按 下 式 计算 


:=| jr’ Cey fae, 
这 里 的 与 是 量 测 起 始点 的 参数 值 。 因 为 

ds f 

J {tI 1 0, 


根据 反 炳 数 定理 ， 可 岂 断 定 + 是 s 的 连续 本 微 是 鳄 多 次 的 国 数 : 


CS。 
于 是 ， 可 以 用 弧 长 作为 曲线 的 参数 ， 把 他 .1 改写 成 
(2.3) r=r(tCsy, 


以 下 ， 我 们 把 弛 长 参数 : 则 做 自然 参数 。 为 避免 记号 繁 并 ， 对 于 
不 致 于 混 兆 的 情形 ， 就 简单 地 把 (2.3) 写 成 
(2.4) . Ff rs). 

在 本 章 中 ， 我 们 约定 用 圆 妓 点 “。 表示 对 纪 长 套数 炒 时， 于 
是 


7 re /Er /Nr Di 


丐 此 得 天， 7 是 一 个 单位 长 向 县 
rl 
于 是 ，? 了 (3) 是 曲线 (2. 少 在 +C3) 处 的 单位 长 有 向 量 。 我 们 约定 用 
记号 
T= (5)= 7 
表示 这 单位 氏 碟 问 蝶 ， 
14 


请 韦 意 ， 为 了 讨论 方便 ， 我 们 约定 把 切 向 量 看 成 自由 向 量 ， 
因而 可 以 把 各 切 向 量 的 起 点 都 移 到 坐标 原点 。 读 者 以 后 运 渐 能 体 
会 到 这 种 看 法 的 好 处 ， 

将 T(s) = 7 (35) 再 对 s 求 导 ， 我 们 得 到 

了 (s) = fs), 
既然 rs) = ”> (3) 是 单位 长 向 量 ， 那 么 向 量 TCs) = r (s) 就 在 与 
TCs) 正 变 的 方向 上 上， 并且 1 了 YC) =j Go 雪 示 切 向 量 下 (对 
线 长 s 的 转动 速率 
< 

1 了 (51 = lim [2 |, 

我 们 把 切 向 量 了 (sy 相对 于 弧 长 * 
的 转动 速率 | 了 人 (s) 人 = Cs 和 电 
散 邮 线 (3,4 在 给 定点 的 曲率 ;并 
把 它 记 为 KCs)。 于 是 


量 


to lie] = 和 
曲率 KKCs) 的 倒数 


_ I 
z (052 = ECsy 
被 称 为 昌 六 半 反 。 与 (5) 一 样 ,曲率 半径 ps) 也 表示 曲线 弯曲 的 
程度 。 只 不 过 #(s) 越 小 表示 曲线 窒 曲 得 越 房 害 ， 对 于 kK(s) = 0 的 
情形 ， 我 们 约定 pC8) = + oo， 
例 1 沽 察 夺 局 的 方程 
15: 


全 Cost, ic FO0, or] 


y=asint 
换 成 弧 长 参数 
号 =| Casi t+ (a cos 7 di = At, 
全 
便 局 的 方程 写成 
x 一 Geos 二 ， 


sEFO,2xa]. 


。 好 
y=43in 7 


利用 以 就 长 为 参数 的 方程 ， 容 易 求 得 曲率 类 和 曲率 半径 2， 
R(s) = | rcs)h 


= VOT) = 二， 


p(s) = I 


1 -= 
Kris) ” 
例 2 某 段 曲线 为 二 线段 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 这 有 段 曲 线 上 


草率 处 处 为 0, 即 . 
KEK=0., 
证 明 “如果 某 女 曲线 为 直线 段 ， 那 么 这 段 曲 线 以 强 长 为 参数 
的 方程 可 以 写成 
r=r0+ Se, SET, 
这 里 e 是 长 度 为 1 的 常 向 量 、 将 上 面 的 方程 微分 西 次 就 得 到 


rT = 由。 


因而 z 
ksy = Lr (Cs = 0， YsEeET, 
t6 


i 这 证 明了 条 件 的 必要 性 ， 
再 来 证 明 条 件 的 充分 性 。 假 设 z 
ECsy = rsyd=0, Ysel, 


- 则 在 
rT(s)=0, YasETs 
于 是 
rs) =e 《党 向 量 )。 
由 此 丸 得 到 


res =ro+ Se, SEI, 


这 证 明了 条 件 的 充分 性 。 口 
”2.c 间 雷 栾 标 架 ， 按 率 

曲线 上 曲率 等 于 0 的 点 被 称 为 平 直 点 。 我 们 来 考察 不 合 平 直 
点 的 一 段 曲 线 。 在 这 段 熙 线 上 


ky = TOL= | re0, 
”了 所 以 吕 以 定义 


Ty rc 


' 这 是 正 交 于 Tt8) 的 一 个 单位 长 向 其 ， 我 们 把 它 电 刁 曲 钱 在 给 定 
.点 的 主 法 线 向 量 ， 利 用 蕊 向 量 了 (57 和 主 法 线 向 量 六 (sy， 又 可 作 
出 第 三 个 向 量 
B(s) =T Cs) x NCs), 
因为 T(9) 与 N(3) 是 互相 正 交 的 单位 向 量 ， 所 以 
上 加 Cs = ITY IN =1, 
由 此 可 知 ，Cs] 是 与 了 4 和 司 5 都 正 交 的 单位 疝 量 。 我 们 四 
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BG) 天 做 曲线 在 给 定点 的 副 法 绕 启 景 。 在 曲线 上 的 纵 定 点 ; 出 团 
向 量 了 (s) 与 主 靶 线 向 量 下 (9 决定 的 平面 ， 电 做 委 线 在 这 点 的 密 
艺 妾 面 ， 由 坊 向 量 7 了 (s) 与 副 法 线 向 量 有 Cs 决定 的 平面 ， 叫 秘 曲 
线 在 这 点 的 从 切 平 而 由 主 法 线 向 基 NC3) 与 副 法 线 疝 量 BCs) 决 
定 的 平面 ， 叫 做 曲线 在 这 点 的 落 平 面 。 
这 样 ， 在 曲线 的 每 一 个 非 平 直 点 ， 我 们 建立 了 一 个 规范 正 交 
标 架 {了 (5) ,NG5) ,BCs)}。 这 标 黑 被 称 为 砷 雷 秦 (Frenet 标 架 . 
四 这 标 架 决 定 的 三 而 形 被 称 为 基本 三 面 形 。 
当 点 洛 闭 明 线 运动 时 ， 弗 雷达 标 架 出 随 着 运动 ( 象 这 样 的 标 
架 被 称 为 医 动 标 架 )。 我 们 需 村 考察 弗 雷 奈 标 架 运 动 的 状况 ， 先 
证 明 一 个 引 理 。 
31 强 4 设 (ett}， att} 是 :各 量 信 隔 数 ， 对 每 _ 参数 值 
t 它们 都 组 成 一 个 规范 正 交 标 架 {ei (1) ,esCt) ,ealt)}。 如 果 将 
” : eC C= 1,2,3) 
按 这 标 架 展开 
(= Dreitt), 
那么 展开 的 系数 应 是 反对 称 的 ， 即 
于 = 一 他 4 tf 二 


由 此 可 知 
| uit=0, ti=1 2:3。 
证 明 ”我 们 有 
om 


将 这 式 对 主 求 导 得 到 
Certiy est + ert ertt) 0。 
这 了 就 是 
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Wis+ wr=0, 1,j=1,2,3. UD 
定理 ”对 于 曲线 的 弗 雷 夺标 架 


{T C5) , Ns), BCS)}, 
我 们 有 
T= kN, 
N= -kT + TB, 
B= -THN, 


这 里 =k(s) 是 曲线 在 给 定点 的 曲率 。 
证 明 ” 对 于 标 架 {TC5) ,NG) ,B03)} 用 上 而 的 引 理 就 得 到 


T = woN + waB, 
N = 一 名 1 学 + wsB, 
B = -aT - wos , 
但 我 们 知道 
T=|TIN=ECN, 
所 以 有 
四 wi = tis = 0, 
我 们 记 
Wa Te 
于 是 就 得 到 
到 = kN, 
N= Lr +rB, 
B= 一 ny., 0 


上 面 定 理 中 所 给 出 的 公式 被 称 为 弗 雷 这 公式 。 该 公式 中 的 系 
19. 


数 :被 称 为 临 线 在 给 定点 的 挠 这 。 下 面 ， 我 们 来 说 明 左 率 “的 几 
何 意 浆 。 

引 理 5 ” 设 "( 妇 是 一 个 阶 连 续 可 微 的 向 量 值 国 数 ， 则 有 以 
下 的 泰勒 展 式 
rt) = rt0) + Ct ~ to)r’ Cto) 十 人 得 mt) 


1 
0. + re) + Raii Ch) 


其 中 的 中"w.1 Ct 满足 条 忻 
(2.5) lim LRre OF .0 


ti |t—to|" 
我 们 还 可 以 把 rt 的 泰勒 展 式 号 成 如 下 形式 ， 
F(t) =r + (to tr (to) + Ct) 


t—t yn 
+ rmto) + oC|t -ti0|*), 


这 里 的 小 o 侠 项 表示 满足 条 件 (2.5) 的 向 其 值 阔 数 R11 (1)， 
证 明 讼 0 XC 习 TYG)I7+200 有 将 rit} 的 各 分 喇 按 
照 带 拉 格 朗 日 佘 项 的 泰勒 公式 展开 就 得 到 


一 
FEE = rt0) + Ct — tn) (to0) + to) 


t ~ to) 
十 sos 十 人 a xm es, t+ Ott— 0), 


(一 如 )2 ， 
yO EI) + Gt Yt + gt) 


Ct Fo}™ 
中 ma 十 一 一 


nl tt att = ), 
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mk hn rehash i 


#6) =20t0) + Cb) Co) + er C0) 


一 ti,)" 
十 saw 十 So) yn 后 dake — to), 


车 记 


tt 本 
Rr CF) = Em et et 


十 Cymer 十 Dott — i103) 一 vm) 


+ (Cami(to tr Oat — to)) ~ 2 CL)) Ek}, 
虽 有 


(= r + Ci) to) + 到 Cy) 


十 ws 十 Se rmt) + Rt), 
利用 x COD ,yt 和 zz'" 的 连续 性 就 得 到 


IR CO 
lim Tt 人 D0» 口 


对 于 用 自然 参 数 表 示 的 曲线 ”=r(6s)， 利 用 上 面 的 引 理 可 以 
得 到 
Fs) 一 六 CS0) + (Ss — so) 了 Csn) 


{5 — so) 
ta 


按照 定义 ， 切 向 量 TCs0) 与 主 法 线 向 量 入 C5,) 张 成 曲线 在 给 定点 
的 密切 平面 7o。 因 为 


7 (sn) 二 二 C50), 7 (80) =kN(s0), 


了 CSo} + oC|s - so0l*), 
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所 以 


站 (Ss — Sn) 时 四 
PFCs + (8 — Sy Fr{sny 十 Tar resy 


是 在 密切 平面 ,上 的 点 。 我 们 看 到 ， 在 给 定点 分 近 ， 则 线 离 密 
切 平面 js 的 距离 是 高 于 二 阶 的 无 穷 小 量 。 在 这 个 意 攻 上 ， 我 们 
说 ， 密 切 平 画 Hs, 是 在 给 定点 与 晶 级 贴 合 得 最 紧密 的 一 张 平 面 。 

在 曲线 .上 任何 一 点 ， 副 涂 线 向 量 呈 4s) 是 该 点 密切 平面 的 诈 线 ,而 


1ri = 1。 这 样 ， 我 们 了 解 和 到 搅 率 * 的 几何 意义 ，!+| 表 示 副 法 
线 向 量 B 相对 于 缠 长 的 转动 速率 ， 也 就 是 密切 平面 相对 于 张 长 
的 转动 速率 、 因 此 ，r 表 示 了 曲线 抄 曲 的 程度 (偏离 平面 曲线 的 程 
度 )，。 

例 3 设 某 段 曲线 >= r(5? 上 没有 平 直 点 , 则 这 上 段 曲线 为 平面 
曲线 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 这 绒 曲 线 土 指 率 处 处 为 0， 即 zs 一 0。 

证 明 先 证 条 件 的 必 权 性 。 设 某 段 曲线 r =+(s) 在 平面 上， 
则 

T-7 和 -Yr /ks) 

都 在 这 平面 上 。 于 过 如 =Tx NN 是 常 疝 量 ( 芝 直 二 平面 可 的 单位 
向 量 )， 测 而 


1r| = B=0, 
垩 来 证 朋 条 件 的 充分 性 。 设 攀 率 r 二 0， 则 
B=-rN=0, 


因而 8 是 一 个 常 向 量 ， 和 考察 函数 
Ps = CB rs)), 
周 为 
p08) = CB, (3)) =0, 

所 以 
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C3) =(〔 吾 ,rts))= 避 《常数 7 
我 们 看 到 曲线 ?=7r(3) 在 平 硬 


Br=G 
之 上 。 口 - 
推论 ”对 于 平面 曲线 = rts)， 砷 雷 奈 公式 可 以 写成 
| = kN, 
N= kT. 


2.4 曲率 与 捞 率 的 计算 会 式 
如 果 曲 线 方 程 以 缠 长 作为 参数 ， 
r = + {8), 
泌 么 曲率 与 措 率 移 计 算 都 比较 简单 ,将 r (53) 对 张 长 矢 数 s 求 导 并 
利用 弗 雷 栾 公式 整理 求 导 的 结果 ， 我 们 得 到 


r= r, 
r= kN, 
7 = kT + EN +krB. 
抽 此 可 得 
k=|r|, 


三 是 ET 
《二 了 


下 三.…- 一 
lr 
企 这 里 ， 我 们 用 记号 (wu,2,w) 表示 向 量 #,* 和 ww 的 混合 积 ， 
(HV 0) = (HX 0) 9。 
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F 二. 
dr’ 

本 _ > d2s 上 人 a) 
dr? di/ 


园 为 
r=T, r=kN, 
Fr xY=kB, 
所 以 


”ef ds ds 3 
+ 六 一 
Ir’ xr2zl = ?x > 杀人) =k (下 ) ， 
Gyr, rE). 


由 此 得 到 一 - 般 参 数 曲 线 的 曲率 与 控 素 的 计算 公式 ， 


Ea 
r= rrr) Cr 2 
本 
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2.e 关于 曲线 运动 的 讨论 
最 后 ， 我 们 利用 本 节 得 到 的 结果 ， 考 察 质 点 的 曲线 运动 ， 设 
运动 质点 的 轨迹 是 曲线 
r=r(rt), 
这 里 的 参数 1 是 时 间 。 将 + (1D 对 时 间 参 数 ! 求 导 ， 就 可 求 得 运动 
的 速度 与 加 速度 。 运 动 的 速度 为 


这 里 


a _ do 
”dt 
四 dT rE 
~ ds dt 
= kN 
dt 
dr Tl 
二 -本 T 十 oN, 


这 里 是 运动 塌 迹 的 曲 来 ，p 是 曲率 半径 ， 
我 们 看 到 ， 运 动 的 种 度 沿 着 轨 还 曲线 的 切线 方向 ， 其 数 信 等 


于 -3 ， 运 动 的 加 速度 分 解 为 两 个 分 量 一 一 切 向 加 速 度 与 法 向 加 
速度 。 切 向 加 速度 沿 运动 轨迹 的 切线 方向 ， 其 数值 为 


位 了 二 一 一 -- 
TT dt " 


法 向 加 速 底 沿 运动 轨迹 的 主 法 线 方 向 ， 共 数 慎 与 速度 的 平方 成 正 
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比 ， 与 曲率 半径 成 反比 ， 


$3 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 形式 


在 本 节 中 ， 我 们 考 许 曲面 上 曲线 的 红 长 与 曲率 ， 从 而 引出 第 
一 基本 形式 与 第 二 基本 形式 . 


设 曲 面 的 参数 方程 为 
《号 . 1》 r=re), CA, 
为 了 讨论 方便 ， 我 们 假定 7 (4， 四 连续 可 袜 足 够 多 次 并 且 满 是 正则 
条 人 省， 
{3.2) ry xX rv ¥ tu, DE€4, 


在 这 条 和 件 下 ,曲面 在 每 一 态 有 确定 的 法 线 ( 因 而 有 确定 的 切 平 面 》. 
我 们 的 定 用 记号 n=ntu,v》 表 示 曲 面 在 给 定点 的 单位 法 向 量 : 


Ta 关于 和 
rexro 人 


5,a 中 面 上 曲线 的 弧 长 与 曲面 的 第 一 莫 杰 形式 

我 们 来 考察 曲面 (3.1) 上 的 一 条 连续 可 搬 曲 线 
(3.3) r = v0, itEJ, | 
这 里 假设 4(D 和 wct) 都 在 区 间 了 上 连续 可 微 。 将 (人 3. 的 式 对 
. 求 导 得 


r’ = dt 十 于 dy 
+ dr di’ 


dr 一 > du 了 rc， | 
曲线 3.3》 的 缴 长 微 元 可 以 表示 为 : 
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ds= dr Ndi= 二 lrcdtl= 荆 人 drl。 


因而 
和 ls = [dr|? 
= (dr, dr) 
= Edu -+ oF dudy + Gdv?, 
这 里 
E= rus? 和 天 一 {rusrp) 
人 三 CF 时 zu 他 
我 们 约定 记 


TCdu, ds) = Edu: + 9Fdudy + Cav?, 
于 是 ， 曲 面 (3.1〉 上 的 曲线 的 张 长， 可 按 下 式 计算 ， 


st je() t+ 
~ fd 92 ) 
-| df de, 


我 们 把 微分 du 和 和 的 二 次 型 
工 = Fdu: 十 呈 FEUdD + 让 dp? 

叫做 曲面 的 划一 基本 形式 。 曲 面 上 巾 线 的 听 长 取决 于 这 曲面 的 第 
一 基本 形式 。 在 下 一 章 中 我 们 还 将 看 玫 ， 曲 面 块 的 面积 也 取决 于 
这 曲面 的 第 一 基本 形式 .因此 我 们 说 ， 第 一 基本 撒 式 决定 了 曲面 
的 度量 性 质 。 

5,B 曲 曾 上 了 申 线 的 曲率 与 曲面 的 第 二 蕊 本 形式 

苦 窗 曲面 上 时 线 的 自然 参数 方程 

《号 . 4 7 =reuts) DCS20 SEJ, 

为 了 讨论 方便 ， 我 们 假 恋 40c) 和 vcs) 有 至少 是 二 阶 连 续 可 微 的 ，。 
对 《3.4) 式 求 导 得 
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dns du .day 
tora) tr rs 


因为 
R= Ny = 0 
所 以 
di 2 dy dy dy 人 
下 ) tamer ds Tero (9s) 


_ Ldu: + 2M dudv + Ndv? 
= 


nF = Re ,i 


这 里 
L=rnerius RAY 一 丽人 二 而 六 人 
我 们 把 关于 du 和 dy 的 二 次 型 
HI =Ldu + oNMdnudv + Md 


叫做 曲面 的 第 二 基本 形式 。 利 用 第 一 和 第 二 基本 形式 的 记号 ， 可 
以 把 上 面 求 得 的 式 子 写成 


(3.5) ns T= 
如 果 把 上 与 了 之 间 的 夹 角 记 为 那么 


ny = |r ‖eos 8 =K cos 0, 


其 中 的 让 = 上 ?i 是 曲线 (3.4) 的 曲率 ， 于 是 上 面 所 得 的 武子 
《3-5) 到 可 写成 
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-| 


Ca.8) KE cos# 


我 们 把 


I ds, dv) 
kn = kd, dv} = Tdu, dv) 


纠 做 曲 曾 在 给 定点 裕 方 向 《du,dv) (或 者 说 语 方 向 rodu + rvidv》 
的 法 曲率 。 上 面 的 人 (3.67 式 文 可 写成 
《3.723 K cos 0 =k,, 
在 曲面 的 给 定点 ， 道 过 曲面 法 线 的 任何 一 张 平面 都 被 称 为 法 
面 。 法 面 截 曲 盏 所 得 到 的 曲线 被 称 为 活 筷 线 ， 请 读者 注意 ， 每 一 
个 切 方向 
redit+ rydy 
与 曲面 的 法 线 共同 决定 一 一 张 靶 面 ， 从 而 也 共同 决定 一 条 法 截 线 。 
容易 看 出 ， 法 截 线 的 主 法 线 向 量 在 曲面 过 该 点 的 益 线 上 ， 因 而 有 
8=0 或 者 日 =r。 
由 (3.7)? 式 可 知 ， 疲 截 线 在 给 定点 的 曲率 为 
土 其 ， 
换 句 话说。 在 邮 面 的 给 定点 ， 治 任意 给 定 的 切 方 向 ， 东 曲率 的 绝 
对 值 IKv1! 就 是 法 截 线 的 曲率 。 有 了 第 一 与 第 二 基本 形式 ， 就 能 计 
算 说 任何 方向 的 法 曲率 ， 从 而 也 就 能 够 了 解 曲面 在 给 定点 沿 任何 
方 筷 的 村 曲 程度 。 东 硬 率 的 合 数 


p= 


窗 称 为 法 曲 章 六 桩 。(3.7) 式 及 可 以 写成 
(3.8) P= Pn*008 日 。 

为 了 给 《3.8) 式 一 个 直观 的 几何 解释 ， 我 们 设 东 把 曲 府 半 
径 看 成 同 量 ， 在 曲线 r=r(5) 的 非 平 直 点 ， 的 定 把 商量 
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oN = 入 = 小 r 
站 作曲 线 在 这 点 的 曲率 淮 和 多 这样， 曲率 半径 越 短 意味 着 曲线 在 
这 点 弯曲 得 越 厉 害 。 类 似 邮 ， 在 曲面 = reay 纪 的 给 定点 ， 我 们 
约定 把 向 量 
a | 

看 作 有 曲面 在 这 点 沿 给 定 切 方 向 ) 的 法 曲率 半径 ， 请 注意 ， 看 作 
向 量 的 法 曲率 半径 与 相应 的 法 截 线 的 曲率 半径 相等 。 在 作 了 上 十 曾 
这 些 约定 之 后 ， 我 们 可 以 把 人 3.8 式 解 释 为 : 

定理 ”在 曲面 上 ， 过 给 定点 并 且 其 有 共同 切 方向 的 所 有 有 邮 线 
当中 ， 益 截 线 的 曲率 半径 最 长 ， 其 他 曲线 的 曲率 举 径 等 于 法 曲率 
半径 在 该 曲线 的 密切 平面 上 的 投影 (请 参看 图 14-3)。 

这 一 结果 被 称 为 默 尼 埃 (Mewsnier》 定理 。 


图 14-3 黑龙 挨 定 理 图 示 
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在 结束 这 一 -但 的 时 候 ， 为 了 以 后 讨论 的 和 需要， 我们 米 解 释 多 
元 阔 数 在 闭 集 上 的 可 微 性 ， 

为 了 讨论 多 元 函数 f 在 点 x 的 可 微 性 ， 首 先 应 要 求 这 范 数 
在 该 点 的 某 个 邻 域内 有 定义 。 设 函数 上 在 闭 售 下 上 有 定义 。 妇 时 
刘 将 隙 数 f 的 定义 扩充 到 某 个 包含 了 下 的 开 集 G 上 ， 并 且 扩 充 后 
的 函数 基 可 微 的 {或 过 续 可 微 的 )， 那 么 我 们 就 说 函数 f 存 闭 集 玉 
上 是 可 微 的 (或 过 续 可 微 的 )。 

这 样 ， 以 后 移 计 论 中 所 出 现 的 ， 定 义 于 了 区 域 上 的 连续 可 微 
药 参 数 曲 面 ， 就 有 了 了 明 区 的 含义 。 
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第 十 五 音 ”第 一 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲面 积分 


$1 第 一 型 出 线 积分 


我 们 忆 经 知道 怎样 计算 连续 可 被 曲线 的 张 长 {第 六 童 $3)， 
在 本 节 中 ， 将 对 曲线 皆 其 的 概念 作 更 细致 的 说 有 明 ， 然 后 讨论 第 一 
型 曲线 积分 ， 

3.a 可 求 长 曲线 

考察 及 s 中 的 一 条 连续 的 套数 曲线 


C1.1) r=r0), LE 有]。 
刀 果 曲线 忆 , 1 的 起 点 与 此 点 重合 ， 取 
ra) = rf), 


那么 我 们 就 说 这 是 一 条 闭 曲 线 ， 如 果 曲 线 民 .1 没有 各 充 虑 < 即 除 
非 是 给 =z 纪 = 月 只 要 引 反 下， 就 有 zf 人) 天 rt )， 那 么 我 他 
就 说 这 些 线 是 简单 曲线 。 参 数 方程 人 1.1) 用 分 量 表 示 就 是 

X= XCt}, 

€1.1)’ y= y(t, teELa,p], 

二 2}, 
设 P =Cxft 7302 和 PPI=ECE CD St 是 曲线 
1.1) 上 的 两 点 ， 则 联结 这 两 点 的 直线 段 的 长 度 可 以 天 示 为 

ROY HET CIO yO) CY ee, 


也 号 是 


7 
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Tm Fa pl 


假设 Y 是 一 条 简单 曲线 ， 它 的 参数 方程 是 (1 .1》)。 性 察 参 数 
区 间 La,#] 的 任意 一 个 分 割 
Te A= tn = 6, 
对 十 R&= 1 将 曲线 7 十 矢 数 为 10_1 三 1 的 点 用 直线 慨 联 
绪 起 来 ， 我 们 得 芭 内 接 于 ?” 的 一 条 折线 。 这 折线 的 长 席 可 以 表示 
为 


Tn 


A RA) = Nr -rd1. 


T=1 


定义 1 如 时 


supACY, NIT + oD, 


那么 我 们 就 说 ”是 一 条 可 求 长 曲线 ， 并 约定 把 
IC = sup ACY, A 


刑 做 曲线 7 的 藕 长 。 
定理 1 设 7 是 用 参数 方程 .1) 表 示 的 一 条 简单 连续 曲线 ， 
天 |Y 可 求 长 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 穿 航 限 ， 


lim ir, TT), 
Is 


证 明 ”充分 性 ” 设 在 在 有 穷 极限 
lim 4CY, x) 二 了 。 


贡 对 =1， 可 选择 六 0， 使 得 
| |< A A) T+ 1, 
现在 设 是 区 间 [a,81 的 任意 一 个 分 割 。 我 们 可 以 用 增加 分 点 的 
苏 法 将 不 进一步 细 分 为 x'， 使 得 
| 二 9 
二 是 研 有 
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A TODAY NN T+1, 
这 证 明了 / 
up A < 十 工人 二 69。 


必要 性 ”如 且 
sup 4 A) = J + co， 


那么 对 任何 8 汪 0， 存 在 La ,Aj 的 分 割 
Tos T= Tm TB, 
使 得 
[A 
由 于 函数 ”CD = (xD 5， 202 在 闭 区 间 [a ,8 一 纹 连 续 ， 存 
在 5,0<6< 近 | 友 |， 使 得 只 要 
| 下 一 下 | < 
就 有 


上 _ a A 
Ir) rE < 


(这 里 mm 是 分 割 mm 在 C0, 有 内 的 分 界 点 的 数目 )， 现 存 设 地 是 [ae， 
85] 的 任意 一 个 分 割 ， 计 足 这 和 祥 的 条 件 
[| 过 5, . 


将 zo 和 不 的 分 点 合 在 一 起 ， 得 到 [x ,的 一 个 分 割 x1。 显 然 有 
T-ASE, TE, 


下 面 来 证 明 
J 一 EA , AT) = 
为 书 与 简便 ， 我 们 引信 记号 
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PE =r) 4, 
和 式 


EF) = A 
可 以 拆 成 两 部 分 


jy = HY pt ist)， 
此 


其 中 第 一 部 分 所 涉及 的 参数 区 间 05 内 部 不 售 有 3 的 分 点 ， 
第 二 部 分 所 涉及 的 参数 区 间 内 部 含有 的 分 点 (后 一 类 区 间 总 数 
不 超过 m 个)。 和 数 4C,T)) 与 和 数 C7,T) 相 比较 ， 差 别 只 是 第 
二 部 分 和 和 数 中 的 繁 一 项 PG-1,t4) 被 改变 为 


Pti_ ys Tt) Prrste), 


因为 
PE AMTY 十 及 CT 一 人 人 
FE) + Pr 2) 
攻 
< 
所 以 
ACY, A) — ACY, A) < 
由 此 得 到 
jj, A) . 
CY .XR ) -SF>J-s, 
我 们 证 明了 


lim 40,7)=J。 口 
I*1-:0 
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推论 误 六 了 =r0b0otETa:6l， 蚌 一 条 连续 可 组 (或 分 段 达 
续 可 向 ) 的 参数 曲线 ， 则 7 是 可 或 长 的 ， 并 县 


| 
LY) -| 有 rz Cay pars, 


1.b 第 一 型 曲线 积分 


设 有 一 段 质 地 不 均匀 的 直 金 属 线 工 放置 在 OX 畏 上 ， 所 占 的 
位 置 是 闭 区 间 La,b], 设 这 金属 线 在 点 x 外 的 线 窗 度 等 于 P(X0) 人 D， 
我 们 来 求 金属 线 工 的 质量 如。 这 是 一 道 典 型 的 定 积分 应 用 是 。 利 
用 微 元 法 ， 很 容易 瑟 出 计算 公式 


Ht = | POXY dx 一 | ecoar. 
EL 呈 


再 来 考 虚 一 个 类 似 的 问题 ， 如 果 工 不 是 直 金 属 线 ， 而 是 一 段 
弯曲 的 金发 线 ， 那 么 工 的 质量 又 谱 危 样 计 算 ? 为 了 解答 这 问题 ， 
我 们 用 一 串 分 点 - 

A=P,,Pi,"",Pn=B 

把 工分 成 1H 小 段 ( 这 里 A 和 8B 是 二 的 两 端点 )。 在 Pj-! 到 Pi 这 一 
小 段 曲线 对 上 任意 选取 一 点 

QF= iT) 
并 把 这 小 段 曲 线 强 的 长 度 记 为 

Asj。 
于 是 ， 从 Pj-1 到 Pi 这 一 小 段 金 属 线 的 斤 量 可 以 近似 地 表示 为 
Ami = PODAS; = PO Td AS;, 
加 设 z 是 线 状 材料 元 上 的 一 点 。 在 z 点 都 近 取 一 小 眉 长 诬 AD 将 这 一 小 悦 村 


料 的 质 县 下 汶 上 ai， 则 了 在 点 的 问 馈 度 定义 为 


Pt = im a., 
到 上 一 站 A 
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整 段 会 属 线 了 的 总 质量 可 以 近似 地 表示 为 


(1.2) DAm;= DP(QDAS) 
i} is 


ba 
一 A si Se 
i*1 


如 果 扩 分 绰 段 的 最 大 长 吐 趋 于 0 


d= Iaax{t 和 31 和， 
i 
那么 (i.2) 式 的 极限 就 应 该 是 所 求 的 质量 : 


机 = lim > POP As,. 
1 


这 里 的 “分 着 一 -近似 一 - 求 和 一 一 求 极限 ”的 手续 ， 与 定 
积分 的 情形 十 分 类 似 ， 但 却 是 沿 着 一 条 曲线 实施 的 。 由 此 可 以 引 
出 簿 一 型 曲线 积分 的 一 般 定义 。 

定义 2 设 工 是 及 sz 中 的 一 条 可 求 长 曲线 函数 f(x,y,z) 在 
工 上 有 定义 。 我 们 用 侠 次 排列 的 分 点 

A=PasPis"" = 月 
把 工分 成 上 段 (4 和 如是 工 的 端 虑 ， 对 于 用 曲线 的 情形 认为 4 = 
B)。 约 定 把 从 Pj_, 到 P; 这 一 小 展 的 曲线 弧 长 记 为 As,， 并 记 


t= max {ASy}e,. 
1 二 和 过 长 
在 弧 段 Pi-;Pi 上 任意 选取 点 0; C=1,2,…, 荡 ， 然 后 作 和 数 
(1.3) COiDAsi， 
+=1 


站 果 当 4d 一 0 时 和 和 数 (.3) 收 傅 于 有 穷 极限 ， 于 从 我 们 就 把 这 极 
报 叫 做 哨 数 了 说 曲线 工 的 第 一 型 胆 线 积分 ， 记 为 
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是 
[fpYas = lim DY (QAsi. 


泽 记 ”我 们 把 这 种 对 弧 长 的 积分 吊 做 “第 一 型 ”曲线 积分 ， 
十 为 了 与 以 后 将 要 党 习 的 另 一 种 曲线 积分 相克 到 ，。 
读者 容易 看 出 ， 与 定 积 分 的 情形 类 伺 ， 作 为 和 数 的 极限 的 菠 
一 型 曲线 积分 ， 具 有 线性 、 可 训 福 等 性 质 ， 
如 困 以 强 长 s 作为 参数 把 曲线 工 的 方程 瑟 成 
x=xs), Y=), 2=2{S), 
SO Is 
那么 根据 定 关 了 开 即 三 可 以 把 第 一 型 曲线 加 分 表示 为 定 积分 
| fcpyas= | feesy, ss), 20s))ds, 
I #0 
韭 统 长 参数 的 过 续 可 微 曲 线 (或 者 分 段 连续 可 微 曲 线 )， 可 以 通过 
变 元 替换 化 成 以 忠 长 为 参数 的 情形 。 我 们 有 以 下 的 计算 公式 ， 
定理 2 设 工 =r(b，tiE io,5J， 是 一 条 连续 可 秽 的 参数 
rtys0, YiE Co, 8), 
并 设 函 数 在 L 上 连续 。 则 了 滞 着 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 ， 并 
且 这 积分 可 按 下 式 计 算 ， 


| fCP)ds 
上 
万 和 
-| FCXtED ICE EONY wv EN OI CY CE 下 TEST dt, 
证 明 在 所 苔 的 条 件 下 ， 曲 线 工 是 可 求 长 的 ， 其 强 长 表示 为 
t —. - 一 一 - .一 - - 。- 。 。 。 
四 s= | DC) di, 
并 及 
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ds /UT C7 CT >0。 


根 括 反 玉 数 定 至， 参数 + 是 是 性 长 * 的 连续 可 微 国 歼 ， 


站 二 下 CS 
人 
X= XtS)), =yC3)), Ss=sCtts)), 
sis. 


函数 了 税 蕊 的 第 一 型 曲线 积分 表示 为 
[scpyas = {rpsceds)), ves)), zs))) ads, 
在 上 式 中 作 变 元 趟 换 
vd 


就 得 至 定理 中 的 计算 公式 。 请 | 


8$2 井 面 面积 与 第 一 型 曲面 积分 


与 上 节 的 情形 类 似 ， 我 们 先 讨 论 这 样 一 个 问题 ， 怎 释 计 算 由 
不 均匀 材料 制 成 的 曲面 片 的 质量 ? 设 这 曲面 片 S 在 点 = (x,y， 
2) 处 的 面 密度 为 PC9)9 。 我 们 把 曲面 片 8 分 成 若干 小 曲面 所 

1 全 ae 
把 曲面 块 5S; 的 直径 ( 即 $; 上 任意 两 点 距离 之 上 确 界 ? 记 为 dy 
并 记 
d= maxidi, dy, » dn} 

将 曲面 抉 5; 的 面积 记 为 0C3;)， 在 每- : 块 5; 上 任意 选取 一 点 


山 ” 恋 者 可 共 上 仿 甩 线 窗 座 的 情形 儿 述 面 黎 度 的 定 立 。 
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(2.1) soc, 9083), 


让 d->0， 和 数 (2， 1) 的 极限 就 应 该 天 示 上 曲面 片 5 的 质量 ， 

从 上 面 例子 的 讨论 可 以 引出 第 一 型 曲面 积分 的 概念 。 但 在 叙 
述 正式 的 定义 之 前 ， 我 们 还 需要 弄 清 楚 曲 面 面 积 的 含 区。 
面 面 积 的 概念 并 不 象 乍 一 想 米 那么 简单 ， 这 也 许 有 点 出 大 寓 料 ， 


2.& 曲面 面积 | 

我 们 曾 把 曲线 的 层 长 定义 为 内 接 折 线 狼 度 的 上 确 界 。 以 前 ， 
大 们 也 曾 模 精 地 认为 ， 可 以 把 曲面 面积 定义 为 内 接 折 面 面积 的 上 
确 界 。 然 而 ， 上 上 性 纪 末 德国 数学 家 许 瓦 获 (H. 入 .Sehwarz) 举 出 
了 一 个 反例 ， 说 明 即 使 像 直 圆柱 面 这 样 简单 的 曲面 ， 也 可 以 具有 
面积 任意 大 的 内 接 拆 面 ， 一 一 内 接 折 而 面积 的 上 确 界 是 + co! 因 
此 ， 我 们 不 能 把 曲面 面积 定义 为 内 接 折 面 面积 的 上 确 界 。 

我 们 将 许 巨 区 的 例子 稍 作 改 变 ， 以 便 更 直观 地 用 几何 方式 说 
基 间 题 ， 

考察 一 个 半径 为 丸 高 为 万 的 直 图 柱 (为 了 狂 述 方便 ， 我 们 认为 
这 直 圆 柱 是 竖 直 放置 的 一 一 其 母线 疏 直 于 水 平面 )}。 取 充 分 大 的 
自然 数 m， 作 内 接 于 圆柱 的 正 2" 楼 柱 ，。 下 面 ， 我 们 从 P 的 侧 
面 出 发 ， 作 一 串 更 接近 于 圆柱 侧面 5 的 内 接 折 面 。 设 ABB1A. 是 
P 的 一 个 侧面 矩形 。 过 抵 形 48B,41 的 中 心 咏 ， 作 这 年 形 面 的 恒 
线 ， 交 这 和 拒 形 所 堆 的 较 小 的 那 一 段 圆 柱 而 于 C 。 用 站 线段 联结 
4C5C BO AIC。 我 们 从 矩形 面 ABB1A1 出 发 ， 得 到 了 由 四 个 
兰 角形 面 组 成 的 内 接 于 圆柱 人 情 面 的 折 面 4BBIA4ICC 图 15-1) 。 请 注 
淮 。 具 有 水 平 边 的 两 三 角形 面积 之 和 大 语 

AB* CD, 
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入 | 


图 15~] 


把 A 的 中 点 记 为 A，，BABi 的 中 点 记 为 B。， 对 和 矩形 A48B。As 种 
41B1BsAs 重复 上 上 面 的 做 法 ， 得 到 4BB,AeCl 和 A1B1BoAsC:。 特 
这 两 块 拼 起 来 代 焰 488141:.0。 我 们 看 至， 具有 水 平 边 的 四 个 三 . 
角形 面积 之 和 大 于 = 


2AB := OD. 


继续 上 面 所 说 的 手续 ， 在 对 P 的 每 一 侧面 做 了 "次 对 分 之 后 ， 我 

们 得 到 内 接 于 剧 柱 面 的 一 个 折 面 ， 这 折 面 的 具有 水 平 边 的 各 三 角 

形 的 面积 之 和 大 于 i 
27*3ADB 万， 


对 于 任意 取 定 的 冲 ， 只 要 m 充分 大 ， 所 作 的 内 楼 折 面 的 面积 可 以 
大 于 预先 给 定 的 任何 正 数 ， 

读者 已 经 注意 到 ， 随 着 1 越 来 越 大 ， 所 作 折 面 中 具有 水 平 边 
的 各 三 角形 面 与 圆柱 茄 的 切 平 面 的 类 角 也 越 来 越 大 。 这 正 是 问题 
的 症结 所 在 ， 为 了 合理 地 定义 曲面 面积 ， 就 应 去 求 遂 近 曲 面 的 各 
平面 小 块 趋 于 与 曲面 切面 平行 的 位 置 。 从 这 分 析 得 到 启发 ， 我 们 . 
作出 如 下 的 定义 ， 
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设 $ 是 一 块 连续 可 租 曲 面 ， 它 在 每 一 点 有 傅 定 的 切 平面 。 用 
分 段 连 续 可 微 的 租 线 将 S 分 成 耕 干 小 块 ， 
SSa ees Sns 
一 一 我 们 把 S$ 的 这 样 一 个 分 宕 记 为 I， 并 约定 记 


Ix!l= max diam Si1, 
li 


这 里 diam 5S; 表示 集合 Sy 的 直径 。 在 所 分 割 的 每 一 小 块 3 中 任 
取 一 点 Qjy， 过 口 ; 作 5 的 切 平面 了;。 将 5S; 武直 投影 于 了 上， 
得 到 宁 , 于 的 一 块 平面 区 域 ， 这 平面 区 域 的 面积 记 为 rtS;y)。 考 
仁和 数 


(2.2) r(S TD) = > rSy), 
= 


:向 面 块 S 的 面积 ctS) 恕 定 区 为 
7S)= lm CS,)。 


下 面 推导 曲面 面积 的 计算 公式 。 先 介绍 简单 则 面 、 正 出 上 曲面 
等 概念 ， 
设 马 是 R? 中 的 一 个 区 域 ， 向 景 值 函数 "us0) 在 D 上 连续 ， 
:曲面 5 的 人 若 数 方程 为 
T=r(u, vs Cu) EDD, 
如 时 映射 r(a 雪 是 单一 对 应 ， 那 么 我 们 就 说 呆 是 简章 曲面 。 
设 了 DD 是 R? 中 的 一 个 区 域 ， 曲 而 3 的 参数 方 稚 为 
下 =T(H ,0), (CHU)ED,。 
如 果 rtus#) 是 连续 可 微 映射 谋 且 洲 足 条 件 
rr 0 Yu ED, 
那么 我 们 就 说 5S 是 正则 蝎 西 。 
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Fd ph i I be 


我 们 来 推导 计算 正则 
简单 曲面 面积 的 公式 ， 设 
正则 简 单 卓 面 S 的 参数 方 
程 为 
一 Up CH DD, 
昨 寡 数 曲 线 网 

“= 常数 ， "= 常数 ， 加 
把 曲面 5 分 成 小 志 。 二 一 
小 块 存 切 平 而 上 的 投影 的 面积 可 以 近似 地 琳 示 为 (参看 图 15-2)， 


[roAuxroAo = |r, x ro AuAv, 


于 是 
SSR)= Dryxre! AvAv, 


由 此 得 到 
. CS) = | lim TS 


= |ir, x rtdudo. 


这 就 是 简单 正则 曲面 面积 的 计算 公式 。 

我 们 考察 这 样 的 情形 ，3 只 是 分 抉 正 则 的 曲面 ， 而 且 可 以 有 
重点 。 如 果 能 够 把 宁 剖 分 成 井 于 块 正 则 篇 单 曲面 ， 那 么 斌 可 以 分 
块 计 算 而 积 ， 然 后 再 相 加 。 如 果 这 时 8 呈 殷 有 统一 的 参数 表示 ; 

rrv), Cu veD, 
部 人 么 份 有 同样 形式 的 计算 面积 的 公式 ， 


roy -| xruldudr, 
上 


下 面 ， 我 全 把 曲面 面积 的 计算 公式 改写 为 几 种 形式 ， 以 便于 
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以 后 35 用， 
第 一 种 形式 “因为 
ru XxXru= AF+ BI+COER, 


DC》 _ OCs, x) 
BU VY Cu 4) 
= 
OCu, D3 


所 以 
oCS) = | | TB TG iudy. 
Pp 


第 二 种 形式 ”利用 恒 等 关 系 


ry x rvul?+ 《yuyro)2 = rl rs, 


可 得 
lrexrol =v rll Cr re) 
我 们 峡 忆 起 
Jr?=E, lr,l*=G, 
{rusTro}= FF, 


一 一 这 里 ,下 和 CG 是 曲面 第 一 基本 形式 的 系数 。 于是， 又 得 到 
UTES) =- || vec - Fdudy, 


我 们 看 到 ， 上 曲面 的 面积 完全 由 这 曲面 的 第 一 基本 形式 决定 。 
”至 于 显 式 表示 的 曲面 
=X) Cry) ED, 
它 可 以 看 作 参 数 曲 面 的 一 种 特殊 形式 ， 
| tx 区 人 已， 
名 三 YY 
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计算 得 


人 
2XT De _ 四 
Ber ay” 
CX, y) 
CC 1 
-| 加: 国 
4 十 吾 +C 3 3 十 了 
= wp 十 呈 十 
珂 而 有 - 
os)= [|r TR Tardy, 
Ee 
= -9 
D7 jx’ 4 By" 


2.b 第 一 型 曲面 积分 


定义 ” 设 8 是 一 张 可 求 面积 的 曲面， 函数 f(x,y,*) 在 5 上 
有 定 头 。 把 5 分 完 为 有 限 块 可 求 面积 的 小 曲面 块 
Sl as "nm 


“我 们 把 这 样 一 个 分 项 记 为 趣 ， 并 记 


Ixi= max diam Sy. 
1 


这 里 diam 5S; 表示 曲面 块 Si 的 直径 。) 在 每 一 小 块 曲面 Si 上 


古音 选取 一 点 
Qf OQ=1,2," ,1, 
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然后 作 和 数 


(2.3) DODoGOS OY) = PEN 0S,). 
T=1 了 一】 


当 171 一 0 时 和 数 (2.3) 的 极限 就 称 为 函数 了 落 曲面 8 的 第 一 型 
曲 轩 积分 ， 记 为 


[frao= tm SVS). 
2 时 | 二 各 j=-1 


读者 容易 看 出 ， 第 一 型 表面 积分 作为 和 数 的 极限 ， 应 该 具有 
线性 及 可 加 性 竺 性质. 
以 下 推导 第 一 型 曲面 积分 的 计算 公式 。 基本 的 假设 是 ， 
《1) 8 是 正则 简单 曲面 ， 它 的 淹 数 方程 为 
r=r(H,0), (t,t 和 已 ， 
一 一 其 中 忆 是 一 个 有 界 闲 区 域 ; 
(2) 图 数 Fx ,ys 在 S 上 韦 续 。 
由 于 复合 函数 Frkuy 罗 在 万 上 的 一 致 连续 竹 ,对 任 淮 
z 半 0， 可 以 作品 的 充分 细 的 分 类 ,使 得 在 所 分 成 的 每 一 有 闭 子 区 域 
D; 上 有 ， 
fr ru ,| 
WO), (Hu I ED,, 
在 每 一 DD} 上 任意 选取 一 点 Ci 记 
加 iT 
又 记 
Sy: T= (CHD ED;, 
我 们 来 考察 和 数 


(3.4) ,FQDoS)) 
i . 
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= DP fru Di) [Wauav, 
j D1 
这 里 为 书写 简便 引 人 记 号 : 


W= [|r xrot 


du,’ Bu vw}! 


_ Ox) 
C= Hu) 


~ E=|rl:, G= r,s, 
F= trTys ry)s 
将 和 数 (2.4》 与 下 面 的 积分 比较 ; 


了 = 由 (Cr) >W dudyv 


= Fee Wan 


我 们 看 到 


PAPI -| 
1 


< fie -fr wD) IWaudy 
?i 


SE S| wavar = ect), 


1 bj 


这 证 明了 


a 1 


Jim Sf QD eS) = 7, 
F 


在 毛 设 条 件 下 ， 我 们 推导 出 第 一 玉 曲 面积 分 的 计算 公式 ， 


j 1KO)dc 


一 [feu UY SIV dudyv, 
bp. 


其 中 
W= lr, xrol 
-NT BF. 

述 可 以 考察 这 样 的 情形 ，S 只 是 分 抉 正则 曲面 。 对 这 情形 ， 
如 果 能 够 把 8 剖 分 成 着 干 块 正 则 简单 曲面 ， 那 么 就 可 以 分 块 用 上 
面 的 公式 计算 ， 然 后 再 相 加 。 如 果 这 时 5 仍 有 统一 的 参数 表示 ， 

r=ru,0), Cu ED, 
那么 仍 有 同样 形式 的 计算 公式 


joae . 


= [fixe sy Gus) ,zu Wands, 
BD 


2,6 例 古 
例 1 设 S 是 球面 
XI + y+ sd, 

试 计算 5 的 面积 nkS) 。 

解 ”我 们 8 人 球面 的 参数 方程 

r=rfg,p)， 0,9 ED, 

这 里 
48 


ro, py = (a cosp cos pa aing cos pa in op}, 


p= | (0,99 1 002, -Co 


计算 得 
re=( -083ing co n,n cos gd cos ,0), 
Tp = 0 C0080 Sia, — i singdsing,a tos py 
E=irol:= a: cos， 
FP=(ro,Tn) = 人 0, 
G= ryl:=a, 
W=v EO- PF? =a: co gy, 
所 求 的 面积 为 
oS) :jjv EG -FY dgdy 
内 袜 fA2 
=a| al cos pd = A402 
0 — /2 
例 2 试 计算 球面 
XX 
被 围 在 柱 面 
XX 
之 内 的 那 一 部 分 的 面积 。 


解 ” 由 于 对 称 性 ， 所 求 的 面积 为 其 在 第 一 填 限 内 的 部 分 的 4 
伴 。 仍 用 僻 1 中 的 参数 表示 ， 我 们 把 所 求 的 面积 表示 为 


oN) = jj EC 一 FF dodp 
三 


=4a’ | |eos » ddg, 


四 


， 40 


为 确定 积分 区 城 4， 拒 球面 的 参数 表示 代入 不 等 式 


x 


这 样 得 到 


CO WETOBH COB Ps 


我 们 看 色 ， 08,8) © A 应 满足 这 样 的 条 件 


| O00 Or 


GOB VCOS YH 08 站 


由 此 确定 
4={ op) 0<o<e<3}. 
所 求 的 面积 为 
GCSY = se ae| tos Ww dy 
一 4 {1 — sin pydp 
= 4 到- 1) = 2 -2)a3。 
例 3 试 计 算 双 由 抛 物 面 z=xy 被 围 在 辕 柱 面 寻 + 凡 
第 ”计算 得 
p= =, 4 一 了 三 式 ， 
wp 的 + = Xt+1, 
于 是 


SY = jl Vv xi+y +1 drdy, 
PT 
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i 


= 苹 从 


换 极 毕 标 计算 得 到 : 
oS =| av r+1lrdr 
= 守 [erD -1 
例 4 同 纪 下 两 可 分 相关 多 少 ; 


I= | ty 十 edo, 


I -je 十 3 十 号 3 下 厅 ， 
FrF 
这 里 
Sl 2 + y+ = i}, 


P={(x,y, 11x| + lyl + |2) =a}, 
解 ”根据 曲面 积分 的 定义 ， 很 容易 求 出 第 一 个 积分 


t= | farao = dmat, 
利用 对 称 性 可 以 简化 第 二 个 积分 的 计算 ， 
T= [ex Ty +a) do, 


让 组 的 Pi 是 也 在 第 一 卦 限 的 那 一 部 分 ， 这 部 分 曲面 可 以 用 显 式 
方程 者 示 为 
一 
d= {x V0 x+ yd}, 
计算 得 


FF 记号 
页 三 一 一 1，, = 下 二 一 | 


5 了 


v DFRTL =VE. 

了 是 得 到 . 

了 = ev 3 ||-x: + 二 (4 一 交 一 yy dxdy 
引 ， 


二 8 下 ||zaxdy 十 | yidxdy 


1 好 1 


] 
+||c 一 天 一 ydxdy 。 
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直接 计算 得 
| aay = [larady 
二 jax| ydy - a!, 


a 14 


fe- 和 一 dxdy 
41 


= | ad (a x— Hdy 
心 自 


我 们 得 到 
六 而 四 
了 一 了 =2(2f 一 ww 3)at, 
例 5 ” 试 计算 积分 
= ||zto, 
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这 里 5 是 一 段 螺旋 面 ， 


r= {Cu oo08 v1 3inv, du), 
0 和 4 之 G，0< 三 1/ 大 
解 ”直接 计算 得 到 
Fu = oor ve, sn vt OD), 
rT» ={ usinv, cos td), 
E=lr,.F = 
F=(ru ru)=0, 
G=|r,l =ut 扣 ， 


vwECGC- Fi=v uu:+b:, 


因而 
= by ui + bidudy 
站 硬是 芯 生 
| 
= rb(av ar Fb +b2 Ja 二 vc + “e+ ). 
例 6 试 计 算 积分 


L = |jzar， 
3 


其 中 有 是 球面 车 + 2 = 2 
和 解 3 引 作 球面 的 参数 表示 当然 可 以 进行 计算 (请 读者 自己 练 
习 ) ， 人 恒利 用 对 称 性 可 以 几乎 不 进行 计算 直接 得 出 和 苦果 。 事 实 


上 上， 我 们 有 
ja ~ J yee -ja 


所 以 
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二 = 了 | + +2)HO 


第 十 六 童 ”第 二 型 曲线 积分 与 
第 二 型 曲面 积分 


$1 第 二 型 出 线 积分 


我 们 已 经 熟 藻 了 “对 杠 长 ”的 曲线 积分 一 一 第 一 型 曲线 积 
分 。 这 里 再 来 讨论 “对 坐标 ?的 曲线 积分 一 -第 二 型 曲线 积分 . 


1.a 定义 与 性 质 
一 条 参数 曲线 
pr r=r(t), 1t€EDJ, 
总 是 可 以 定向 的 。 例 如 我 们 可 以 挝 择 参数 t 增加 的 方向 为 曲线 的 
正方 向 。 指 定 了 正方 向 的 一 条 曲 线 被 称 为 有 向 曲线 ， 
设 在 空间 某 区 域 2 中 有 一 个 力 场 
= 
设 有 一 个 单位 质量 的 质点 在 这 力 场 中 说 一 条 曲线 7 从 4 点 移动 到 
B 点 。 我 们 来 考察 力 场 对 这 质点 押 仇 的 功 ， 请 注意 ， 在 这 样 的 癌 
题 中 ， 应 该 把 ? 罚 作 是 从 站 到 8 的 有 向 曲线 。 因 为 沿 同 一 条 曲 
线 ， 从 日 移动 到 和 4 所 人 微 的 功 ， 与 从 A 移动 镜 8 所 微 的 功 ， 一 般 赴 
个 上 器 的 《符号 正好 相反 》。 
设 曲 线 7 的 参数 方程 为 
rr 一 fff trCE[a 有 ]。 
给 参数 区 局 一 个 分 割 
Ty Ot 


村 是 曲线 ?7 被 分 成 ”小 贫 。 在 第 j 小段 上 ， 力 场 对 质点 所 做 的 功 
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可 以 近似 地 表示 为 
Wi 一 上 由 Ar,, 
这 里 
Ar, =rtt;) — rtf 
于 是 ， 力 场 对 这 质点 所 屋 的 功 可 以 近 伺 地 天 示 为 ; 
> . Ar, 
当 ] 广 | 一 0 时， 上 式 的 极 毛 就 应 是 所 求 的 功 W， 
(1.1). W = lim DF-As,, 


设 Plx,y,2)， Q(x, #3) 和 R(T YR 下 (zyyy2) 在 三 个 尝 标 辐 
方 回 的 分 量 ， 则 (1.1? 式 和 可 以 写成 以 下 形式 ， 


[el -+o 


W= lim SCPAxr; +DAy; + RAS,). 
j=1 


从 以 上 讨论 得 到 启发 ，3| 出 了 第 二 型 曲线 积分 的 定 尺 。 
设 ? 是 一 条 连续 参数 曲线 
r=r(ty, tELa,8]. 
为 确定 起 见 ， 我 们 假 笔 参数 增加 方向 为 曲线 的 正方 问 。 
主义 设 Y 是 如 上 所 述 的 一 条 有 向 连续 曲线 ，P(MD)= 
Pryyyz) 是 在 7 上 连续 的 一 个 数值 国 数 。 给 曲线 7 的 参数 区 间 
fa 有 任意 一 个 分 着 
邢台 王 名 所 < 
于 是 7 被 彰 分 为 昌 线 段 
Vs Vor y Pns 
这 里 
Vis DEF 
1=1:2, 1, 
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在 每 一 曲线 展 7， 上 和 任意 选取 一 点 
Mr = CR VTE SAE) 
i= ly2 s,s 


然后 作 和 数 
《1.2) SPCM NAY; 
t=1 
(Ax, = Xtt,) — X(t} = 1,2, ns 


当 | 严 |-=> 0 时 ， 和 数 (1.3) 的 极限 《如果 存 在 就 定义 为 消 数 PP 
涪 有 向 曲线 ?对 * 举 标 的 曲线 积分 ， 记 为 


pdx = lim A 
|.P lm BIPM AY,. 


用 羔 似 的 方式 ， 可 以 定 关 图 数 上 0 对 8 玲 标的 曲线 积分 和 少数 
办 对 :坐标 的 曲线 稻 分 : 


[ Ody =lim SS OCM AY, 
0 i 
| Rdsz = lim RM, Az,, 


以 上 这 些 对 些 标 的 曲线 积分 ， 统 统 被 称 为 第 二 型 曲线 积分 。 
我 们 还 约定 记 


| Pax +Qdy+ Riz 
-| Pdx + Ody + | Rdz, 
这 积分 的 向 量 式 写 法 是 


ee, 
? 
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其 由 
FF= Di tOF+ RR, 
dr = dxi + dy2 + dzk, 
如 果 有 向 曲线 ?的 始 端 与 终端 相 衔接 ， 那 么 我 们 就 说 ?是 一 条 用 


有 向 曲线 。 对 于 次 用 有 向 曲线 的 积分 ， 常 常 把 积分 号 写作 趾 。 僵 
如 


中 所 dr， 中 Pdx + Ody + Rdz 


等 等 。 . 
从 定义 容易 看 出 ， 第 二 型 曲线 积分 具有 以 下 重要 性 质 ( 假 定 
各 等 式 右 端的 积分 存在 )， 


1， 线 性 
| Cof + Bgydx =a| faz+8| gdx, 
+ 9 和 
一 一 这 里 a 和 8 是 常数 ， 


2。 可 加 性 


设 六 和 入 是 两 有 向 曲线 ，7 的 终端 就 是 的 始 足 ， 我 们 
腹 记 号 ?= 和 ++ye 形 示 由 方 和 入 连接 超 来 作成 的 有 向 点 线 ， 则 
有 


| rax=|, fdx+ 1, fdx; 


3。 有 向 性 . 


如 果 用 记号 ~Y 表示 由 有 向 曲线 ? 反 转 定向 而 得 到 的 有 向 具 
线 ， 那 么 就 有 
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| fax= - | fax. 
注 记 平面 曲线 z 
y, x=X0 ,y=y), icEra 有 ] 


可 以 看 做 空间 曲线 的 特殊 情形 ， 沿 这 样 的 曲线 显然 有 


| Rdz=0 
他 


因为 沼 这 曲线 三 0。 因 而， 对 于 平面 曲线 7Y， 只 顷 考 虐 以 
下 形式 的 积分 ， 


| Pdx + Ody, 
时 


1.b 第 二 型 曲线 积分 的 计算 


设 7 是 一 条 连续 可 徽 的 参数 曲线 ， 它 的 回 量 方 到 为 
二 Tt7， 二 所 ]。 
用 分 量 表示 ， 曲 线 7 的 方程 可 以 写成 


x= X(t), 
-se teE[la, Bj. 
w= et{t}, 
为 确定 起 见 ， 我 们 假定 7 以 堆 数 增加 的 方向 为 正方 同 。 
定理 设 )} 是 如 上 所 述 的 一 条 有 向 曲线 ，P,@ 和民 是 在 
上 连续 的 函数 。 则 有 


| Pdx + Ody + Rds 
F 
1 
-| [PxCHY yf) st Nx Ct) 


TOUXCI OE UHI Ct) 


S$ 他 


+ REXCE), 了 人 7) 名人 7) 多 Ct) ] 
证 明 国 为 (在 财 区 间 [cy,8j 上 有 界 ， 可 设 
| 的 [| 委员， 站 全 La, 有]。 


又 因为 复合 函数 Px Oy(t) ,z(t)) 在 闭 区 间 [6, 站 一斑 和 连续， 所 


所 对 任何 5 汪 0， 存 在 >0， 使 得 只 要 
t,t 刁 La, pb], 六 一 拉 | <5， 


就 有 
[PCxct), y{t), #01)) ~ POX(t YY ) ZE | <。 


对 于 La, 58] 的 分 割 
Ny Ct = 


和 任意 选取 的 
TE Lttj]s 1=1,2,"*,n, 
只 要 
[x|<é, 


就 有 


EPs) vrs)sacr)) As 
- fpr, sc), aC) Ct| 
- 总 Peer Cd 
_ >], Pe ye) Yr cf dt | 


<3], [POC HO Cr1) ,st;)) 


fj-1 
— PX Yt) tL)) | Ix Cty | dt 
吹 0 


ek 二 | di=EK(A— a), 

i i~1 

这 证 明了 

lim DjPlxtri) YT ET Axy 
i . 


lst 


a 
-| PXCIY, ys EY YY Ci) dt, 


至 于 对 2 坐标 的 和 对 坐标 的 另外 两 个 积分 ， 可 以 用 相册 的 办 洗 
处 理 ， | 

例 1] 设 质量 为 由 的 质点 沿 任 意 连 续 曲 线 从 空间 位 置 4 移 
动 到 伺 置 叶 。 试 计算 重力 对 这 质点 散 的 功放 。 

组 设 在 OXYZ 直角 坐标 系 中 ，OZ 轴 是 紧 直 向 上 的 ， 则 . 
荔 玉 可 以 表示 为 


w=| —ma)ds= -mg | az 
报 据 定 尽 容易 得 到 


| .az = 2 
因而 
WW = mg{(R4 ~ Spy, 
我 们 看 到 ; 化 力 场 对 质点 所 懒 的 功 , 愉 与 超 点 与 终点 的 位 置 有 关 ，. 
与 经 过 的 路 径 无 关 ， 
例 2 试 计 算 


人 1 


这 里 口 是 0XY 平面 上 中 心 在 原点 半 笃 为 & 的 圆周 ， 己 是 志 OX 
邦和 7 轴 为 对 称 轴 并 且 两 半 转 长 座 分 别 为 a 和 的 椭 央 内 ， 
解 ” 我 们 写 出 C 的 倒数 方程 


基 二 家 Cos +, 
| :E [0,2z]。 
由 一 此 Bint, 
用 上 面 定理 中 的 公式 进行 计算 得 
了 = 3 jie cos tta cos £} ~ a in tt(— 4aint) dt 
= x A, : 
同样 可 得 


了 = 


在 例 2 中 ， 我 们 看 到 ， 对 于 ?=C 识 者 Y=E 的 情形 ， 积 分 


去 中 xdy 一 3dz 
正好 等 于 ?> 所 国 图 形 的 面积 。 这 一 结论 可 以 推广 于 很 一 般 的 情 
形 ， 我 们 将 在 以 后 作 进 一 步 的 讨论 ， 
例 5 试 计算 
K -中 xdy+ yax, 


L = 中 rdy+ ydx, 
Ey 


这 里 和 E 如 例 2 中 所 述 ， 
解 ” 用 参数 表示 进行 计算 得 


杰克 
k= | {eos: i — sin? 1)dt = 


间 样 可 得 


L=ab | Ceos i— sn? 1ydt = 人 0, 
. 


 _ 倒 4 试 计算 
| xdy — ydx 
M= Ei, 
这 里 CC 同上 两 例 中 所 述 ， . 
解 ” 用 套数 表示 进行 计算 可 得 
M = 9x, 


例 5 试 计 算 
| N=| Xx + Oy + gO, 
上 
这 里 瑟 是 图 螺旋 线 ， 
Y=0008t, y=asint, 一 六 


[st 


解 ”我们 有 
MN -| [eecost str 一 Gasin 的 


+asinte (Ca cos t) + bd 
= 2knp2. 


1.c 与 第 一 型 曲线 积分 的 联系 


考察 连续 可 微 曲线 局 ，; 
r= rit), teE[a,b], 
这 里 假 谈 
rE0, VitEFa 5]。 
我 们 约定 以 参数 增加 的 方向 为 曲线 G 的 正方 向 ， 于 是 ， 沿 C 正方 
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向 的 切线 单位 同 量 为 
r’(t) 
|r’ ct) 1* 
我 们 把 这 向 量 的 分 量 cos a,cos 8， tosY 则 其 有 向 曲线 CC 的 方向 
数 ， 
LX 
CK OO FCOY CE + CE FY)? 


A 


D8 并 


ET 


yy 
VDP C+ 2 C2)" 


设 函 数 POX,5,2),OC7,V 2) 和 RCxX,y,z) 在 曲线 CC 上 连续 , 则 有 


| pdx + Ody + Rdg = | ez: + Oy’ + Re’ Jdi 
[hy [a 


= | (Peosa+Q eog P+R eosY) 
VAT 
=| Peosatieospt+R eos yds, 
Ly 


这 样 ， 借 助 于 方向 数 cos aeos 8 和 #03 了 ,我 们 把 第 二 型 曲线 积分 
形式 上 表示 为 第 一 型 曲线 积分 ， 
| Pdx + Qdy + Rds = f {Peosat@ eos f+ Reos ryds., 
_ : 司 
请 和 注意， 第 二 型 曲线 积分 与 第 一 型 曲线 积分 粗 比 较 ， 有 一 个 根本 


不 同 之 处 ， 第 二 型 曲线 积分 是 有 向 的 ， 而 第 一 型 曲线 积分 是 无 癌 
的 。 在 .上 向 的 公式 中 ， 之 所 以 能 用 第 一 型 曲线 积分 表示 第 二 型 曲 
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线 积分 ， 是 因为 在 被 积 函 数 中 引入 了 方向 数 一 一 当 曲 线 反 转 定向 . 
时 ， 各 方向 数 都 改变 符号 。 


$2 曲面 的 定 同 与 第 二 型 曲面 积分 
2.a 问题 的 提出 


我 们 通过 一 个 实际 向 题 ， 引 出 第 二 型 曲面 积分 的 概念 ， 设 洗 
体 在 空间 某 区 域 9 内 流动 ， 并 设 这 流动 是 稳定 的 一 一 这 就 是 说 ， 
在 侣 中 任意 一 点 (x,y,z) 观察 。 流 经 该 点 的 流体 质点 的 速度 不 
随时 间 而 改变 。 这 样 ， 速 度 "只 是 点 (xyyvz) 的 国 数 


v= 0 ys) 【和 了 人 从。 


没 $8 是 吕 中 的 一 菇 砷 面 。 我 们 项 望 计 算 在 单位 时 间 内 从 曲面 人 3 的 
一 倒流 向 另 一 便 的 流体 的 量 。 请 注意 ,流量 与 曲面 5 的 定向 有 并， 
即 与 我 们 指定 曲面 5S 的 哪 一 侧 为 正 侧 有 关 。 从 负 侧 流向 正 侧 的 流 
体 的 景 算 作 正 的 ， 而 具 正 倒流 阿 负 侧 揭 流 体 的 量 算 作 负 的 ， 

为 了 计算 济 量 ， 我 们 在 曲面 5 上 和 在 到 一 块 微小 的 面积 元 dc， 
并 把 这 面积 元 的 法 线 上 指向 正 侧 的 单位 向 莉 记 为 ma。 于 是 ， 在 单 
位 时 间 内 ， 通 过 这 曲面 微 元 的 流体 的 量 为 

dD = C0 ndo, 
一 请 参看 图 16-1 。 因而， 
在 单位 时 间 内 ， 通 过 曲面 5 
和 的 流体 总 量 为 


各 = || Cv md, 


几 分 量 来 表示 ， 议 
={P,O0,R), 


R= (co050c05 Pcos YF), 国 16-1 
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别 有 
9= ||eeosarceosprReos7ac， 
我 们 把 形状 如 ， 
[fe eos a+ Qeo p+ Reos rydo 
s 


的 曲面 积分 叫做 第 二 型 曲面 积分 。 请 注意 ， 虽 然 上 式 写 成 第 一 型 
曲面 积分 的 形式 ， 但 因为 谱 积 表达 式 含有 曲面 的 方 阿 数 cos 0， 
cos 上 各 cos 以 即 药 面 正 侧 单位 读 同 量 的 分 其 )， 所 以 这 积分 与 曲面 
的 定 阿 有 有关。 如 果 改 变 曲 看 的 定向 ， 把 原来 的 负 侧 当 微 正 侧 ， 那 
人 么 所 有 的 方向 系数 都 改变 符号 ， 整 个 积分 就 改变 符号 。 我 们 强调 
描 出 : 第 二 型 曲面 积分 是 一 种 有 问 的 积分 。 


2.b6 曲 丙 的 定向 
在 正式 叙述 第 二 型 曲面 积分 的 定 交 之 前 ， 需 村 对 曲面 的 定 何 
作 一 些 说 明 ， 
首先 ， 我 们 指出 ,任何 正则 简单 曲面 都 是 可 定向 的 。 事 实 上 ， 
设 
SS: PF=r(HVY, 《ab E 天 
是 一 抉 正 则 简单 曲面 。 因 为 
ru x rv 0, 
所 以 蛤 面 3 在 各 点 有 确定 的 波 线 ， 两 疝 量 


Tu Xr 
fr xr 


都 是 落 线 上 的 单位 向 量 。 我 们 可 以 指定 其 中 一 个 方向 为 正方 阿 ， 
例如 可 以 指定 
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+ 


可 上 ra xx ra| 
欧 指 向 为 法 线 的 正方 向 。 当 参数 对 《up 连续 变化 时 ,这 样 指定 
章 正 靶 向 单位 向 量 也 连续 变化 ， 不 会 突然 转 到 相反 的 方向 上 法 ， 
我 们 约定 把 曲面 正 疲 线 指向 前 一 侧 叫 做 正 便 ， 相 反 的 一 侧 叫 数 负 
侧 ， 于 是 曲面 明确 地 分 出 正 负 两 侧 来 一 一 这 样 的 曲面 叫 双 期 曲 
面 ， 

对 于 非 简 单 的 正则 参数 由 面 ， 如果 仍 按照 上 面 所 说 的 方法 去 
确定 正 站 线 向 量 或 者 正 侧 ， 就 有 可 能 遇 到 麻烦 。 因 为 很 可 能 存在 
本 对 参数 (am 和 《aayp)， 它 们 对 应 着 曲面 上 的 同一 点 , 而 在 
接点 的 两 法 向量 | 

Ya X rolew, so)) 和 Fux foleu, sty) 
其 有 相反 的 指向 ， 

下 面 ， 我 们 介绍 不 可 定向 曲面 的 一 个 非常 有 名 前 例子 一 -第 
比 乌 斯 《Mapius) 带 。 

考察 一 条 绍 长 的 矩形 纸 带 AA'B'B( 图 18-2)， 


图 162 


我 们 设想 把 这 纸 基 次 曲 并 把 A’B" 与 AB 这 机 中 合 起 米 ， 法 时 
可 以 有 两 种 情形 。 

情形 ] 4’B’ 与 4 号 按 同 一 方向 类 合 《A; 与 4 粘 合 ， 8 与 
召 向 合 }。 这 种 稍 形 粘 合 所 成 的 曲面 可 以 看 成 -一 个 圆柱 体 的 侧 
适 。 很 容易 说 明 这 昌 [ 面 是 可 定向 的 。 因 为 我 们 可 以 把 从 国 柱 体内 
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这 过 侧面 疝 外 前 方向 ， 规 定 为 法 线 的 正方 癌 。 

情形 2 纸 带 4A-B 昌 在 杰 曲 的 过 程 中 同 时 扭转 ，A'8’ 地 
扭 了 180" 再 与 BA 粘 侣 《4 5 与 AB8 按 租 友 方向 粘 合 ,A 与 B- 
类 合 ， 了 与 4 和 粘 合 ) 。 这 样 粘 合 所 成 的 章 面 ， 补 称 为 罕 比 乌 斯 带 - 
《图 16-3)。 下 面 ， 我 们 将 说 明 ， 件 比 乌 斯 带 是 不 可 定 疝 的 。 


时 I6-3 图 186-4 


事实 上 ,按照 上 述 构 造 办 共 ,此 形 ABB' A 两 端的 中 点 0' 与 C0 
互相 粘 合 ， 因 而 原 矩形 的 中 位 线 CO’ 粘 成 了 一 个 闭 占 ， 如 果 让 点 
疡 滞 着 闭 团 CC 在 牟 比 乌 斯 带 上 弹 行 一 周 ,在 绕 行 过 程 中 保持 单 
位 法 线 向 量 连 续 变 化 ， 那 么 不 论 我 们 在 开发 时 指定 怎样 一 个 单位 
法 线 向 量 作 为 正方 向 ， 当 我 们 弹 行 一 局 再 回 到 出 发 点 时 ， 连 续 变 
化 的 单位 法 线 向 量 必 定 指向 相反 的 方向 (参看 图 18-4)， 

我 们 设 益 号 出 圆 福 面 与 伞 比 乌 斯 带 的 参数 方程 。 对 于 上 述 两 
种 情形 ， 实 施 粘 合 手 续 的 上 时候， 乍 形 A4’B’B 的 中 位 线 CO' 总 
是 烙 合 成 一 个 闲 圈 。 设 这 闭 圈 在 OXYZ 坐标 系 中 的 方程 是 


xity=a, -=0,. 
设 48 是 矢 直 于 这 贺 周 的 线段 
x=4, y=0, -bb, 
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情形 1 中 的 圆柱 面 ， 可 以 看 作 是 频 线段 48 语 怖 周 CC7 平行 移动 
生成 的 。 措 此 ， 我 们 写 出 这 必 福 面 的 参数 方 稳 


t= 605 UU, 
| x ain 全 
学 二 全 
DNDN, 一 ss 上 


在 情形 23 中， 线段 AB 消 贺 疝 CC 移动， 同时 缮 中 点 担 转 ， 在 环 
行 一 周 过 程 中 总 共 扭转 180"， 据 此 ， 我 们 写 出 不 比 乌 斯 带 的 大 
数 方程 


(< G 十 也 sin- jeos 如 
| ，- (< + VSin 《ji ty 
| 

| z os 了 ， 

Ou bvetb, 


利用 参数 方程 ， 可 以 通过 计算 验证 我 们 在 上 面 的 讨论 中 借助 
于 几何 直观 说 明 的 事实 。- 一 -对 两 种 情形 ， 分 别 考 察 


rv xr ,, DI=t0 0 和 rx rr 1, so 
就 能 指 东 央 性 而 与 奉 比 乌 靳 带 在 定向 问题 上 的 差 蜡 ， 具 体 的 计算 
与 讨论 留 给 读者 作为 练习 。 


我 们 党 党 会 遇 到 那 种 出 阁 干 块 速 续 可 微 曲面 “ 拼 簇 ”而 成 的 
估 面 一 例如 象 正 方 体 的 表面 那样 的 曲面 。 对 “拼接 曲面 ”的 定 
向 问题 ， 需 要 作 一些 说 明 ， 

”a》 在 平面 R* 上 ， 由 一 条 连续 并 且 是 分 段 韦 续 可 微 的 简 
单亲 曲线 所 围 成 的 用 区 域 ， 被 称 为 初等 区 焉 。 

()》 定义 在 初等 区 域 上 的 正则 简单 参 数 向 面 块 被 称 为 初 委 
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曲面 。 

C(t) 对 于 强 定 的 有 限 抉 初 欠 曲面， 如 果 共 中 任 意 两 块 至 多 
上 只 相 奖 于 边界 上 的 一 段 曲 线 ， 任 意 三 据 { 或 更 多 的 块 ) 至 多 只 相交 
于 边界 上 的 一 点 ,那么 我 们 就 说 这 有 限 块 初等 曲面 是 规则 相处 的 、 
- 下 现 则 相处 的 有 限 块 初等 曲面 组 成 的 曲面 ， 被 称 汶 拼接 曲面 ， 

前 面 说 过 ， 正 则 简单 参数 曲面 总 是 可 以 定 疝 的 。 每 一 块 初等 
曲面 上 当然 都 可 以 定向 , 5 的 定向 按照 以 下 法 则 在 其 边界 曲线 95 
土 诱导 出 一 个 定 厨 。 

《d)》 庄 导 定 向 法 则 ， 在 曲面 上 的 正 侧 涪 边界 曲线 38 的 正 
方向 前 进 ，E 应 该 始终 在 95 的 左 方 。 

(8) 设 Ei 和 Bs 是 规则 相处 的 两 块 初 等 曲面 ,并 设 这 两 块 
曲面 省 自选 定 了 正 向 。 对 以 下 两 种 情形 ， 我 们 都 说 £1 的 定 河 与 
上 , 的 定向 是 协调 的 ， 发 者 1 与 三 9 无 公共 边 界 曲线 {至 多 只 能 
有 一 个 公共 边界 点 ) 或 者 El 与 Es 在 公共 边 界 曲 线 上 所 诱导 的 
定向 正好 相反 。 

tf) 对 于 拼接 申 面 8$， 好 果 能 给 组 成 它 的 每 一 块 初等 由 击 
选择 一 个 正 向 ， 使 得 任意 两 正和 初等 曲面 的 定 问 都 是 协调 的 ， 那么 
我 们 就 说 这 挑 搂 曲面 5 是 可 定向 的 ， 我 们 还 约定 ， 把 小 调 选 择 的 
各 初等 曲面 块 的 正 向 ( 正 
铀 ) ， 汀 作 是 排 接 曲面 5S 的 
正 向 ( 正 柚 ) ， 

” 下面， 我 们 通过 具体 的 
例子 来 培 明 拼接 曲面 的 定 
条。 

例 1 考察 正方 体 的 表 

面 C 。 如 果 我 们 选择 各 面 块 
| ”向 外 的 法 线 方向 为 正方 向 ， 

图 1%-5 . 痢 么 这 些 面 块 的 定向 是 协调 
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的 〈 和 参看 图 16-5) ,因而 C 可 以 定向 。 

例 2 网 桂 体 的 侧面 5 可 以 看 成 由 三 块 初等 曲面 拼接 而 成 
的 .这 三 热 初 壬 出 面 可 以 协调 定向 ， 因 而 ~ 一 如 我 们 已 经 知道 的 
一 一 图 柱 面 工 是 可 定 同 的 《大 看 图 16-6 。 


图 16-6 


例 3 牢 比 乌 斯 带 虹 也 可 以 看 成 是 由 三 抉 初 等 曲面 拼接 而 成 
的 ， 但 这 三 抉 初等 曲面 不 可 能 协调 地 定向 。 一 这 特 合 我 们 已 经 
知道 的 事实 ， 件 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 的 〈 请 参看 图 16-7) 。， 


图 16-7 


2.c 第 二 型 曲面 积分 的 定义 : 
设 S 是 及 * 中 的 可 定向 正则 虞 面 。 如果 指定 了 S 的 正法 线 总 
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位 向 量 
| .= (eos oc08 ,cos y), 
那么 也 就 指定 了 这 曲面 的 正 侧 ，5 的 正 侧 通 常 记 为 +58 或 5*。 
我 们 还 约定 把 同一 曲面 的 相反 -一 侧记 为 ~S 或 5". 请 注意 ， 像 
+S 与 ~ 5S 这样 的 记号 完全 是 相对 的 。 我 们 先 指定 可 定向 曲面 $ 
网 任 何 -一 - 侧 作 为 +S， 另 外 一 侧 就 成 为 -S， 为 了 书写 简单 ， 有 
时 屠 也 就 把 + 5 省 略 地 写作 5S。 

设 S 是 如 上 所 述 的 指定 了 正 侧 的 曲面 ， 并 设 7 了 (MD) = f(x,y， 
2) 是 在 S 上 有 定义 并 且 连 续 的 函数 。 我 们 约定 把 


C2.1) | ji cos GCM) do 
市 做 函数 了 祝 曲 面 5 的 正 侧 对 yz 举 标 的 曲 面 积分 ， 并 约定 将 这 
和 分 记 为 

[tr,s,% dy A de, 
按照 定义 ;积分 2.1) 是 以 下 和 数 的 极限 ， 
Df (Ms) 208 a(M OS I), 

这 里 的 cos a(M 1) 0S) 是 微小 的 有 向 曲面 块 St 在 OY2 坐标 平 
面 上 的 投影 的 {有 有 向》 面积 。 一 一 这 就 是 我 们 采 用 记号 dy Ge 


莉 理 由 ,类似 地 ， 我 们 可 以 定 关 畏 数 了 沿 曲 面 5 的 正 钢 对 zx 华 
标 与 对 xy 举 标 的 曲面 积分 : 


。 
〔2.2) | jesyozdzAdz= ||f (MD eos BMY do, 
计 轩 向 


(2.3) fs nDar ANdy= {fim eos Mydo, 
十 太 四 好 . 


Ed 


以 上 这 些 对 弦 标 的 曲面 积分 ， 统 称 为 第 二 型 曲面 积分 。 为 了 书写 
简便 ， 有 了 上 肝 候 也 将 drAdz，dzAdz 和 9x 入 dy 等 记号 省 略 地 琶 
作 dydz，dzdx 和 dxdy。 例 和 如， 积分 (2.1) 可 以 记 为 


{|ex,s, sdyas, 
| 


在 不 竹 于 混 请 的 情况 下 其 至 可 以 更 租 单 地 沁 为 


| ess, avr. 
在 许多 实际 问题 中 ， 常 常会 遇 到 以 下 形状 的 和 ， 
(2,4) J penis ows, wasn 
+ |e mar nay, 


例如 ， 在 2.a 段 中 ， 我 们 拒 流量 的 计算 归结 为 以 下 形状 的 积分 


eesmao 
= 有 i C008 妇 十 Q C0 ee CO08 yj dc 
-有 PaAe -earAar+ Jaasaas. 
我 们 约定 把 〈2. 人 简单 地 记 为 
《中 .57 |PayAas+odzAax+ Rdx A\ dy, 


或 者 更 简单 地 写成 
7 


2.537 [fpayas + Odzdx + Rdxdy, 
生 窜 


如果 +S 的 法 线 单位 向 量 选 为 


n= (ros gro0s Pp,cos y), 


那么 -8 的 潜 线 单位 向 量 就 是 
— NAN={(- 030, -08 8, — cos TH}, 


我 们 看 到 


『 六 六 
| lx, HS) dy 5 = 用 roo 【一 cos gfRT do 


= -||fem) coa a(M) dg, 
也 就 是 
|| fev) dy Ade= -||1 (x ,2) dy de, 
这 说 明 第 二 型 曲面 积分 是 一 种 有 向 的 积分 : 如 果 改 变 曲 面 的 定向 ， 
那么 积分 就 改变 符号 。 


记号 ay 人 dz 表示 0Y2 坐标 平面 上 的 有 向 面 积 元 。 我 们 约 
定 以 OX 辆 的 指向 为 面积 元 ay Adz 的 正法 线 方向 ， 即 约定 以 


i 作为 面积 元 4y Adz 的 正厅 线 单位 向 量 。 我 们 还 约定 : 记 守 dz 人 . 


dy 表示 以 -为 正法 线 单位 向 量 的 同一 块 面积 元 ， 因 而 
ds Advy= ~ Lydz, 
对 于 面积 元 dzAdx 与 dx 人 dz，dxA 信 dy 与 dy 人 dx， 也 有 类似 的 
的 定 : 
dx ds= 一 和 dx 
dyAdr= 一 Ady。 
于 是 ， 我 们 约定 


了 4 


rasads = -| pdyA\ dg, 
| ere- 一 | oaeAam 


| | Ray A dx= 十 RdxAdy。 


如 果 S 是 可 定向 的 拼接 曲面 ， 那 么 治 +5 的 第 二 型 曲面 积 
分 ， 就 定义 为 同一 被 积 表示 式 沿 各 曲面 块 正 侧 的 积分 之 和 。 
对 于 可 定向 的 闭 曲 面 ， 人 们 常 末 用 带 轿 的 积分 号 ,例如 


. 
pdvydz + Odzdx + Rdxdy, 
+ 富 


9 “ 阅 "， 用 以 强调 这 里 积分 所 展 布 的 此 面 是 
可 定向 的 “六” 曲面, z 


2.4 第 二 型 曲面 积分 的 计算 


我 们 来 考察 正则 简单 曲面 
SS: 二 了 人 tu,W ED, 
这 曲面 的 单位 祷 钱 向 晤 为 
re 
2.8) n tr er 
二 Ai+ Bij+Ck 


一 4 
= Cog ai+ eos 请 F + cos yk, 
其 中 
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性 十- 


VA re Ce? 
A 
全 
人 Da 关 一 I 
A OSX) 
Cu) dCu, 9) 
OX, 
C= I, v)” 


根据 第 二 型 曲面 积分 的 定义 ， 我 们 有 
|feesraarwAac=[fe Cos far 


土 态 - 
= | | P= AT+Hi + dudy 
| AI+HBi+O? . B+C 


= +feaaues. 
这 里 的 二 号 须根 据 昌 面 的 定向 来 选取 。 如 果 在 (3.6) 式 中 选取 + 


号 来 表示 曲面 5 的 正法 线 方向 ， 那 么 这 里 也 应 选取 + 号 。 反 之 亦 


然 ，。 
于 是 ， 我 们 把 第 二 型 曲面 积分 归结 为 参数 区 域 上 的 二 重 积 
分 : 


《2.7) ， 人 PdyAdz= + | | PAdudy, 
中 奈 DD 


了 


{2.7), | Qqz Adx= + | OBdudy, 


{2.7) a [ee Gy 一 | Rcduar, 
一 般 地 ， 我 们 有 计算 公式 


2.7?) | Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


- +| (PA+QB+ ROYdudv, 
Eh 


氛 上 种 式 右 边 的 P,Q ,RR 分 别 害 示 
P(x CH,v) Vn) stu ), 
Qu NOD) ECHO 
RYH POND 2, Ds 


_ Oy, B= te, x) 
G02) Ku 
OX, J) 
OCHyv) 


各 式 右边 积 和 分 号 前 的 土 号 ， 要 根据 曲面 的 定向 来 选取 ， 
显 式 表示 的 曲面 


S, z = fry), 《YE 万? 
可 以 看 成 是 以 (x, 加 为 参数 的 曲面 ， 对 这 稼 形 有 


-0 ps0 oe 
4= -3 = 和 C=-1, 


于 是 ， 第 二 型 曲面 积分 的 计算 公式 可 以 写成 


| Pdvynl=z + Odedx + Rdxdt 
到 上 


_~-， :|( 国 pof _ Qt+ + R )dxdy, 


区 
如 果 己 = Q =0， 那 么 计算 就 特别 简单， 
| RaxAay- = fae, syaray, 


这 些 计 算 公式 右边 积分 号 前 的 二 号 3 ，. 要 根据 曲面 的 定向 来 选 取 。 
如 条 以 曲面 宇 的 上 负 为 正 侧 ( 了 即 要 求 正 法 线 方向 与 OZ 辅 的 正方 
同类 锐角 ，cos 7 守 中 ， 那 么 在 这 些 公 式 中 就 应 选取 正 号 。 如 果 以 
曲面 3 的 下 例 为 正 制 ， 那 乞 在 这 些 公式 中 就 应 网 取 负 号 ， 
例 4 试 计 算 积分 
[= 了 | xdydz- ydzdx + sdxdy, 


这 里 5 是 球面 富 + 六 二 + 如 =4 的 外 侧 。 
解 ”球面 5 的 外 法 线 单位 向 景 表示 为 


x Es 
网 
人 


因而 


所 一 一 ~ 
—™ 
吕 
[“， 
总 
J 
共 
十 
ee 
1 
ee 
Lr] 
eo 
十 
ta 
起 
澡 
加 
we 
Ne 
[= 
| 


了 


例 5 试 计 算 与 上 例 类 似 的 积分 


= 3 由 xdyds + ydzdr + zdxdy, 
Fn 


这 里 也 是 如 下 的 长 方 体 的 表面 ， 约 定 以 外 便 为 正 例 ， 


[xl<a, | 宝生， 1 过 c。 


解 ”长 方 依 的 外 表面 了 由 六 块 调 面 中 ,三 ,… ,Te 拼接 而 成 ， 
这 里 2 

Ti1: X=2, |y|b, 1z|@e, 

了 一 <， sse 

: Tas xx| 委 2a，VY= | >| 扫 0， 

Sa | 

STor lx|Sea, Iy|<b, z=0, 

Ta |x|a, |y|Sb z= 一 人 


在 侧面 站 上 ，n= 人 ,0,0)，x =&， 因 而 


| xdyds + ydzdxr + sdxdy 
工 : . : 


| 
wo | 
oo 
全 
亿 . 
名 
中 
| 
| 
Cr 
3 
Lj 


同样 可 得 … 


最 后 ， 我 们 得 到 
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例 6 试 计算 积分 
K= 志 由 xdyds + ydzdxr + sdxdyy 


这 里 4 是 以 下 梢 球面 的 外 出: 


55 


解 ” 我 们 引入 楷 球 面 4 的 参数 表示 s 


r= (ta oc08 0 oo0sp, bsingd eco,o singy}, 


Gd,p ED= [0<0<2r, -<r<E} 
计算 得 


re 2 (~ a sin 9 co bcos oo0s ,0), 
re=(— ae080 in F,—bsingsiny,ccos®), 
ro Xre= (ho cosd coar Pac ain con ¥ ab coa F sin 9), 
A=bhc cosdeonm pmp, B=acningecosip, 
C= cos F in 9, 


所 是 有 


KK= 可 和 abc (cos: 8 coss 六 十 Sin2 日 Dos8 P+ co0s P sins 作 ) 村 站 仙人 
二 
= 诗 abe fi coa Pd dy 
十 


= 六 下 ape, 


在 上 面 几 俩 中 ， 我 们 看 到 ， 积 分 
30 


部 | xdvdgs + ydzdx + sdrdy 
总 


正好 等 于 闭 章 面 8 所 转 的 体积 。 这 实际 上 是 一 个 普遍 成 立 的 事 
实 。 我 们 将 在 后 面 给 予 证 明 。 
例 7 试 计算 


上 = | | xsdydz + ydzdx + zsdxdy, 
Ey 


这 里 5 是 球面 x+ 六 二 = 的 外 侧 ， 
解 ”类 似 于 例 4 中 的 做 甘 ， 我 们 求 得 


ee 
-eac， pe jj 


利用 球面 3 关于 原点 的 对 称 性 ， 很 容易 看 出 上 式 右 端 的 三 个 积分 
都 等 于 0， 国 而 
L=0. 
例 8 试 计算 


MT = | ixydyds + qty) dedx +t hz) dxdy, 
: . 


这 里 本 是 沁 下 上 长方体 的 外 表面 ， 
lx[Sas 7 安庆 es 
解 ”仿照 例 5 中 的 做 闪 ， 我 们 求 得 
M=4{fLF -fa bertTogd) -oc-b) Jac 
+ ho) 一 下 一 eyes。 
例 9 ， 试 计算 积分 “ 
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N= | xsavas + Videdr + zdxdy, 
.1 


这 里 A 是 以 下 椭 球 面 的 外 仙 ， 


解 ”我 们 把 六 分 成 三 项 
N=Ni+tN,+ Na 
先 米 计算 


Na 一 3dYxdy, : 
| 
如 同 例 6 中 那样 引入 椭 球面 4 的 参数 表示 ， 我 们 求 得 


Na = ase cos 9 sint pg dody 
J 


= 4 mabos 加 
5 


根据 同样 的 道理 ， 应 该 有 


Ne = | Vidsdx = Sabe, 


| 
N= | xdyds = Babo, 
i . 


于 基 得 河 
向 = 和 二 AR 


= Su abotas + bh + oy, 


例 10 设 4 是 以 (50,0)，(0,1,0)7 和 (0,9,1) 为 顶 点 的 三 角 
82 


形 面 的 上 侧 ， 试 计算 


[= 上 xdydz + ydsdx + zdxdy, 
| 过 
T= | dvqds + ve dsdx + ge dxdy, 
-4 


解 井 面 4 可 以 用 显 式 方程 者 示 为 
二 -一 (x,yi ED, 
这 里 . 
D=1Cr, 0 Ix v0 XY+y 人 El1}, 
计算 偏 导 数 得 


Es 上 
p= 二 一 1] 在 二 一: 一。 
dx ” 下 


于 是 得 到 
了 = 出 -XD y9+ (1-*~ Jdxdy 


1 
= dxdy = -一 
[faxas 2 


LD 


用 园 样 办 巷 可 以 计算 了 


J = [fx + y+ lt— ydxdy 
DD 


= 
4 


8 3 格林 公式 、 高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 
在 一 定 的 条 件 下 ， 藻 适当 几何 形体 边界 的 积分 可 以 转换 为 展 
3 


布 于 这 几何 形体 上 的 积分 。 本 节 将 要 介绍 的 格林 (Green) 公式 、 
高 斯 《Gaus3) 公式 和 斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 都 涉及 这 种 类 型 
的 变换 ，。 


.a 烙 宁 会 于 
格林 公式 把 绕 二 维 区 域 边 界 的 第 二 型 昌 线 积分 转换 为 展 布 于 
这 区 域 上 的 二 和 起 积分 ， 我 们 先 分 析 两 种 较 特 殊 的 情形 ， 然 后 介绍 
情形 ] 考察 及 :中 的 闭 区 域 
D={Cx, y) | yor) EV aE }, 


这 里 y(t 和 (XY) 是 连续 函数 ， 加 (和 ) 才 1CX)。 为 了 叙述 方便 ,以 
下 载 们 把 象 马 这 样 的 区 域 叫做 甲 类 区 域 。 通 常 把 DD 的 边界 记 为 
3D， 并 约定 在 8D 上 按 下 述 法 则 话 导 定向 :, 溢 6D 的 正 向 前 进 时 ， 
五 应 在 8D 的 直方 。 设 函数 Ptx,y) 在 上 连续 可 微 ， 我 们 来 计 
算 第 二 政 岗 线 积分 

中 DD Pdx, 


曲线 3D 可 以 分 成 四 段 〈 和 参看 图 16-5) ; 


B84 


Vor Y= 3 人 oxAbs . 
By x=b, y(t EI) 
Vr Bx, PX 
Qa Xa ya), 


中 Pdx= | pax+ | Pdx+ | pax+ | pax, 
DD Fo "J 7 1 证 


直线 段 。 和 8 都 垂直 于 OX 负 ， 根 据 第 二 型 曲 线 积分 的 定 父 ， 
应 该 有 


于 是 


| .eax = | ed = 人 0。 


中 pdx= | pax+ | Pdx 
apD ro ? | 


= [Pers scx))dx + | Pexs mC)ds 


因而 


= | Prs cx)) 一 已 Cz CX) dy 


= (| 14 工 } -点 Cdy) 
Hoptr) 
= 由 -9 ]ardy. 
AY 
D 


这 样 ， 我 们 把 治 3D 的 第 二 型 曲线 积分 ， 转换 为 展 布 在 D 上 的 二 


重 积分 
中 .Par= 外 - 竺 )aar 
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设 及 * 中 的 也 区 域 2 可 以 分 拆 为 甲 类 区 域 一 一 这 就 是 说 ， 
可 以 表示 成 两 两 无 公共 内 点 的 有 限 个 甲 类 区 域 的 并 集 ; 


?= U D1: 
施 果 立 数 在 吕 上 连续 可 微 ， 那 乏 就 有 


I 


相 邻 的 DD; 和 吃 ; 在 它们 的 公共 边界 线 上 诱导 的 定 向 正好 相反 ， 
这 使 得 凋 公共 边界 线 的 积分 互相 托 铺 (参看 图 16-9)， 所 以 


于 是 ， 我 们 得 到 


中 Padx = (9 2 dray, z 


展 16-9 


26 


如 


这 是 格林 公式 的 一 种 特殊 情形 . 
情形 2 ”再 来 考 穴 另 一 类 较 特 殊 的 区 域 
E= {Cr xX Ex ACYEB), 
这 里 x0) 和 x1( 四 是 连 针 国 数 ，xof 访 旋 X 吕 LC 让。 我 们 把 象 旦 这 样 
的 区 域 叫 艇 乙 ,类 区 域 。 区 域 E 的 边界 B5 仍 照 以 前 所 述 的 准则 定 
向 5( 沙 8E 移 正 方向 前 进 时 ，E 在 8E 的 左边 ), 设 冰 数 0 在 BE 上 
连续 可 微 ， 我 们 来 计算 积分 


$0 
与 情形 1 中 的 讨论 类 似 ， 可 以 得 到 


可 中 ody= | aa 


设 R* 中 的 闵 区 域 0 可 以 分 拆 为 乙 业 区 域 一 这 就 是 说 ， 了 
可 以 表示 成 两 两 无 公共 内 点 的 有 限 个 乙 类 区 域 的 并 集 ， 


-= U Ei. 
如果 函数 0 在 Q 上 过 续 可 微 ， 那 么 仍 有 
4 {10 
La 


这 是 格林 公式 的 另 一 特殊 情形 . 

一 般 铺 形 ” 综 台 上 面 的 情形 1 和 情形 3， 就 可 得 到 这 样 的 结 
论 : 

设 2 是 R? 中 的 用 区 域 ， 它 既 可 以 分 拆 为 甲 类 区 域 又 可 以 分 
乓 为 乙 类 区 域 。 如 果 国 数 PCx,D 和 OCx, 四 在 上 连续 可 微 ， 那 


么 就 有 
中 _Paz + Ody -jj( 儿 一 gp ) dxdy, 


这 里 39 是 吕 的 边界 ， 它 按 是 我 们 前 面 所 述 的 诱导 法 则 定 阿 。 

在 上 面 的 陈述 中 ， 爱 求 闭 区 域 Q 既 可 以 分 和 沂 为 申 类 区 城区 
可 以 分 拆 为 乙 类 区 域 。 许 多 实际 疝 题 所 涉及 的 用 区 域 都 能 满足 这 
料 的 条 御 。 其 实 ， 格 林 公 式 对 更 一 般 的 闲 区 域 也 能 成 立 ， 我 们 把 
这 更 一 般 的 结果 阵 述 为 定理 的 形式 . 

定理 1《 格 林 公 式 ) 设 吕 是 及 :中 由 有 限 条 分 段 和 连续 可 微 曲 
线 围 成 的 财 区 域 。 如 蘑 菌 数 PCx, 站 和 Qtx, 如 在 0 上 连续 可 微 ， 


那么 就 有 
中 _Pax + 人 dy -省 受 - 2 ) dxdy, 


这 里 的 39 是 只 的 边 曾 ， 它 的 定 癌 按照 以 下 活 则 确定: 沿 89 的 
正方 向 前 进 时 ， 区 域 0 在 399 的 左 侧 。 

我 们 介绍 这 定理 证 明 的 基本 于 想 ， 己 不 打算 这 人 探讨 证 明 的 
细节 。 首 先 注 意 到 ，R? 中 由 有 限 条 折线 围 成 的 六 区 域 既 可 以 分 
拆 为 围 类 区 域 隐 可 以 分 拆 为 乙 类 区 域 。 因而， 对 二 由 有 限 条 折线 
图 成 的 闲 区 域 ， 格 林 公 式 应 读 成 立 。 其 次 ， 设 0 是 月: 中 由 有 限 
条 分 段 连续 可 微 则 线 围 成 的 闭 区 域 ，P 和 是 在 名 上 连 绪 可 微 
的 函数 。 一 一 按照 约定 ， 这 意味 着 PP 和 ©Q 在 包含 了 闭 区 域 台 的 菜 
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一 个 开 集 W 上 连续 可 微 。 我 们 可 以 作 一 个 由 有 限 条 折线 图 成 的 闭 
扩 域 ICW， 使 得 3 了 与 89 充分 接近 ， 了 与 9 相差 无 几 ( 请 参看 
图 16-~-10)， 从 而 华 短 


中 pdaz+rody- 中 Par+ody|<<， 


RE 


前 面 说 过 ， 对 于 由 有 限 条 折线 围 成 的 闲 区 域 ， 格 林 公 式 成 了 江 ， 
$b, Pdr + Ody = 儿 爱 - - 宁 ) dxdy, 
我 们 得 到 
中 Pdx + Ody ~ es 和 ) azdy | es 
因为 8 汪 0 可 以 取得 任 窟 小 ， 所 以 


$b,, Per +Qdy = de (号 - -多 em 


注 记 采用 意义 容易 理解 的 符号 表示 ， 我 们 可 以 把 格林 公式 


i Ff! 
中 Pdx + Qdy = | 9 0 ‘dxdy, 
“0 ‘dP Qi 


烙 林 公 这 的 这 种 整齐 对 称 的 写法 ， 更 便于 记忆 ， 
例 ] 设 只 是 了 残 : 中 由 一 条 城 几 条 分 展 这 续 可 微机 线圈 成 的 
后 区 域 。 试 说 明 口 的 面积 000) 可 控 以 下 各 式 计 算 ; 
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解 ”根据 格林 公式 ， 我 们 有 
中 dy -| dxdy = C0, 
Ee 
一 中 WEE = J isas = CD), 


1 1 rr 
; 中 xdy -ydx = 已 | C+ Ddxdy 
各 


= TO), 


例 2 ”我 们 继续 例 1 中 的 讨论 。 设 9 的 边界 90 表示 为 
X= xXxtt), y= yt}, ct, 
一 这 里 x{f) 和 y( 引 十 分 段 连 续 可 微 的 函数 。 则 有 


oCO) = 总 中 xd — ydx 


| 


+ | Cx — vx’ Yt 
+ | 。(Cx J 


1 pel* 
+ 


实际 计算 时 不 必 顾 处 符号 的 选择 一 一 外 要 对 骤 后 计算 的 结果 取 绝 
对 值 就 可 以 了 。 
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例 3 试用 例 1 中 的 公式 计算 椭圆 面积 ， 
解 ” 椭 品 的 参数 方程 为 


X=arcot, y= sint, OES, 


利用 这 参数 表示 计算 第 二 型 曲线 积分 得 


org) = 于 xdy — ydx 


4 本 49 
1 fs 
= | Cab cos’t + ab sin?t) dt 
必 


局 


例 4 星 形 线 的 参数 方程 为 


xX=a 003t, y=asinnt, OLton, 


试 求 由 星 形 线 所 围 成 的 平面 图 形 9 的 面积 (参看 图 16-1D)， 


图 6-11 


人 上 


1 f2r 。 
一 z| [a cos3ttda sintt con £) 
必 


— 4sini(— 93a cost sin t) 人 


303 


gn 
| coazt sin2£di 
2 Jo 


2 rar 
= 请 | sinsotdt 
n 
302 fis 1 — cosdt 
-a 2 
cA 
例 5 试 计算 
dy 一 ydx 
We = © XI 
xdy— ydx 
We = 中 XI Wi 9? 


:这 里 C 是 圆周 x+y=r， 是 酉 加 周三 + 生 =1, 是 环 弹 原 
点 的 任意 连续 可 微 的 简单 用 曲线 一 一 这 些 曲 线 都 根据 它们 所 围 的 
-有 界 区 域 来 诱导 定向 。 

解 ”利用 加 的 参数 方程 进行 计算 ， 很 容易 求 得 


2 roost + iain2r 
We= o fC082t 十 rigin2e 


dt = 2 


2 


第 二 个 积分 的 直接 计算 比较 麻烦， 我 们 将 采用 间接 方 歧 计算 、 选 
取 半 径 充 分 小 的 圆周 2 ， 使 得 这 辕 周 完全 包含 在 的 内 部 。 把 局 
与 吾 之 闻 的 闭环 状 区 域 记 为 0， 在 这 环 状 区 域 中 ， 隔 数 


# x 
P= -rR 和 0Q= ET 
都 是 连续 可 微 的 ， 和 并 且 


一 2 
9 


(EE 
因而 
| Pdx + Ody = J FS ) ddy 
由 此 得 到 
| : We= Wr = x, 
用 司 桩 的 办 法 可 以 求 得 
Whr = 23。 


这 结果 似 乎 有 些 使 人 感到 惊奇 。 其 实 ， 我 们 可 以 把 被 积 洗 达 
式 写成 


xdy— vdx 


dy 
ry = dar tp = 0, 


这 里 6 是 点 (x, 的 幅 角 。 不 管 治 怎样 的 连续 可 葵 简 单 闭 曲线 
工 绕 原 点 一 周 ， 积 分 Wr 的 信者 应 等 于 幅 角 的 增 量 23r。 
例 6 试 计算 积 分 


We xdy— vdx 


这 里 了 是 不 围 线 床 点 的 连续 可 微 简单 闭 曲 线 ， 并 且 依 据 它 所 赎 的 
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有 务 区 域 诱 尘 定 向 。 
盘 把 了 所 围绕 的 有 界 半 区域 记 为 9。 因为 不合 原 点 ， 
所 以 病 数 


都 在 0 连续 可 投 ， 并 卓 有 
60 -x _ap 


Ox ay" 


因而 


w= 中 ,Pir+Qdy =0, 


3.b 高 斯 公式 
高 斯 公式 扰 沙 三 维 区 成 过 界 的 第 二 型 曲面 积分 转换 为 展 布 在 
这 区 域 上 的 三 重 积 分 。 与 上 一段 中 的 讨论 类 似 ， 我 们 通过 对 几 种 
较 简 单 情形 的 分 析 ， 证 明 一 般 的 结论 。 
考 赛 RR 中 的 用 区 域 
再 = {x 3) ss YE ED 
Ke= {yt x) VEY ED) (2,7) EE 
和 
M= {20x 的 <2STC WD), (Xx,DEF}, 
这 里 的 马 ;, 和 下 分 别 是 YZ 平面 ,ZX 平面 和 XY7 平面 上 由 连续 
并 且 分 段 过 续 可 微 的 曲线 转 成 的 闭 区 城 ，xos Xs 50 六 和 30:31 分 别 
是 了 ,EE 入 上 的 连续 可 微 尔 数 。 我们 约定 把 象 玉 这样 的 区 成 叫 
做 四 妆 区 域 ， 把 象 毛 这 样 的 区 域 叫 艇 乙 灶 区域 ， 把 象 好 这 样 的 区 
域 叫 向 两 线 区 域 。 设 吕 是 R? 中 的 用 区 域 。 如 果 吕 可 以 表示 成 有 
中 多 个 两 两 无 公共 肉 点 的 早 类 《 乙 类 、 辣 类 )》 区 域 的 并 集 ， 那 么 
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我 们 就 说 2 可 以 分 拆 为 甲 类 《〈 乙 类 、 丙 类 ) 区 域 。 
定理 2 《高 斯 公式 ) 设 Q 是 有 R? 中 的 及 区 成， 它 既 可 以 分 拆 

为 甲 业 区 域 ， 又 可 以 分 拆 为 乙 类 区 域 ， 也 可 凡 分 拆 为 西 类 区 域 。 

如 果 国 数 忆 (zy gs7， QC, Dy) 和 R(x,y,z) 都 在 Q 上 过 续 可 微 ， 


那么 就 有 


4 Pdyds +Odsdx + Rdxdy 


- 川 + + ce 十 3 ) dxrdyds, 


这 里 80 是 口 的 边界 ， 它 以 向 外 的 法 线 方向 为 正方 向 。 
证 明 ” 设 旺 是 一 个 甲 类 区 域 。 我 们 来 计算 积分 


作 Pd 六 ds， 
四 地 


甲 类 区 域 玉 的 边界 3 由 左 、 右 两 块 曲面 So，8 和 柱 形 侧面 人 组 
成 ， 这 里 


So: Y= x ty (v2) ED, 
S18 T= XY), {ys SE DD, 


10G-12 
柱 形 侧面 5 起 直 于 YZ 平面 《图 16-12) 。 根 据 第 二 型 偶 面 积分 的 
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|{ payAas =0. 


沿 So 和 5: 的 积分 也 容易 计算 ， 
| Pdy Adz= -| Plxotys 2), V2) dydg, 


| PdyN\dz -| PKxrlfgyy 2 2) dydz, 


这 样 ， 我 们 得 到 
人 Pd 六 ds 


TY oP 
> Sdx)avd 
a 


op 
=|| 让 -xdas。 
五 


内 为 Q 可 以 表示 成 有 限 多 个 两 两 无 公共 内 点 的 甲 类 区 域 的 并 集 ， - 


所 以 也 应 有 
ON 
类 伺 地 可 以 证 明 
fen 有 ea 
中 Rix Ady= 中 人 avas 


坟 上 三 式 相 加 就 得 到 高 斯 公式 的 一 般 形式 、 口 
引信 记号 
968 


ror 
YY- 了 


F=iP+ Ot+RhRR, 
可 以 把 商 斯 公式 改写 成 这 样 的 形式 


中 Fando 一 上.eaxdvde 
站 如 HH 


这 里 王者 示 89 的 外 法 线 单位 向 量 。 
例 7 设 口 满足 定理 2 中 的 条 位 , 试 说 南口 的 体积 可 按 以 下 
在 一 式 计算 ， 


VD = 人 xdyAdz= 昌 rasAdx 
计 


中 


= 一 


了 和 <dydz + yzdr + zdrdy, 
路 避 


解 ” 利 用 高 斯 公式 就 得 到 


) xdy 六 sa 用 drdydz = VCOY, 


其 余 几 式 可 以 类 似 地 证 明 ， z 
例 8 我 们 继续 上 例 中 的 讨论 。 设 2 的 边界 有 具有 正则 参数 下 
天 . 
T=,0), (Cu,0) ED, 
这 里 


FOU) = XO dU EU, 
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剩 用 这 一 参 沟 表示 类 计 算 表 示 体 积 的 曲 而 积分 ， 就 得 到 


VTS = 土 Tica + H+ gsCydudy 
| 


[x yy si | 
x Ve Su | dudo, 
Dxy Yo So. 


在 具体 计算 时 ， 不 必 痪 心 沽 虑 怎样 的 符号 选择 对 应 于 外 法 线 向 
量 , 因 为 体积 总 是 正 的 ， 所 以 只 要 对 计算 的 结果 取 绝 对 值 就 可 以 
了. 


3.6 斯 托 克 斯 公式 
斯 托 克 斯 公式 把 沼 一 块 曲面 边界 的 第 二 型 曲线 积分 与 展 布 在 
这 块 曲 面 上 的 第 二 型 曲面 积分 联系 起 米 。 存 某 种 意 岂 上 ， 斯 托 克 
斯 公式 可 以 看 作 衬 林 公 式 的 推广 .我们 也 将 利用 格林 公式 来 证 明 
斯 托 克 斯 公式 。 
设 五 是 一 块 二 附 连 续 可 缴 的 正则 简单 参数 曲面 ， 
r= (ut, CU 
这 于 4 是 有 RR: 上 由 分 段 正 购 曲线 转 成 的 亲 区 成， 而 
rust) = CXCu rv 有 【到 2 sy 0)) 
是 二 阶 连 续 可 微 的 单一 的 映射 ， 玄 足 条 件 
Tu X ro, ‘VCH, Ed 
在 油 面 块 口 上 选择 好 一 个 定向 ， 这 定向 也 就 在 的 边界 ， 3D 上衣 
导 了 一 个 定向 《 诺 虹 法则， 在 口 的 正 谢 阁 BD 的 正方 向 前 进 时 ， 
口 应 庶 在 iDD 的 在 方 )。 及 设 靖 数 Pfx,y,2) 在 DD 上 连续 可 微 .{ 这 
就 是 说 忆 在 包含 口 和 的 一 个 开 集 上 是 连续 可 微 的 }。 我 们 来 考察 第 
98 


二 型 曲线 积分 


$ Per,y, sax, 
给 的 条 件 下 ， 应 该 有 
Bx 4 dx 
C3.1) Pp pax= bp (各 t+ av). 


事实 上 ， 以 边界 曲线 的 夫 数 表示 代入 计算 ， 上 式 堪 右 两 端的 结果 
是 一 样 的 。 

在 《3.I) 式 中 ， 我 们 已 将 空间 的 第 二 型 曲线 积分 转换 为 参 
数 平 面 上 的 第 二 型 曲线 积分 。 于 是 ， 可 以 对 后 者 运用 格林 公式 ， 


区 A 
. adu+ axd 
《中 中 ($F 让 十 a 9 


EGA 
于 算得 
2 区 - 间 


=(22 ox OP dy, OP + pox 
dx Du By Bu de jar dudy 


Ox pp Oy Ou 93 Ou 8u dudu 


- (加 dx ,OP 08 9P 9s)ax - p Ox 


oP 08xX) PP DY 的 
as DU) By du 


~ [fae 9s -3B 900 au 
1 Oz (uD) oy {Ct ) J 


oP .ap 
= | 站 ds A dx 3 dx A dy, 
5 
综合 《3.1 ,3.2) 和 (3.3)， 我 们 得 到 
dP 8pP 
dx= 11SE dzdxr — < xd 
3.4) 中 ， Pdx | Ee adx Ey xdy, 


计 O(Cx; 包 2) 和 Rx,y,2) 出 都 在 PD 上 连续 可 微 ， 轧 类 似 的 办 花 
可 以 证 明 ， 


{32.5) 中 oay=| 曰 dxdy — 90 dydz, 
EE 站 dx dz 


. d -| 至。 dz SR qzdx, 
3.8» Ras | oy yd — 


将 (3.4) 式 ，(3.5) 式 和 (3.6) 式 相 加 ， 就 得 到 


(3.7) 中 Pax + Qdy + Rdz 
pL 
dO oF 
~ {I{20 _ et Varnd 
站 要 2 和 4 
D 
faR 30 
oy 2 ) dyAds 
2 -2 
rj 人 
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这 就 是 对 正则 简单 曲面 情形 的 斯 托 克 斯 公式 。 所 此 可 以 得 到 更 一 
般 情 形 的 斯 托 克 斯 公式 ， 

定理 3 《斯 托 克 斯 公式 ) ” 设 S$ 是 由 有 限 块 二 阶 连 续 可 微 的 
正则 简单 曲面 拼接 而 成 的 可 定向 曲面 ， Px,y 3) ,0x,y,#) 和 
(x,y;z) 是 在 S 上 连续 可 微 的 函数 ， 则 有 [以 下 等 式 成 立 ， 


中 Pdix+Qdy+Rds 
[ry 


注 记 ”我们 提醒 读者 福 意 ;在 斯 托 克 斯 公式 中 ,边界 曲线 33 的 
定向 应 读 是 按照 诱导 法 则 决定 的 定向 ， 否 则 在 公式 的 右 端 就 需要 
添上 一 个 负 号 。 

为 了 帮助 读者 记忆 斯 托 克 斯 公式 ， 我 们 指出 以 下 几 点 ， 

(1) 斯 托 殉 斯 公式 右 端 被 积 家 达 式 的 第 一 项 与 格林 公式 的 情 
形 类 似 ， 第 二 和 第 三 项 可 以 通过 字母 轮换 而 得 到 3 

(2》 斯 托 克 斯 公式 的 右 端 可 以 写成 

dyde dedx dxdy 
门 2 2 2|. 

Ox 人 0 
PF 他 RR 

《3) 如 果 借 助 于 第 一 型 曲面 积分 来 表示 第 二 型 曲面 积分 ， 那 
么 (2) 中 的 积分 又 可 写成 
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1 TD 主人 由 02D5 国 | 


| 
人 人 全 2 juc， 
; IX dv 0 


34 微分 形式 


微分 形式 《又 称 外 微分 形式 ) 是 一 种 很 有 用 的 数学 工具 。 采 
用 微分 形式 记号 ， 能 够 统一 地 表达 上 节 中 的 几 个 重要 公式 。 这 种 
表达 形式 还 能 作 很 一 般 的 推广 一 一 对 进一步 的 数学 研究 有 重要 恕 
艾 的 推广 。 虽然 我 们 这 里 还 不 能 对 有 关 问 题 作 售 面 深入 的 探讨 ， 
但 初步 结识 微分 形式 也 仍然 是 很 有 益处 的 。 

在 学 习 第 二 型 曲线 积分 和 第 二 型 曲面 积分 的 上 时候， 我 们 涉及 


到 这 样 一 些 被 积 天 达 式 ， 
{ 生 .1Y Pdx + Ody + Rdz, 


(4.23 PdayAdz+eQgeAdx+RarAdy 
象 〈4.1) 和 (4.2) 这 样 的 式 子 ， 分 别 被 称 为 《及 : 中 的 ) 1 次 向 
分 形式 和 2 次 微分 形式 。 我 们 还 把 如 下 形状 的 表示 式 
人 (4.3 dx A dy A ds . 
叫做 CR? 中 的 ) 3 次 微分 形式 。 
在 讨论 上 曲线 积分 的 时 息 ， 我 们 把 (4.1》 中 的 dx,dy 和 ds 看 
作 有 向 长 度 《〈 有 向 暴 线 上 一 段 徽 小 的 长 度 在 三 个 坐标 轴 上 的 投 
影 X。 在 过 论 曲面 积分 的 时 条， 我 们 把 (4.2) 中 的 dy 六 ds， 
dzA 作 dx 和 dxAdy 看 作 有 向 面积 (有 向 汕 面 上 一 块 微小 曾 积 在 三 
个 坐标 面 上 的 投影 )。 至 于 (4.3) 中 的 4xAdy 信 dz， 我们 也 把 它 
看 作 R? 中 的 有 向 体积 元 。 为 了 体 再 有 疝 性 ， 我 们 约定 ， 
二 dx = -dx dy, . 
dgAdv= — dy dz, 
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dx Adzs= — ds dr, 
dy dr drs= -dr dy dg 
dx dsrdy= -GxAdy A da, 
ds MdyAdro -dxAdyA de, 
dx dy de= dyMds A dx 
= dz dxr A dy, 
通常 以 ax 人 dy 和 Ad 表示 正 的 体 艳 元 。 寺 是 


[acs pas ashes 
VW 
= acsw, aravas, 
; 
[ffge, FE) dy A dxr ds 
1 


- [foes darayie, 
| 


一 这 里 的 
jlacs,s ydxdyds 
武 示 通常 的 三 重 积分 。 


除了 上 面 所 说 的 1 次 ，2 深 和 3 次 微分 形式 而 外 ， 我 们 还 把 
数值 函数 太 x,y,*) 岂 做 (R? 中 的 ) 0 次 微分 形式 。 
在 民 " 空间 中 ,我 们 把 如 下 形状 的 表示 式 吕 做 DP 次 向 分 形式 : 


(4.4) 2 at cidxz A A drt, 
4 


Ese p 


这 里 对 每 一 个 标号 ab 都 从 工 到 0 求 和 。 为 了 书写 省 事 ， 党 
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稍 把 (4.4) 式 简单 地 记 为 


Cd.4)’ SYaycxydr,, 
了 


一 一 对 于 尹 次 形式 而 言 了 是 了 重 指标 
了 = 人 
它 的 每 一 个 分 量 都 在 1 到 ?范围 内 变化 。 我 们 也 把 数值 国 数 
OXl se si) 
叫做 5R ”中 的 20 次 形式 。 
对 于 2 次 微分 形式 ， 按 以 下 两 式 定 六 了 加 法 和 冬 以 数值 晃 数 


SarCxydxr! 十 DbrCx)dx! 
了 了 
= DarCx) + hr) dx!, 
上 


fOr)» Darlrydxrl = Dy fxr)a(r) dr!, 
了 i 


甘于 符 导 入”， 我 们 约定 
(4.5) dxi Adxi= 一 xiAdxy， 
(4.68) dri Adxti= 0。 
鉴于 这 些 基 系 ， 表 东 式 (4 .4) 中 类 些 项 是 6， 另 外 还 有 一 些 项 可 
以 合并 。 于 是 ，(4.47 式 可 以 写成 这 样 的 形式 ， 


{4.7) > ci id 1 A A dris, 
! 了 


这 里 求 和 号 下 的 圆 括号 开 示 对 汪 足 以 下 条 件 的 feip 求 和 : 


| 
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为 了 书写 省 事 ， 也 常常 把 (4.7) 式 简 记 为 


(4.727 Yc)dr’, 


《1 


下 面 ， 我 们 扩充 入 时 “六 ”的 用 法 ， 在 微分 形式 之 间 定 关 一 


“ a1) 对 于 0 次 形式 ( 即 数值 函数 ) f 与 p 次 形式 w， 规 定 
J Nu=uNf = 
(2) 对 于 P 次 形式 
如 一 > acxydx! 
三 4 深 形 式 


0 = Dbrtxydr!’, 
4 
规定 


六 和 = CXIdx! b dx! 
号 (Se x * )^(S (xydxr ) 
= SarCxdb, Cr)dri A dx’, 
df 


一 一 所 每 的 于 果 还 应 利用 关系 式 (4.5) 和 C4.6) 进 行 化 简 。 

这 样 定 你 的 外 乘法 远 合 下 面 所 述 的 运算 律 ， 

设 ,fs;919a 是 数 入 请 数 , 员 ,woyw 是 训 次 形式 ，9， ds 0 是 
9 次 形式 ，?7 了 是 了 次 形式 ， 则 有 


(A CHAO + fala) AO= fv M0 + fav A 0, 
WA (CIO + #202) = gw A + got M\ O23 

(As) uA0=C— 1 0N 0 

(CAs) 


(WADAD=wu A CAD., 
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例 1 设 有 微分 形式 
w= /dx tt ydy+ kds, 
d= PdyAdz+ Gdz /dx + Rdx A dy, 


试 计算 wA 信 8. 


解 ”我们 有 
w= Pdx dy ds yndyA dan dx 


thRRIs A dx A dy 
= CfPrIO RYdx NM dy A de, 
例 2 设 有 身分 形式 
= idx+ bdy + cds, 


d= Adx 二 Bdy+ Cle, 


试 计算 人 0. 
解 ”我们 有 
wd= (aB- btAydx i dy 
+ Ch ~ eBIdy ds 
+ CoA— aCyds A de 


| 


人 
mr 


b 
|ax dy 
B81 


| 5 [a 
十 Gyn de 
Ip ol 
+|- |azAaz。 
例 3 考察 慌 ” 中 的 二 个 1 次 形式 


i ,air)dxi, i= Ld 
t=1 


试 证 明 
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wl A Ma = detCal (x) drl A eee dx 
证 明 根据 定居 应 有 
wi A 让 


-Ze CxOdxi 小 AD)dst) 


一 > a Xa CXYdxi1 A A dxils 和 


为 了 整理 上 面 的 表示 式 ， 我 们 引入 记 瑟 
| 中， 如 果 lyr tn 当中 有 相间 的 数字 ; 
Ell 1 一 1， 邵 果 1 pe fn 是 数字 Ts ,7 的 奇 排 列 ; 
: 1]， 如 杂 lye tn 是 数字 了 ?并 的 偶 排 列 。 
利用 这 记号 ， 可 以 把 dx 1 入。 入 dxt， 表示 为 
elvisdxiA ue Adx?, 
这 样 ， 我 们 得 到 
wl 六 san 加 全 


=( >, Eil"ioa} | (x) ay, Cx) ja A A den 


也 就 是 
lA 让 志和 1 一 det(a’ CEIIIXL 六 wav A dx 
例 4 设 fiCxl,nw ,x*), 1 = 1 ,2 , fis 是 数值 函数 ， 如 有 


1 本 1 
df A Nd" = dA 人 dzw 


证 明 我 们 有 


全 日 了 . 
df] 一 之 Sidr!, = 1 ,a + 


t=1 


TD7 


利用 例 3 ， 就 得 到 所 求 的 结果 ， 
前 面 已 经 次 到， 任何 p 次 微分 形式 都 可 以 写成 


(4.8) w= Saytx)dx!, 


了] . 
其 中 之 号 下 的 圆 括 碟 ， 表 示 对 注 足 以 下 条 件 的 重 指 标 了 = {fi,*， 
tp 上 和 和 : 
1 


在 这 样 的 标准 表示 下 ， 如 果 各 系 数 ai(z) 都 在 某 区域 上 > 阶 未 续 
可 徽 ， 那 么 我 们 就 说 这 形式 品 在 该 区 域 上 是” 阶 连 续 可 微 的 ， 简 
称 是 57 的 。 对 于 rz1l 的 情形 ， 我 们 可 以 定义 一 种 送 算 a， 这 运 
算 作用 于 一 个 p 次 C" 微分 形式 ， 产 生 - 一 个 p+1 次 C'-! 积分 形 
式 。 适 算 d 由 以 下 条 件 唯一 确定 ， 


(dl) dv) + 2) = dw + dws 
《ds》 do 六 的 =duoA9+C 一 To0Ad8 
{这 里 设 。 是 p 次 形式 ); 
‘Cds) d(dwy = 0 
(du 如果 隔 古 0 次 C' 形 式 ( 即 ?有 阶 连 续 可 微 函 数 )， 
那么 af 就 是 函数 了 的 微分 ， 


我 们 来 说 明 这 样 的 运算 d 是 完全 确定 的 。 击 于 条 件 (d)， 我 
们 可 以 只 考察 d 对 “单项 形式 ”的 作用 ， 不 妨 设 由 具有 这 样 的 形 
状 ， 
w= fxdxt A A dx?, 
利用 条 件 (az)， 我 们 得 名 
d=df Adxl fm Mdx? 
+fAd(dx A A dr? ), 
利用 条 件 Cds)《 状 利用 (ds))， 通 过 归纳 法 可 以 证 明 
Gd 六 dx }= 0, 
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这 样 ， 我 们 得 到 
dw = df Adxi A Adx?, 
根据 (4,)， 我 们 得 知 


df = 2: fdxt, 


EE 


do = (> ide xt A dr? 


二 > ,gx Mdx: A A dxT., 
我 们 把 由 性 质 (d) 一 (da 所 雇 定 的 运算 由 叫做 外 导 惟 或 者 外 
柚 分 。 根 据 上 芷 面 的 讨论 ， 对 于 


旧 一 Dartx)ax!, 
1 


do= DyCdatx)) A dx 


下 面 ， 我 们 再 来 考察 及 :和 及 * 中 的 油分 形式 ， 并 给 格林 公式 ， 
高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 以 新 的 去 述 。 
在 格林 公式 中 ， 井 线 积分 的 被 积 表 运 式 是 R: 中 的 微分 形式 
w=Pdx+Qdy, 
计算 这 形式 的 外 微分 得 
dy = dPAdxr+dOAdy 


- (+ By dy )Aar+ e+ ay )Aay 
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dF 9d 
一 By dy A x 十 Hx dx 六 dy 


dt a 
\ax jy) Ady. 


于 古 ， 精 林 公 式 可 以 写成 


中 ,二 | 3 


一 一 这 里 的 总 是 宝 足 一 定 条 着 的 平 而 区域， 而 6 是 它 的 边 界 曲 
线 。 
在 高 斯 公式 中 ， 曲 面积 分 的 被 积 形 达 式 是 2 次 微分 形式 
w= Pdy ds Ods Adx + Rdx A dy, 
计算 这 形式 的 外 微分 得 


aP bg a 
dw ={ 守 + + 人 
Br + dy + a jaxAdyAdz， 


于 十， 高 斯 公式 可 以 写成 


重用 je 


EY 
一 一 这 里 的 局 是 满足 一 定 条 件 的 空间 区 域 ， 和 而 3D 是 D 的 边 界 曲 
出。 . 
在 斯 托 克 斯 公式 中 ， 曲 线 积分 的 被 积 表达 式 是 
w= Pdx + Qady + Rds, 


计算 这 形式 的 外 微分 得 
ec _aP 。 iR aq 
div = -) dx dy -yA 
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于 是 ， 斯 托 克 期 会 式 可 以 写成 


$e 


一 一 这 里 的 DD 是 注 足 一 定 条 件 的 可 定 向 曲面 块 ， 而 3D 是 品 的 边 
界 曲 线 ， 

我 们 看 到 ， 采 用 微分 形式 记号 ， 梧 林 公 式 ， 高 斯 公式 和 斯 托 
死 斯 公式 可 以 统一 地 罕 示 为 (不 论 堆 歼 如 何 , 都 只 写 一 重 积 分 号 ); 


| do=| 友和 
n Es 


这 里 人 是 适当 的 区 域 或 适 当 的 曲面 块 ，D 是 已 的 边界 。 人 们 把 
这 样 的 一 些 公式 统称 为 “斯 托 克 斯 型 公式 ”, 所 有 这 些 公式 ， 都 把 
展 布 于 一 定 几 何 形 的 积分 ,与 沿 这 几何 形 的 边界 的 积分 联系 起 来 .。 
其 实 ， 可 以 归 人 这 一 类 型 公式 的 还 有 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 


| dF Cx) = FCW) — F(a). 
[rh] 


这 会 式 的 左 端 是 沿 闭 区 间 工 = [a, 约 的 积分 ， 右 端的 表示 式 可 
以 解释 为 沿 ! 的 边界 好 的 “积分 ”。 

所 有 的 斯 托 死 斯 型 公式 都 可 以 看 作 和 牛顿 - 菜 布 尼 楷 公式 的 推 
外。 事实 上 ， 这 些 公式 证 明 中 的 关键 步骤 ， 都 用 到 了 牛 师 - 莱 布 
尼 益 公式。 人 们 把 和 牛顿 - 菜 布 尼 花 公式 器 做 “ 微 积分 的 基本 定理 ”， 
这 是 很 有 道理 的 ， 


$5 布 劳 沃 尔 不 动 点 定理 


空间 疏 " 中 的 点 集 
Bir} = { Cr), Xa RTIXE Fa + XE} 
被 称 为 n 维 闭 球 体 。 我们 来 考察 从 B8*(7) 到 Bakr) 的 连续 映射 
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f: Bo) -=>B"(r), 
对 于 n=1 的 情形 , B19) 就 是 闭 区 间 [ -rr]。 根 据 一 元 连续 函数 
的 介 什 定理， 容易 得 知 ， 任 何 连续 映射 
fr [~r,?j*[ —r,r 
都 一 定 有 不 动 点 ， 一 一 这 就 是 说 ， 必 定 存在 
EL-r,r], 
使 得 
FE = 
本 氟 纪 早期 ， 布 劳 沃 尔 (Brouwer) 发 展 拓扑 学 的 方法 ,将 上 面 所 
说 的 结果 推广 到 很 普遍 的 情形 ，。 他 江 明 了 从 m 维 闲 球体 2 (六 
到 8*(0r) 的 任何 连续 了 映射 了 者 一定 有 不 动 点 ， 即 必定 存在 EE 
3"(r)， 使 得 7) =8, 一 一 这 就 是 著名 的 布 劳 添 尔 不 动 点 定理 .在 
理论 数学 与 应 用 数学 中 ,这 定理 都 起 着 很 重要 的 作用 。 在 本 节 中 ， 
我 们 将 利用 “斯 托 克 斯 型 公式 ”这 样 的 分 析 工 具 ， 作 出 布 劳 沃 尔 
不 动 点 定理 的 一 种 较 简 单 的 证 明 。 为 了 人 重子 理解， 我 们 将 首先 对 
n=2 与 n=3 的 情形 展开 讨论 : 然后 说 明 怎 样 将 这 证 明 推 广 和 到 更 
一 般 前 情形 。 我 们 将 对 闭 单 位 球体 
Br" = pr*(1) 

陈述 并 证 明定 理 ， 

以 下 判断 等 合 我 们 的 直观 与 经 验 ， 一 个 圆 面 ， 保 持 边 办 圆 局 
上 的 每 一 点 轩 定 不 动 ， 如 果 不 把 这 图 面 打破 ， 那 么 就 不 能 使 整个 
同 而 缩 到 边界 圆周 上 上 去。 如 果 以 B: = 呈 (1) 吉 示 闲 单 位 圈 面 ,以 
2B = 8 者 承 下 的 边界 一 一 单位 圆周 ， 那 么 上 述 基 本 事实 《附加 
一 定 的 分 析 条 件 ) 可 以 陈述 为 这 样 一 个 定理 ， 

定理 1 不 存在 满足 以 下 条 件 G1) 和》 的 二 和 阶 巡 续 可 微 上 映射 
n: Br—R’, 

《1) gE) =x, VX Cx; Xo) E008, 

(2) gtB) CaB:, 
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证 明 .用 有 反 证 法 .假设 存在 实 足 条 伴 (1) 和 (2) 的 二 阶 连续 可 

微 映 射 
g= (9): BIR!, 
一 一 这 里 g(x) = 91(X,,X) 和 82CX) = 92C%1 Xo) 表示 9 0X) = (x1 
xs) 的 分 量 。 利 用 gg， 我 们 构造 这 样 一 个 微分 形式 ， 
{a = dge, 
下 面 ， 将 用 两 种 不 同 的 方法 计算 包容 着 单位 略 局 8B: = Si 的 积分 
(约定 3B7 =51 以 反 时 钟 方 同 为 正 阿 ) 。 
首先 ， 根 据 格林 公式 ， 我 们 有 


ja 
这 里 须 指 出 ， 为 了 应 用 格林 公式 于 微分 形式 
Pdx] + dx,, 
至 洗 要 求 忆 和 台 是 一 阶 连续 可 微 的 。 因 为 = (91, 98a) 是 二 阶 连续 


可 微 的 ， 所 以 可 以 对 微分 形式 
us doe = gdx, 二 四 Sqr, 
应 用 格林 公式 。 利 用 上 一 节 中 所 述 的 外 微分 运算 的 性质 《4 一 
(do 计算 dw， 我 们 得 到 


日 《8 Te) 
各 


do = dg A dgs 二 有 CC 1 Xo) dxi A dr, 
~ 


但 因为 
gtBY CaB: = 31， 
所 以 对 任何 *= (Xx,xs) 亡 B:， 都 有 
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CoA + CoatX)) 一 工 


微分 这 式 子 就 得 到 
go t gag = 0, 
心中 ， DY: 
Digx, + EE = Us 
我 们 看 到 ， 以 
9 1 09s 
3 CX) J Cx) 
Sa Cx) Sax) 
为 系数 方 阵 的 卉 次 线性 方程 组 月 非 零 解 
CHICX) ,Ga tr)), 
后 而 这 上 方 降 的 行列 式 应 该 等 王 0 ， 
OO) 
(XL Xa) i 
由 此 得 到 


| 
| “= 用 do = || GE dx A dx =0. 
B22 “ A2 


另 一 方面 ， 因 为 
gry NB25 
所 以 有 
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(5.1) | gtd gs = | .aamg . 
由 此 得 到 


| ， o=| ， i109, -| xd 


-| dcode)= | [ax Ad 
87 32 
a 


”以 上 我 们 用 不 同 的 办 法 计算 积分 


|,, % = | :cao 


得 到 了 互相 耶 盾 的 结果 。 这 子 盾 说 明 满 足 所 述 条 件 的 二 阶 连 续 可 
微 上 映射 9= (91,92》 极 本 就 不 可 能 存在 ， DD 

定理 2 ” 设 六 下 -~ 民 : 是 二 阶 连 续 可 微 映 射 ， 满 足 条 件 

(BY EB?, | 

则 必定 存在 SEB， 使 得 

FE) =, 

证 明 ”用 反 证 站 假设 了 没有 不 动 虚 ， 则 可 按 以 下 办 法 构 作 
一 个 映射 9， 从 点 7x) 出 发 经 过 点 x 引 射 线 与 08? 交 于 一 点 y 
(参看 图 16-13)， 我 们 定 交 

J = 


| 设 I es = Ts 县 留 赎 Bt 的 套数 表 总 ， 其 有 
， Pat + = Dt} 


dri cy + oe 


2 
1 


Do 
BE 


有 因此， 利用 熏 数 宸 示 计 算 (5,1》 两 过 的 积分 记 笠 结果 应 该 站 同 。 


dm) = dr Cy, 


下 于 来 说 明 ， 对 任意 给 定 的 xE BI, 上述 25x) 是 唯一 确定 的 ， 并 
且 9， B* 一 尺 : 是 二 阶 连 续 可 微 映射 。 事 实 上 ，g{x) 应 议 呈 条件 
CX = FX) Ti HX), tl1,， 
loco = HFC) +iCx— OO =1, 
因此 , i 应 该 满足 二 次 方程 
tise — fc) + of Cx) Cx—fr) tH-1i=0 
《 贺 黑 点 <， ”表示 向 其 的 内 积 》， 
因为 
lx—fooON 0 Ce 人 一 Ts0， 
所 以 ， 对 于 给 定 的 xz 和 号， 关于 上 的 二 次 方程 有 两 个 实 根 ， 并 且 
其 中 至 多 只 有 一 个 根 是 正 的 。 考 察 方程 左边 的 式 子 ， 我 们 看 到 ， 
当 + 上 =1 的 时 候 该 式 等 于 
x1? —1<<0; 
而 当 上 充分 太 的 时 候 读 式 显 
然 大 于 0。 由 此 得 知 ， 对 芷 
意 给 定 的 x*E 卫 ,关于 1 的 
Ot) 过 次 方程 有 唯一 正 根 
t=i(x) 守 1, 
《这 一 事实 从 儿 何 上 看 是 很 
明显 的 ， 从 点 ;xc 出 发 经 过 
虚 * 所 引 的 射线 与 88: 恰 有 
一 个 变 点 .) 利 用 二 次 方程 
根 的 表示 式 容 易 看 出 ，i(Cx) 
甘于 工 芋 少 是 二 阶 连 续 可 巩 
的 。 因 而 
gx = Fx) + HCK) Cx — fx) 
也 至 少 是 二 阶 连 续 可 投 的 。 
按照 #8 的 定 关 ， 显 然 有 
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图 16~13 


CY) 8 = VXEIB’, 
(2) gCBIYEHB?, 
但 这 与 定理 工序 盾 。 我 们 用 反 证 法 证 明了 定理 2。 口 
定理 2 是 甘于 二 阶 连 续 可 微 映射 的 布 劳 活 尔 不 动 点 定理 ,为 
了 证 明 关 于 连续 映射 的 布 范 医 尔 定 理 ， 我 们 需要 用 到 这 样 一 个 逼 
近 定 理 ， 
维尔 斯 特技 斯 渤 近 定理 ” 设 1 元 阔 数 4(x) 在 半球 体 B* 上 连 
续 ， 则 对 任意 给 定 的 zs 汪 0， 在 在 7 沅 多 项 式 PLxX)， 使 得 
- [pCx} — qr) | ee, YrxEB"™, 
我 们 将 在 第 二 十 一 音 中 证 明 这 个 关于 n 元 连续 函数 的 维尔 斯 
特 拉 斯 逼近 定理 。 这 里 先 引 用 它 米 证 明 以 下 的 布 劳 烽 尔 不 动 点 定 


理 。 
定理 3 没 1，B’~> 民 * 是 连续 映射 , 满足 条 件 
AB ICB’, 
- 则 存在 二 和 8， 使 得 
CD = 8, 


证 明 ”用 反 证 法。 假设 在 8* 上 没有 不 动 点 ， 闭 么 连续 霄 
数 
Fex) — xl 
在 有 只 闭 集 8* 上 一 定 取 得 撕 药 最 小 值 。 我 们 可 以 取 s>>0， 使 得 
3 min | FCx) —xl, 


汪 射 F = (fo)， B87 一 民 : 的 两 个 分 量 

fi: Bi:——RR! 利 fo BR! 
都 是 连续 函数 ， 根 据 维 尔 斯 特 控 斯 到 近 定 理 ， 存 在 多 项 式 P(x) 
和 pz《x》， 使 得 


[p10) - ft) | < ¥ XE B*, 
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[paC) ~ fox) | < 3 YE BD 


我 们 记 
p= (Di Ve), 
则 有 
pexy — fix Ee, VXxE BD, 
虽然 对 于 xE BB， 不 一 定 有 p(x)E B?， 但 可 断定 
pox lf OY + lpCx) — fx 1+ se 
邵 果 记 


_ 1 
h(x) = Tre 二 PAY 


那么 #4，B: 一 R'i 讲 足 条 和 任 
nCBY SB 
对 在意 的 x BB:， 我 们 有 
Jexy — fx) 1 
= | 二 px) ~ fx) | 


= 1 jp -7Kz) 一 
relecr Cr — ef x) 


1 
tre 


dE 
xs 二 
1 E22 


|x —Aer) 
守 |x -Fe 1x -ferx)l 
3 — 2£= 60.。 
但 六 五: 及: 是 二 阶 连 续 可 微 映 射 ， 访 足 条 忻 
i118 


iCBYI CCB. 


根据 定理 2， 映 射 4 必定 具有 不 动 点 。 这 就 是 说 ,必定 存在 rE B?， 
使 得 
jz he) =0. 


我 们 得 到 了 蔬 盾 的 结果 ， 从 而 完成 了 反 证 兴 的 证 明 。 . 口 

对 于 =3 的 情形 ， 可 以 仿照 上 面 的 讨论 ， 用 类 仅 的 办 兴 证 
明 布 区 稣 尔 不 动 点 定理 。 我 们 将 欧 单 地 陈述 主要 的 步骤 。 

定理 1 不 存在 清 是 以 下 条 件 (1 和 (2 的 二 阶 过 续 可 徽 映射 
习 五 3 有 3， 

《17 gx) = x, WE0D2， 

C2) 9tBID)OCHB, 

殷 设 存在 这 样 的 映射 9 = (91,9s,99) ; 则 可 构 作 微 分 形式 

w= 91I9s A\ dgs, 

如 同 定理 1 证 明 中 闭 样 ， 我们 可 和 以 用 两 种 不 闻 的 办 法 计算 积分 


| 。 


dF 


从 而 导出 矛盾 。 具 不 过 代 赤 定理 1 证 明 中 所 用 到 的 格林 公式 ， 我 
们 这 里 需要 利用 高 斯 公式 。 
定理 1 是 关键 的 一 步 。 有 了 定理 1"， 利 用 与 定理 2 几乎 完全 
相同 的 证 明 方法 ， 就 可 得 到 
定理 2′ 设 f，B?->R’ 是 二 阶 连 续 可 微 映 射 ， 满 足 条 件 
BY CBs, 
则 必定 存在 了 E B3， 使 得 z 
了 (CE = 
后 ， 利 用 基于 三 光 连 续 函 数 的 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ， 几 
乎 乏 字 逐 句 照 毛 定理 3 的 证 明 ， 就 能 得 到 
定理 3” 设 f，Bs 一 及 + 是 连续 耿 射 ， 满 足 条 性 
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(BD) TTB, 
则 必定 存在 《E Bs， 使 得 
f 6) =8, 


上 面 介 绍 了 对 n=2 情形 与 =3 情 形 药 布 劳 沃 尔 不 动 点 定理 
的 证 明 。 这 里 所 述 的 证 明 方 法 ， 原 则 上 也 适用 于 更 -- 般 的 情形 。 
在 对 n=2 情形 与 n=3 情形 的 证 明 中 ， 我 们 用 到 了 格林 公式 与 高 
斯 公式 。 对 于 一 般 的 n， 这 种 证 明 方 站 需要 用 到 基于 7 维 球 的 斯 
托 克 斯 型 公式 ， 在 以 后 的 关于 微分 流 形 的 课程 中 ， 将 要 介绍 很 一 
般 的 斯 托 克 斯 型 公式 。 有 了 那样 的 分 析 工 具 之 后 ， 仿 照 这 里 的 做 
法 ， 读 者 可 以 很 轻松 地 完成 对 一 般 情形 的 布 劳 滨 尔 不 动 虑 定理 的 
证 明 。 


36 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 怎样 的 条 件 于 曲线 积分 与 路 径 无 关 ( 只 与 起点 和 终点 有 
关 )? 这 样 的 问题 对 于 理论 研究 和 实际 应 用 都 有 十 分 重 要 的 意 
义 ， 例如， 在 物理 学 中 ， 功 与 路 径 无 关 意味 着 力 场 是 有 势 场 。 这 
样 的 场 值得 特别 关注 。 


6.a 在 面 单 这 通 区 域 情形 


设 G 是 RR 中 的 一 个 区 域 ,函数 PCx, 力 和 Qtx, 闪 在 6G 中 连 
续 可 微 。 又 设 Me 和 Mi 是 G 中 任意 给 定 的 两 点 ， 联 结实 中 两 点 
Mo 和 AM 的 路 径 7》 当然 不 止 一 条 。 如 时 对 于 驴 中 从 M0 到 Mi 的 
任意 分 段 连续 可 徽 明 线 7， 积分 


(8.1) z | 2 dx + Ody 


都 取 同 样 的 值 ， 那 么 我 们 就 说 曲线 积分 (6.1》 与 路 径 无 关 。 
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蚊 钱 积分 与 路 从 无 关 的 某 些 讨论 ， 涉 及 到 区 城 G 本 身 的 性 


和， 


定义 设 如 是 及 中 的 一 个 区 域 。 如 果 台中 任何 简单 六 曲线 
所 围 成 的 有 和 界 区 域 ， 总 是 整个 包含 在 CG 中， 那 必 我 们 就 谤 G 是 
单 和 连 通 的 《否则 我 们 就 说 6 是 多 连通 的 ) 

用 直观 的 语言 来 描述 ， 平 面 上 的 单 连 通 区 域 就 是 没有 润 的 区 
域 ， 在 图 16~14 中 ， 琦 阴影 的 区 域 Ca), (pb (cd 都 是 单 连通 
的 ， 而 (6 (fg 0 则 是 多 连通 的 ， 

定理 ] 设 如 是 及 中 的 单 连 通 区 域 ， 国 数 PCz 力 和 Qtx， 
切 在 G 上 连续 可 微 ， 则 坟 下 和 客 条 件 相 互 等 价 ， 

(4 对 于 心中 任何 分 恨 连 续 可 微 的 闭 曲 线 局 都 有 


中 Pdx+Qdy= 0 
下 


《32) 对 于 C 中 从 Mo 点 到 Mi 点 的 任意 两 条 分 恨 过 续 可 微 
狂 线 ?和 7 都 有 


| Pax+Qdy= | Pdx + Odys 
FF LJ 


(3) 在 在 畦 数 UUCX, 四 ,这 灿 数 在 G 上 连续 可 微 ， 并 且 使 得 
dU {x,y) = Pdx + Gdy 
《这 样 的 户 数 上 被 称 为 微分 式 Pdx+ Qay 在 G 中 的 一 个 原 炒 
数 ) : 
《42 在 台中 有 

8Q -3P 

xX 有 
证 明 ”我 们 按 以 下 程序 证 明定 理 中 所 列 出 的 各 条 件 相互 等 


价 ， 
(DD = = > d= (1) 


首先 证 明 “(1):>(2)2 。 设 Mo 和 好 :是 C 中 任意 天 点 ，? 
和 7 是 台中 从 Mo 到 Ai 的 任意 两 条 分 段 连 续 可 徽 的 明 线 。 我 们 
米 考 罕 这 样 的 一 条 闭路 径 0 ， 人 先 沿 着 YY 的 正 向 从 Mo 济 M1:， 再 
沿 着 7 的 抽 向 从 Mi 回 到 Wo。 根据 条 件 人 1， 对 于 防 牙 径 C 应 有 

Par+ Qay=0, 
这 就 是 
| Pax+Qdy—| Pdz + Ody = 0。 
其 次 证 明 (二 <3)”。 对 于 GG 中 从 Mo 到 MM 的 任 洛 一 条 
《分 康 连 续 可 徽 的 ) 路 径 ”， 了 曲线 积分 


| Pax + Qdy 
» 


都 至 同样 的 值 . 这 样 的 积分 只 依赖 于 路 径 的 起 点 Mo 和 终点 M， 
而 与 中 间 的 路 径 无 关 。 我 们 可 以 把 它 记 为 


时 
Pdx + Qdy, 


下 面 ， 我 们 固定 Mo Cxo, 90}， 而 让 MCx; 丰 在 G 中 变动 ， 这 样 定 
光 了 一 个 国 数 


. Fs} 
Ux = | Pdx + Qdy, 


将 证 明 UUCx, 四 就 是 微分 式 Pdx Qay 的 一 个 原 函数 。 为 此 ， 我 
们 来 考 骞 厅 在 中 任意 一 点 AT ;2 处 的 篇 导数 ， 因为 


Urith, va) — UC) 
只 
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= 二 ( Ws 已 dr + Ody 
1 六 中 ] 


-| Pdx + Qay) 


《实生 9 到 站 1 


1 TI hy) 

= 二- sy Pdx + Qdy, 

只 要 站 充分 小 ， 从 点 导 1 0000 到 点 MCW + 的 直线 段 就 全 

会 在 区 域 G 之 中 ， 我 们 可 以 说 这 下 线段 计算 上 面 最 后 一 个 积分 
(参看 图 16-15》。 这 样 得 到 


Ux + V1) ~ U(X 
此 


CC 
MCXxith, I) hs 
= 二 | ! “1 pgx + Qdy 
Tl! 
汇 | + 及 
| ! Prx, vy) dr, 
1 
在 上 式 中 让 hr*0 取 极限 就 
得 到 
Cr Hy. ar 
1? y= Px 1), 
图 16-18 
同样 可 得 
EY i ， 
P19) = im 区 2 (X19 1 vy) 
1 1 y+, | 
= im], QCD0y 
| = OLX HD , 
我 们 证 本 了 六 在 台中 爱 续 俩 导数 
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oU 


人 二 PtX,y), 


ec (x = Ox 
gy sh = OX WV), 
国 而 也 是 微分 式 Pax + Qay 的 一 个 原 国 数 。 顺 便 指出 ， 微 分 式 
pdx +Qdy 的 任何 一 个 原 函 数 都 可 以 表示 为 
半 十 | Pdx + Qdy, 


Taso! 
这 里 4 是 任意 常数 。 
再 来 证 明 “C3) 一 (4)”。 设 上 U(x, 四 是 微分 式 Pdx + 0dy 的 一 
个 原 孙 数 ， 则 有 


因为 已 和 都 是 连续 可 微 的 ， 所 以 六 是 一 阶 连 续 可 徽 的 ， 因 而 避 
的 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 相等 : 


最 后 证 明 “(d4) 之 (1)”。 我 们 分 凡 种 情形 讨论 。 
情形 ! 设 恕 是 台中 的 一 条 和 分 银 连续 可 微 的 简单 准 曲 线 。 我 
们 把 由 C 所 围 成 的 切 区 域 记 为 D。 则 由 格林 公式 可 得 


Pdr+Qd = ||(22- 守 -) dy= 0, 
中 *+Ydy Jar oy xdy=0 


情形 2 设 C 是 G 中 的 一 条 只 有 有 有限 个 自 交 点 的 分 眉 过 续 可 
微 闭 曲线 ， 对 这 情形 ， 可 以 把 CC 分 成 有 限 个 简单 闲 曲 线 
Clr Ca ym 
{图 16-16 中 国 出 了 澡 = 3 的 情形 }.。 
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图 16-16 


Pdx + Ody = 中 ma dy =0, 
中 r+Qdy= > xX+Qdy=0 


#41 


情形 3 曲线 C 有 无 穷 多 个 自 交 点 。 对 这 情形 ， 我 们 可 以 用 
封闭 折线 4 去 逼近 曲线 口 , 并 可 要 求 4 只 有 有 穷 多 个 自 交点 。 于 
是 


中 paz+ody=0. 
取 一 序列 这 样 的 闭 折 线 A; 趋 近 于 曲线 忆 ,通过 极限 过 程 就 得 到 
中 Pdr + Ody=0. 
于 是 ， 对 于 如 是 平面 单 达 道 区 域 的 情形 ， 如 果 需 要 判断 积分 
[par + Qay 


是 否 与 路 径 无 关 ， 或 者 需要 判断 微分 式 

Pdx + Ody 
在 GG 上 是否 怡 好 为 某 个 孙 数 的 全 微分 《 即 是 否 所 请 的 “恰当 形 
式 ”), 那么 最 方便 的 办 法 就 是 去 答 验 是 否 有 
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8.b 平面 多 连通 区 域 情形 


对 于 平面 多 连通 区 域 C@， 上 和 展 定 理工 中 的 (1?, (2) 和 (C3) 这 三 
项 仍然 互相 等 价 ， 但 第 (4 项 不 与 前 三 项 等 价 。 对 这 捕 形 , (1) 与 
《2) 的 等 价 性 同样 很 容易 证 明 〈 请 参看 定理 工 证 明 中 4f1) => (2)” 
那 一 部 分 )。 我 们 把 (2) 与 (3) 的 等 价 性 陈述 为 以 下 的 定理 ，。 

定理 2 设 G 是 RR*? 中 的 区 域 , 函数 Pr 所 和 Qfxy 妇 在 安吉 
拨 ， 由 以 下 两 陈述 相互 等 价 ， 

《al 第 二 型 曲线 积分 

|Pax + dy 

在 如 中 与 路 径 无 关 ; 

(b》 微分 式 Pdx + Qdy 在 6G 中 具有 原 函 数 DCzy 扫 。 

证 明 ”在 上 面 定理 1 的 证 明 中 ,*(2) 之 (3)* 这 一 步 推理 并 未 
用 到 区 域 的 单 连 通 性 质 ， 本 定理 的 “Ka) => (by” 这 一部分， 实际 
上 已 在 那里 证 明了 ， 下面， 我 们 来 证 明 “(b) 一 (ay?。 

考察 G 中 从 点 Mo 到 点 M, 的 任意 一 条 分 段 连 续 可 微 曲 线 ; 

x =xf(t y= UtE oa, Pl 


复合 函数 UCxC2),y(i)) 也 是 分 眉 连 续 可 微 的 。 在 这 函数 连续 可 
微 处 ， 我 们 有 | 

dU CX yOEN) = POXCED YE dX + QC) wt) dy Ct), 
于 是 


| 已 dz + Ody 
了 
a 
= | du), v0)) 
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DCcC6)，C8)) - UCC), yo)) 
=UCMy ~ UCM), 


这 说 明 曲 线 积分 |Pdx + dy 在 G 中 与 路 径 无 关 。 ， 口 


察 函 数 
P-miy’ Ovmr 
明和 然 有 
dO_ x? .aPp 
有 7 
曲线 积分 


[Pax + Qay 
仍 与 路 和 色 有关。 一 一 我 们 在 $ 3 例 5 中 已 经 看 到 ， 沿 缠 原 点 的 任何 
分 段 连 续 可 微 的 简单 闭 曲 线 本 ,都 有 


中 Pdx + Qdy 一 2T， 
了 


6.c 原画 数 的 计算 
设 忆 是 及 ?中 的 一 个 区 域 ， 函 数 PCz 四 和 Qxy 凡 在 好 上 连 
续 。 如 果 曲 线程 分 


|Pax + OQdy 
在 蕊 中 与 路 径 无 关 ， 那 么 微分 式 
Pdxz 十 Odv 
就 征 - 个 恰当 形式 ， 它 的 原 国 数 可 按 下 式 寺 算 
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(8,2) UCx, sy) =c+| Pdx + Qdy, 


tT psBo! 
考察 点 MoCxos yo MM Cx yo)s M* Cros #} 和 PA MixyV)( 大 四 图 16- 
I73。 

如 果 区 域 妃 包含 了 折线 


MoM’M， 那 么 我 们 可 以 沼 这 折 ”四 ¥ 
线 计算 积分 (86.2), 这 样 得 到 
U(x,y) 
(ry 0 
=CG+ Pdx + Ody 
{zorBot 
+ Pdx + Ody M, 对 
《人 下 图 16-17 


=C0+ 上 Pee, yde + | QCxs ndn, 
zx, 3 


在 上 面 最 后 的 表示 式 中 ， 所 有 的 积分 者 已 化 成 了 寻常 的 定 积 分 。 
如 果 区 域 上 包含 了 折线 MoM*M， 那 么 我 们 可 以 按 以 下 方式 
把 6.3) 化 为 定 积分 计算 ， 


tty 【人 =) 
Pdxr + OQdy +| Pdx + Qdy 
: y) 


(Iorio: (Tn 


Ux yy = +| 
dy 六 

= c+| Oxo, 1)dn :| Peresy) de. 
¥a no 


6.d 涉及 空间 区 域 的 讨论 
在 空间 区 域 妃 中 讨论 上 出线 积分 
jpas + Qdy + Rdg 
与 路 答 无 关 的 条 件 ， 基 本 结论 与 正面 区 域 的 情形 十 分 相似， 但 就 
129 


一 间 区 域 抽 言 ， 音 连 道 性 的 定 交 陈述 起 来 稍 费 口 舌 。 我 们 上 先 从 较 
一 般 的 精 形 〈 不 一 定单 连通 的 情形 ) 开始 讨论 。 

定理 3 设 G 是 我? 中 前 区域， 凶 数 PK， 375QCX Vs) 和 
ROX,y 2) 在 如 连续 ， 则 以 下 两 陈述 相 五 等 价 ， 

(a) 第 二 型 曲线 积分 

[Pax + Qdy + Rds 

在 扬中 与 路 和 无 关 ， 

(bh) 微分 式 Pdx + Qdy + Rdz 在 GC 中 有 原 阔 数 (x,y,z),; 上 好 

Pdx + Qdy + Rds = dU 

定理 3 的 证 明 与 定理 2 的 证 明 几 乎 完全 一 样 ， 这 里 就 不 再 重 

复 了 (请 读者 自己 练习 )， 


例 2 在 力学 或 电学 中 ， 常 常 需 要 考察 与 距离 平方 成 反比 的 
中 心力 场 【 例 如 万 有 引力 场 或 电场 )。 这 样 的 力 场 可 以 表示 为 


fr 
F(X YY 4? 


这 里 
r=ir| = r+ 二 2 


设 有 单位 质量 的 质点 或 单位 电量 的 点 电 禧 沿路 径 荆 移动 ， 则 力 场 
FF 对 它 所 做 的 功 可 以 表示 为 以 下 的 第 二 型 曲线 积分 


| dy -| Lx 二 YU , 
下 rr T 


因为 微分 式 


_ od + ydy + 2dz 
一 


有 原 销 数 
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U(X YS) = 


所 以 在 这 样 的 力 场 中 ， 功 与 路 径 无 尖 ， 

对 于 一 类 比较 简单 的 区 域 一 一 星 形 导 域 ， 曲 线 积 分 与 路 径 雹 
其 的 条 件 很 容易 讨论 。 下面 。 先 介绍 RR 中 星 形 区 域 的 定 交 。 

定 尺 ” 访 万 是 下: 审 的 一 个 区 域 。 若 存在 万 中 一 点 4， 人 使 得 
对 于 任何 MED， 直 线段 4MN 均 完全 包含 在 只 中 ， 则 称 九 是 关于 
丰 点 为 星 形 的 区 域 ， 人 简称 星 形 区 域 . 

定理 4 设 万 是 R: 中 的 星 形 区 域 , 国 数 Plxyy,2),D(xY, pe) 
和 RCx,y;z) 和 在 吕 中 连续 可 微 ， 则 以 下 三 项 陈述 相互 等 价 ， 

(1》 第 二 型 曲线 积分 


fpax + Ody + Rds 


”在 台中 与 路 径 无 关 } 
《2) 微分 式 Pdx+Qdy+ Rdz 宪 区 城中 有 原 阔 数 UCY， 
zy zs， 朋 
Pdx + Ody + Rds = dr 


3) 在 五 中 有 
dd oP dR -oo 6f oR 
Bx Hy’ Ay Ads’ Be ar" 


证 明 定理 3 已 经 对 蝎 一 般 欧 情形 肯定 了 C1) 与 (2) 的 等 价 
性 。 这 里 只 须 对 县 形 区 域 的 情形 证 明 (2) 与 (3) 等 价 。 推 理 “(2》 
> (3)” 也 不 用 星 形 区 域 的 条 件 ， 鱼 而 这 部 分 结论 对 一 般 区 域 
也 能 适用 ， 
设 鹿 数 UCx,y,z) 在 PD 中 连续 可 微 ， 并 且 使 得 
Pdx + Ody+ Rdz = dU, 
也 就 是 
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ou OD _ OU 
A 0 BR 有 D0 


因为 P,Q 和 是 这 织 吕 短 的 ， 所 以 LU 十 二 阶 连 续 可 微 和 的， 因而 
有 


P= 


Bf BC 
dxiy Hydx” 
区 镀 是 
Bx Ay” 
同样 可 证 


=oo ， dP _9k 


= Hz’ zs Ar" 


下 商 证 明 “(3) 之 〔〈2)”。 设 五 是 关于 4 点 为 星 形 的 区 域 。 对 
于 口中 的 任意 点 MKxz ys)， 我 们 定 习 


UC =| Pdx + Odyvy + Rdg. 
是 有 


将 证 明 UCx,y,2) = UCAM) 是 微分 式 
Pdx + Ody + Rdz 


的 一 个 原 晴 数 。 为 此 ， 我 们 考 窒 人 中 的 虚 Moxos Vo;20) 和 M(xXo 
+ 上 ,yos%0)。 因 为 局 古 区 域 ，Ms 的 其 个 邻 域 包含 在 BD 中 ， 所 隐 
对 充分 小 的 站 ， 线 段 WoM 包 售 在 DD 中 。 炎 由 于 DD 关于 A 点 的 县 
形 性 质 ， 三 角形 面 A4Mhzo 应 完 金 包含 在 也 中 (图 16-18)。 利 用 


斯 托 克 斯 公式 计算 沿 和 仿 AMnM 阅 界 的 曲线 积分 得 到 


| Pdx + Ody + Rd 
科 肝 则 0 甩 


Mo 


图 ”16-18 


dQ _#aPp 
由 By )axady 
衬 点 末 弄 1 


十 (党 一 Javds 


志 


+{2.- 红 Jazds 


Be dx 
= 人 0， 
由 此 可 得 
| Pdx + Odv + Rds 
站 对 
二 ( 十 fi) + Ody + Rds, 
也 束 是 


UCXot+ hk, yo, 20) 


工 ， 下 内 
= U(xo Yoo) +| " POX, yos 0) dX, 


由 此 容易 得 知 


3U 


这 Cros Bos so) 一 和 《0 人 0 
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因为 (xoyg6s%0) 可 以 是 吃 中 任意 一 点 ， 我 们 已 经 证 痕 了 


bE = Px, ys)}, 


局 样 可 证 


GU Cx, y,%) 


By = OX, V2) 


OX 3) Rr, ys) 
问号 


这 样 ， 我 们 证 明了 ，PIxz, ys 是 微分 式 Pdx + Ody + Rds 的 一 个 
原 随 教 。 口 

下 面 就 空间 区 域 稍 形 介绍 单 连通 的 概念 为 了 搬 述 方便 ， 我 
们 尽 可 能 将 参数 曲线 的 定 闵 区 间 “ 标 淮 化 ”， 即 尽 可 能 将 区 域 吕 
中 的 参数 曲线 表示 成 这 样 的 映射 

yy TI-rG, 

其 中 的 了 = [0,1TJ 是 标准 区 间 。 显 然 定 义 于 任意 区 间 了 上 的 参数 
曲线 都 可 以 通过 参数 的 远 当 线性 变 挠 化 成 上 述 形 式 ， 

定义 ” 设 G 是 及? 中 的 一 个 区 域 。 

《i》 如 果 4 和 号 是 局 中 的 点 ， 
. yy f+ 

是 一 个 过 续 有 映射， 满足 条 性 
YO = A， YY(1)= 8, 
那么 我 们 就 说 ?是 G 中 联结 4 和 8 的 -- 牺 〈 过 续 ) 曲线 ,对 于 
B= A， 也 就 是 . 
- POO = PO = A 

的 情形 ， 我 们 说 ?是 一 条 闭 曲 线 .。 

(iiy 车 (中 的 映射 为 1 一 G 是 连续 可 微 的 ， 则 称 ? 为 连续 
可 和 投 曲 线 ， 
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Kiiiy 车 (让 中 的 有 映 计 Y，I 一 G 是 分 恨 连 续 可 微 的 ， 则 称 》 为 : 
他 号 束 续 可 对 曲线 。 
泽 记 ”所 谓 上 映射 六 ->G “分 段 连 续 可 微 ” 是 指 ， 
(a3) 上 暴 射 ”本身 是 连续 的 ， 
Ch) 存在 区 间 了 工 = 50, 的 一 个 分 害 
0O=#t 1 
使 得 ?在 G02 Uitte Cts-131n7 是 连续 可 微 的 ， 在 二 大 
侧 可 微 ， 在 ts 左 侧 可 微 ， 并 且 在 二 ,to，"…stn-1 各 处 波 是 左 侧 可 
微 的 又 起 右 删 可 微 的 . 
我 们 还 约定 把 分 段 连 绪 可 微 则 线 ”上 连续 可 微 性 质 划 于 破 坏 - 
的 点 ?GD ,7C5，y7Cte iD) 惠 做 这 基线 的 例 计 点 。 
定义 设 如 是 RR? 中 的 一 个 区 域 ，?” 是 台中 一 条 和 连续 让 徽 的 : 
闭 曲线 ， 
YOO = 701) = 4, 
如 果 存 在 过 续 可 徽 映 射 
H: Tx IG, 
满足 这 样 的 条 件 
Hs,D = H(s,1)=A, Ysel, 
HO,t) = C1) 
再 (IT 划一 内 


那么 我 们 就 说 连续 可 微 曲 线 7 在 区 域 @ 中 是 震 伦 的 。 


泽 记 我们 可 以 拒 上 面 定义 中 的 互 看 成 是 依赖 于 参数 SET 
的 一 族 困 曲线 


}， Vi€El, 


Yett) = HCs,t), 


当 参 数 > 从 0 变 济 1 时 ， 闭 曲线 + 就 逐 浙 缩 成 点 4。 因 此 ，“ 过 
伦 ” 的 几何 直观 意义 就 是 ， 闭 曲线 7 可 以 在 安 中 编 成 一 个 点 〈 图 
16-192, 
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图 16-19 


定 尺 ” 设 6G 是 及 :中 的 一 个 区 域 .如 果 台 中 任 条 一 条 连续 避 徽 
的 闭 曲 线 在 这 区 域 中 都 是 零 伦 的 ， 那 么 我 们 就 说 是 单 连 通 的 ，。 

例 5 (a) 开 球 体 尽 单 连通 的 。(P) 开 球 体内 部 抠 了 一 个 球 
形 小 空洞 之 后 ， 剩 下 的 部 分 仍然 是 单 连 通 的 。 (ce) 开 球 体 上 打 了 
一 个 项 通 的 圆柱 形 和 孔洞 之 后 ， 剩 下 的 像 一 粒 罕 了 筷 的 珠子 那样 的 
区 域 就 不 再 是 单 连通 的 了 。 

下 面 的 定理 讨论 空间 单 连通 区 域 里 第 二 型 曲线 积分 与 路 径 无 
关 的 条 件 ， 

定理 5” 设 忆 是 RR: 中 的 单 过 通 区 域 , PCX,y 8) ,人 (xX, 了 ;zs》 和 和 
R(X,y,%) 是 在 G 中 连续 可 微 的 消 数 , 则 以 下 四 项 陈述 相 坪 等 价 ， 

1》 设 避 中 任何 一 条 分 段 过 续 可 微 的 团 曲 线 ?都 有 


中 Pix +Ody+ Rds = 0 
到 


(2)》 藻 人 中 任何 了 两 条 有 不 问 起 点 和 共同 终点 的 分 段 连 续 可 微 
曲线 ?和 5 有 
| Pdx + Ody + Rdz =| Pax + Ody+ Rdz, 
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TT ~. . Sm . 


即时 胃 积 分 


jPax tOdy+ Rdg 


在 安 中 与 路 径 无 基 * 
(3) 微分 式 Pdx + Qdy + Rdz 在 如 中 有 原 遂 数 ， 即 存在 定 艾 
于 写 上 的 连续 可 微 国 数 Cryyss)， 使 得 
Pdx -Ody + Rds = dU; 


do _aP -aR _ ee dp _oR 


Ox 0” Oy 0 dz Hx" 

我 们 将 省 略 一 些 细节 ， 概 要 地 介绍 这 定理 的 证 明 ， 

证 明 的 神 慨 仿照 前 面 的 讨论 ， 很 容易 证 有 明 (1) 一 (2)=> 
(3)=>(4)2 《这 部 分 论证 不 用 区 域 的 单 连 通 性 质 )。 剩 下 来 的 较为 
眼 难 的 任务 大 对 单 连通 区 域 的 情形 证 明 46(4) 一 (1)7 。 

首先 指出 ， 为 了 证 明 “(4)=>(1)2 ,只 须 在 条 件 人 44) 的 前 提 
下 ， 证 明 对 于 G 中 任何 一 条 连续 可 微 的 闭 曲 线 ? 都 有 


中 Pdr + Ody+ Rdz = 0, 
下 


对 此 ， 我 们 作 如 下 的 论证 ， 如 采 避 中 的 用 曲线 mm 仅仅 是 分 段 过 
续 可 微 的 ，M 是 为 上 的 一 个 例外 点 《 即 连续 可 微 性 质 遭 到 破坏 
的 态 )， 都 么 可 以 在 必 扩 两 侧 的 曲线 上 分 列 选 择 对 应 于 邻近 参数 
值 乡 和 上 + 的 点 M“ 和 M" ,然后 设法 用 一 段 过 续 可 微 曲 线 M”AM? 代 
地 的 一 段 M'MM*，。 要 求 撞 上 的 一 段 在 M 点 和 1” 点 处 的 衔 
按 十 连续 可 微 的 “具体 做 法 在 本 段 末 的 注 记 中 予 以 说 明 )。 用 这 
样 的 办 法 传 次 消去 所 有 的 例外 点 之 后 ， 号 得 到 一 条 连续 可 微 的 了 
曲线 7 。 所 作 的 修改 可 以 很 细小 ， 使 得 修改 后 的 一 段 M'M* 与 原 
来 的 那 一 段 MMM’ 都 在 MM 点 的 一 个 包含 于 G 内 的 :球形 邻 域 
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之 中 ，。 球 形 邻 域 当然 是 星 形 的 ， 根 据 定理 4 就 有 


| - Pdx + Ody+ Rds 
MM’ Mr 


=|、 Pd* + Ody+ Rd, 


M' Ml* 


我 们 看 到 ， 分 段 连 续 可 徽 的 闭 虹 线 1 可 以 修改 成 一 条 连续 可 微 
的 用 曲线 7 ， 使 得 


中 Pdx + Ody+ Rdz 
Fn 


二 中 Pdx + Ody + Rds, 
Yr 


如 单 能 证 明 上 式 溃 边 的 积分 等 于 0 ， 左 按 的 和 分 自然 也 就 等 于 
0。 

下 面 ， 我 们 就 在 条 忻 (4) 的 前 提 下 ， 证 明 窜 避 中 的 任何 连续 
可 微 的 六 曲线 ? 都 有 


中 Pdx + Ody + Rdz 一 六。 


设 YO0D =Y(1)= 有 A。 因为 区 域 上 GG 是 单 迷 通 和 前 ， 所 以 存在 连续 可 微 
奥 射 


H;: jx lt, 
做 得 
HissO0) = HS,17 = A, YsETs 
BloO,t) | 
s Yel 
H(t)= A 
光电 的 像 集 记 为 
KE=Ht x1), 
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是 然 严 是 完全 包含 在 G 中 的 一 个 紧 致 集 。 于 是， 存 在 se>0， 使 
得 到 K 的 距离 不 超过 = 的 点 全 在 CG 中 , 即 
{WER dW, KEEECO, 
因为 玉 在 Tx} 上 是 一 臻 连续 的 ， 所 以 存在 5 汪 0， 使 得 上 只 村 (s， 
19, ts tx 了 
[s—s’|<8, lt-t [<6, 
号 有 
CHGS HOS < 
我 们 取 足 够 大 的 自然 数 n ， 使 得 


用 分 界线 


?ok 三 1 2 ， "sri— 1 
将 正方 形 Tx 了 前 分 三 nxn 个 小 方块 


扫 然 有 
Myo = Min= A, Mug =A, 


每 个 小 方块 卫 ;; 的 像 集 瑟 (开店 都 包含 在 点 Mjyxk 的 8 球形 饥 
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域 之 中 。 这些: 球形 邻 域 都 是 包 含 在 如 内 的 最 形 区 域 。 根 据 定理 
4， 在 每 一 个 这 洋 的 = 球 内 部 曲线 和 分 


| Pd + Ody+ Rdz 


与 路 径 无 关 。 我 们 可 以 逐次 对 跨 答 7Y 作 细 小 的 改变 ， 芋 得 每 次 变 
动 的 局限 在 一 个 = 球 之 中 以 保证 柄 分 值 不 改变 。 最 后 将 路 径 纺 到 
站 忆 的 5 球形 邻 域 之 中 ， 从 而 证 明 积 分 值 等 于 0。 具 体 做 蔡 略 述 . 
下 : 
第 一 步 ， 将 语 路 径 
y= AM Moo Mn .1A 
的 积 分 转换 成 语 踏 径 


YA 
的 祝 分 ， 这 里 的 AMi1Mun 是 HCBdH1) 的 一 部 分 (参看 图 16-20)。 
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第 二 砂 ， 再 将 沿路 径 .4MUAoMoaafon-i4d 的 积分 转换 成 
沿路 径 
AMBMo Mn io fy,n_1Ad 
的 积分 (Mo Mi MizMos 这 一 段 是 韭 (Bd 了 12) 的 一 部 分 ,这 后 一 
积分 沿 曲 线段 Mi 和 Mo 的 部 分 互相 抵 销 ， 所 以 能 转化 成 
语 着 路 径 

AMUIN oN do, nA 
的 积分 。 这 样 逐次 做 下 去 ， 可 以 将 原来 沿 闲 曲线 ”的 积分 化 成 六 
用 曲线 

全 二 AT 
的 积分 ， 然 后 青 转 化 成 沿用 曲线 

Yo = AM2Baerm Mz,n_1A 
的 积分 ，… 光 最 后 转化 成 沿 闭 曲 线 

ni 二 Ar 

的 积分 。 整 个 转化 过 程 可 以 简略 地 写成 如 下 的 一 组 等 式 一 一 所 有 
积分 的 被 积 囊 示 式 都 是 
Pdx + 人 dy Rdx, 
为 书写 简便 起 见 而 省 咯 了 ， 


$ Ps 


中 条 2 
中 下 


bn | 
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中 MY 


[| 


中 1 


因为 闭 曲 线 Pn.) = AM 上 种 虑 出 及 成 的 
猎 离 都 小 袜 z， 即 Y。- 1 完 金 包含 在 4 点 的 6 球形 邻 域 之 中 ， 所 以 
根据 定理 4 应 有 


$ Pdx + Ody + Rdz = 1, 
这 样 ， 我 们 证 明了 
中 Pdx + Ody + Rdxz = 0, 


定理 5 的 证 明 到 此 完成 . 口 
洲 记 ”上面 证 明 开 始 时 所 述 的 局部 修改 ， 可 以 道 过 多 项 式 插 
值 的 办 法 桥 出 。 设 待 修改 区 分 段 连续 曲线 是 
Vett) = CPo tt) , Wott) ,wo (ty), 
为 手 述 省 事 起 见 ， 不 妨 设 曲线 7 具有 一 个 例外 成 性 。 在 这 例外 所 
两 向 铝 近 的 曲线 上 各 取 一 点 M 和 1 (分 别 对 应 于 套数 和 17)，。 
我 们 作 竺 定 系 数 的 二 次 多 豆 式 
POL) =A+HE ty + pts, 
要 求 它 满足 条 性 
| PY = PY = Po (1), 
PD pot) pt) = po (Er), 
上 而 的 条 件 可 以 看 成 关于 未 知 数 4,4,s,7 的 线性 方程 组 ， 该 方程 
组 的 杀 数 行列 式 等 于 伟 ' - 纪 ) >>0。 解 这 方程 组 就 可 以 定 出 %， 
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th 


Ai2spy 从 而 定 出 Y”( 芝 来 ， 用 类 伺 的 芭 牙 可 以 相应 地 确定 (如 和 
at。 这 样 作出 的 修改 曲线 


VOD = CFO pO) sw) ) 
就 能 满足 我 们 的 要 求 。 


6.e 用 外 狼 分 术语 陈述 条 件 
设 ww 是 一 个 次 微分 形式 、 如 果 
da 一 必 ， 


那 友 我们 就 说 。 是 一 个 六 形式 ， 如 果 存 在 一 个 一 1 次 微分 形式 
8， 使 得 


wm = dg, 


堵 么 我 们 就 说 各 是 一 个 恰当 形式 。 

因为 4Cd9) =0， 记 以 任何 一 个 恰当 形式 都 是 用 形 式 。 

采用 外 微分 的 术语 ， 曲 线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 可 陈述 如 
下 ; 

定理 设 G 是 (RR 或 让 中 的 一 个 区 域 ,，% 是 在 C 土 连续 可 
微 的 一 个 1 次 微分 形式 ， 删 以 下 两 条 件 相互 等 价 : 


Cay 积分 | 在 C 中 与 路 径 无 关 ; 


中》 在 GG 中 、& 是 恰当 形式 ， 
如 果 C 是 一 个 单 过 通 区 域 ， 那 么 上 面 的 条 件 {@ 和 省 ) 还 与 以 下 的 
条 件 Co 等 价 ; 
Cy 在 GG 中 ，w 是 闭 形式 ， 
读者 不 难 通过 术语 的 相互 翻译 认 出 这 定理 只 市 过 是 前 面 几 眉 
所 得 结论 的 另 一 种 陈述 方式 ， 
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8$7 人 恰当 微分 方程 与 积分 因子 


微分 方程 式 
{7.1) 和 = fx,) 
可 以 改写 成 


fx,y dx -dy=0. 
这 种 写 计 的 更 一 般 形 式 十 
(7 .2) PX,WDx tO Way=0, 
将 一 阶 微分 方程 写成 这 样 的 形式 ， 对 于 探 避 初 苦 积分 方法 ， 有 了 时 
比较 方便 ，。 


7.a 恰当 微分 方程 
首先 考察 这 样 的 情形， 方程 他 ,人 的 左 端 是 一 个 恰 当 的 微分 
式 。 我 们 把 这 样 的 方程 叫做 恰 才 横 分 方程 或 者 全 租 分 方 算 。 对 这 
种 情形 ， 存 在 连续 可 微 范 数 UX, 四， 使 得 
《7.3》 dU Cry = Px ydr + OX, vdy, 
于 是 ， 方 程 ,22 的 任何 一 个 解 y=y(xX) 必定 使 得 
d[UCs yx))] = 0， 
因而 讲 足 
《7 了 ,4) TY 
一 一 这 里 性 是 常数 。 反 过 来 ， 由 于 (7.3) 式 ， 任 何 满 足 (7. 4 的 过 
续 可 微 范 数 y(2) 也 必定 谐 足 方程 (7.2)。 我 们 求 得 了 用 隐 靖 数 形 
式 表 未 的 方程 67.20 的 一 般 解 
CF.5) Utx,y) = 
这 里 C 是 一 个 任意 常数 。 像 这 样 的 用 鸣 函 数 形式 天 示 的 和 解 ， 通 常 
叫做 * 积 分 ”。 我 们 得 到 以 下 结论 ， 
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定理 1 恰当 微分 方程 
Plxwdr FO MN dy =0 
的 递 积分 为 
EC =, 

这 里 UCx, 巷 是 方程 左 端 微 分 式 的 一 个 愿 函数 ，C 是 任 章 常数 。 

上 节 中 移 讨 论 ， 实 际 上 已 经 解决 了 [以 下 两 个 基本 问题 (特别 
是 对 单 连 通 区 域 的 情形 ): 

一 、 怎 样 冯 断 像 7. 那样 舶 方程 是 否 愉 当 微 分 方程? 

二 、 如 时 (7,2) 是 一 个 恰当 的 微分 方程 ， 那 么 我 们 怎样 县 体 
求 出 方程 左 疯 微分 式 的 原 敬 数 ? 

因此 ， 人 中 以 认为 萎 己 经 解 竣 了 , 
做 到 这 一 点 ， 而 要 十 分 类 生 和 分 的 运算 让 二， 并 善于 糙 短 分 民 分 
组 。 请 看 下 面 的 例子 ， 

例 1 求解 方程 

Gdx + Cxev + 2 dy = 0, 
解 将 方程 左 闯 的 微分 式 分 成 两 组 ， 
Cerdx + xeidyy + 2ydy = 0, 
的 一 个 原 函 数 是 ， 因而 原 方程 左 端 汪 分 式 的 一 个 原 员 数 是 
Xe 十 了 
原 方 程 的 通 解 ( 通 积 分 ) 为 
Xey 4+ y= 人 OO, 
例 2 求解 方程 
(Tx + 3 dx +t (x — ydy =0, 
和 解 ” 厌 方程 去 如 可 按 坏 下 办 法 分 组 
(xdx 一 57dy7 + (3ydx + 3xdy), 

容易 求 出 上 式 的 诛 图 数 


不 方程 的 道 解 为 


于 
岂 下 一 些 公 式 当 然 是 需要 熟 记 的 ， 
adut+ Fdy = diatu + FN) 
[Gy 月 全 RR) 


udy + udu 一 CD 


Hdy 一 tdi 0 = ); 


udu 一 tdiu 此 ) 
二 一 时 一 
2 十 2 (arots ni 


-dinlul (二 0; 
vd = dy C0) 。 

应 该 指出 ， 观 嫩 臣 求 原 函数 虽然 很 省 事 ， 但 这 方法 余 糊 于 技 
巧 和 熟 巡 ， 并 不 是 每 次 都 能 成 功 和 的 ， 另 外 ， 除 了 税 单 的 情形 而 
外 ， 不 容易 一 谍 就 看 出 方程 是 否 恰当 的 。 如 果 官 目 去 履 ， 可 能 会 
误 入 歧途。 因此 ， 上 节 所 介绍 的 恰当 微分 式 的 判别 兰 和 厌 国 数 的 
求法 ， 是 必须 牢固 笨 操 的。 


7.b 积分 因子 


恰当 微分 方程 要 求 庆 端的 微分 式 次 巧 是 一 个 全 向 分。 这 种 社 
形 并 不 多 罗 。 对 一 般 的 方程 
C7.6) M(x dx 4 NC DAY EO, 
我 们 可 以 用 适当 的 非 零 因子 #(Y ,去 湛 等 号 两 边 ， 拒 它 化 成 
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《7.7) PCGxz dx+Qx oag= 0 
这 里 
Pex,WD = WDM, DD, 
QCD = DN, NN. 
如 果 这 样 得 到 的 方程 (7.7》 是 一 个 情 当 微分 方程 ， 那 么 我 们 就 
说 g(x ,办 是 方程 (7.6》 的 一 个 积分 因子 ， 
我 们 指出 一 个 重要 的 事实 ， 任 何 形 如 《7,6》 的 方程， 都 必 
定 具有 积分 因子 。 但 送 一 事实 的 证 明 ， 涉 及 到 一 阶 仿 微 分 方程 理 
论 ， 我 们 这 里 不 能 讲述 。 而 且 理 论 上 的 证 明 ， 只 是 肯定 了 积分 因 
子 的 存在 性 ， 并 没有 上 告诉 县 体 求 出 这 因子 的 办 站 ， 对 实际 解 题 未 
必 有 很 多 帮助 。 下 面 将 要 介绍 的 ， 是 求 积分 因子 的 某 些 具体 办 
甘 。 对 于 一 阶 微 分 方程 来 说 ， 积 分 因子 法 概括 总 结 了 主要 的 初等 
积分 兴 ， 因 而 给 我 们 提供 了 一 个 很 好 的 复习 机 会 ， 
例 35 可 分 离 变 泡 的 一 阶 微 分 方程 ， 
这 种 方程 的 一 般 形 式 为 


M,C MD dx +t NGOON. OD dy = 0. 
如 果 名 2GD NLCx) 壮 0， 那么 这 方程 就 有 积分 因子 


加 1 
PY) = MNN “ 


用 这 因子 葬 方 程 两 边 就 可 将 变 元 分 离 : 


Mi) gr NatD gyn | 
NO Ms™ 0 


上 式 左 端 是 一 个 恰当 形式 ， 它 的 一 个 原 函 数 为 


_ Mx) NI 
UCx,yy = | NC dx 十 May Ye 


圭 而 原 方程 的 通 解 为 
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HG 好 区 十 Away “dt = CO, 


CE M,(y) 
训 4 考察 一 阶 线 性 方程 
py= = q(x), 
这 方程 共有 积分 因子 
i _ fprzidr 
. HE=e » 
以 这 因子 鲍 原 方程 ， 就 把 它 化 成 了 可 积分 的 形式 
del ?de y) _ oj Prd q(xy dx, 
一 个 蝴 数 半 (x,y) 被 称 为 尺 深 齐 次 消 数 ， 如 果 它 满足 这 样 
的 条 件 ; 
(7.8) ACE = 的， Tt 
连续 可 微 的 大 次 齐 次 国 数 时 Cx, 四 席 足 以 下 的 欧 控 人 恒等式 ， 
(7.9) 2 + =kM, 


事实 上 ， 只 要 将 (7.8) 的 两 边 对 诗 求 导 ， 然 后 代 进 1=1， 就 可 
得 到 《7.9)。 
在 下 面 的 例子 中 ， 我 们 考察 系数 为 齐 次 阔 数 的 微分 方程 ， 
俩 5 设计 (Xx, 扩 和 六 (x, 办 都 十 该 齐 次 辐 数 ， 出 微分 方 


程 
Mex,yydr t+ Nix,yydy=0 
具有 积分 因子 
- 1! 
xXM+ yyN’ 
这 里 设 xM +yN 寺 0, 


证 明 首先 ， 引 人 人 记号 
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- Lp dr Hr dimes Ed rv - 


我 们 来 证 明 
2 _aP 
' Dx dg" 
计算 得 
aN DM 
a0 (Mr -Nr)- MN 
dx CxXM 十 了 7 
DM 有 
ap (Ny Moy) -MN 
3y (XM + yiN) “| 


所 得 两 式 相 减 ， 并 利用 慎 等 起 “7?.9)， 就 得 到 
30 aP _ 


| 


Dx dy ” 


因而 ， 在 任何 单 连通 区 域 上 ，Pdax + 8dy 都 是 恰当 微分 形式 。 
例 6 ”求解 方程 


解 ”上面 的 方程 可 以 改写 为 
2xVdx 一 (十 办)d8 =0, 


由 例 5 可知 ， 这 方程 有 积分 因 闻 


二 _ ji = 1 
Dx — ONT ry" 


下 面 ， 我 们 来 求解 恰当 方程 
1 


2xdx x+ yo 
wy erm ga 


这 方程 区 可 写成 
2xdx ~ 2ydy 2 一 扩 


一 


Xi yx — y2) 


dy = 0O, 


基 


xdx 一 全 Pd dv 
0 
XT 和 


积分 这 方程 就 得 到 
ntx:— | -laly| =In|Cl, 


2 一 了 
To, 


也 就 是 
Cy, 
实际 解 题 时 ， 常 常用 到 分 组 求 积分 因子 法 。 下 面 ， 我 们 就 来 
说 明 这 种 方法 。 
设 p(x, 四 是 微分 式 
《2 .10) M{x, ydx+ Nr, yy)dy 
的 一 个 积分 因子 ， 并 设 
uCMdx + Ndyy = dU, 
是 果 是 一 个 一 元 连续 函数 ， 它 能 够 与 函数 UU 复 全 ， 那 么 
#CU YH 
也 是 微分 式 〈7.10) 的 一 个 积分 园 于。 事实 上 ， 我 们 有 
{oC CMdx + Ndy) 
=ptUYdU = dp (0), 
这 里 刍 是 ”的 原 国 数 。 


15 相 


我 们 来 考察 方程 
ChMdx 二 有 人 + CM dr + Nedyy = 0 
设 这 里 的 两 组 织 分 式 分 别 具 有 积分 因子 二 和 内， 并 设 
uCMidx + Ndy) = dU,, 
Ha Modx + Nedy) = dUs, 
如 果 我 们 能 远 取 连续 沙 数 yp 和 mw 使 得 
PUR = PaCUo) Ho 
那么 
p=1(U DE = pV 
就 是 两 组 微分 式 共 同 的 积分 因子 ， 因 而 是 
ChMdx + Ndy) + CModx + Ndy) 
的 积分 因子 。 
实际 解 题 时 ， 采 取 灵 活 变 通 的 做 法 ， 往 往 能 更 快 地 岁 出 积分 
瓜子 来 。 
例 7 求解 方程 . 
- +R- d+ rdy=0, 
秘 ”将 这 方程 改写 为 
《xz2 ydxr + xdy — ydx = 0, 
很 容易 看 虹 一 个 积分 因子 


-1 
HT 


骨 这 因 于 乘 方 程 两 边 ， 就 得 到 


dx 2 =0。 
3XZ2 十 多 


我 们 求 得 原 方 程 的 通 解 


和 十 arctg =O, 
和 


例 8 求解 方程 

ydx +xCL+xeyzyday =0。 
解 ”这 方程 可 改写 为 

Cydxr 十 xdyy + x yidy = 0, 


形状 如 #(x 胃 的 函数 都 巧 前 一 组 的 积分 因子 ,我们 选择 ?以 使 
(xz 所 也 是 后 一 组 的 租 分 因子 。 容 易 看 出 ， 只 要 取 


POEY = UT 
就 能 达到 其 的 。 雇 因子 


， 1 
= PYY = Zp 


乘 方程 两 边 就 得 到 
: ydx + xdy 


Yay 
积分 得 


-a + In] = 站。 


另外 ， 因 为 我 们 乘 了 因子 


到 


i 可 能 会 失掉 x=0 或 y=0 这 样 的 


解 。 经 丛 验 ，*=0 和 y=0 都 是 原 方 程 的 解 了 D， 
例 3 求 以 OX 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 ， 使 得 这 样 的 镜面 把 放 
在 原点 的 光源 发 出 的 光 反 射 成 平行 于 OX 畏 的 光束 ， 


全 ”对 于 号 戌 
Miz Dr +t Nts y= 
的 竹 芬 方程 我 们 麻 但 导 求 形 装 师 = 2) 的话 ， 而 且 世 半 求 玫 妆 到 二 = 的 证 


16=2] 


解 ” 参 看 图 16-21。 根 据 条 件 应 有 


如 一 月 一 亲 。 
于 是 
d=0+F=2p8, 
» atgp 
tg O20 tp" 
但 
如 
J 一 上 
lB OT tg f= 7* 
证 以 有 
dy 
yx 
Eo du? 
YY 二 dy wy 4 上 
解 这 个 关于 -的 二 次 方程 ， 我 们 得 到 
dy Xt Xty 


用 此 得 到 
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xdx FF yy = + x + ye dx, 
容易 看 出 这 方程 的 一 个 积分 因子 


-了 
tv xityi” 
以 这 因子 恢 之 ， 就 得 到 
Xdx + dy g 
二 AWAY 十 Hi2 六。 
积分 得 
. 土 w x+gez =r+ 人 个， 
由 此 得 到 
y= CX+O, 
中 


w=2C(x+ 5). 


这 是 以 原点 为 焦点 的 抛物 线 族 ， 在 学 习 一 元 图 数 微分 学 时 ， 我 们 
己 经 知道 抛物 线 上 共有 这 种 光学 性 质 、 现 在 ,我 们 又 证 明了 道 命 题 ， 
具有 这 种 光学 性 质 的 曲线 只 能 是 以 上 括 物 线 族 中 的 一 条 抛物 线 . 
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第 十 七 章 场 论 介绍 


场 是 最 重要 的 物理 概念 之 一 ， 数 学 中 的 场 论 ， 对 备 种 各 料 的 
物理 场 作 狂 象 颖 括 ， 进 行 定性 与 定量 的 研究 。 

如 果 空 间 某 区 域 2 的 每 一 点 都 对 应 着 一 个 确定 的 数量 (向 
景 ) ,那么 我 们 就 说 在 这 区 域 定 交 了 一 个 数量 场 (向 量 场 )。 容 易 奸 
昌 ， 订 谓 数量 场 与 襄 量 场 ， 不 过 是 数量 值 坎 数 与 向 量 值 晴 数 的 另 
一 种 说 潜 而 已 。 在 本 登 中 ， 我 们 假定 所 讨论 的 场 连 续 可 微 足 况 多 
次 ， 

热学 中 的 刘 度 场 了 zy s 连续 体力 学 中 的 密谋 场 Pfz，3 2 
等 是 数量 场 的 例子 。 引 力 场 F(xX,y,3》 和 电场 下 (x,Jy,%)》 等 是 同 
景 场 的 例子 。 


$1 数量 场 的 方向 导数 与 梯度 


设 在 空间 某 区 域 0 中 定 久 了 一 个 数量 场 MD) = f(x,y,2)。 
设 Mf = {Xo dos ny 是 全 中 的 一 个 点 ， e = (Cos A CDs B,cos yy) 是 
任意 一 个 方 疝 。 我 们 知道 ， /在 点 Mo 证 方向 。 的 方向 导数 可 以 
熔 示 为 


ci.1) SLM) = CMo)oos a + Me)o0n 8 


0 
十 LC Mo)eos vy, 


在 许多 实际 问题 中 ， 需 要 了 解 ， 在 给 定点 Ms， 沿 怎 样 一 个 方向 ， 
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数量 场 了 的 增长 最 抉 ? 或 者 说 ， 语 候 样 一 个 方 息 ， 了 的 方向 导数 
最 太 ? 为 了 加 和 警 这 个 阿 题 ， 我 们 招 51.1)》 右 端 的 表 耻 式 写 成 羡 个 
向 量 的 内 程 

of 
{1.2) 了 (CNMo = VHCMo) * 
这 里 
WA = SM MI+ (ME 


如 果 把 向 量 VACM0) 与 向 量 e 的 夹 佛 记 为 686， 那么 又 可 把 (1 .2) 
式 写 成 
{1.3) | HM = HV Mo hoeos 9 


从 这 式 可 以 看 出 ， 当 8 = 0 的 时 候 ， 方向 导数 爷 (Mo)》 太 到 最 大 


值 ， 这 最 大 值 为 ; 
VAM |, 
定义 ”我 们 把 VACM0O) 岂 做 数量 场 了 在 点 Mo 的 梯度 ， 记 为 
grad Fo = VHCMo), 
从 上 面 的 讨论 可 知 ， 梯度 的 方向 就 是 使 得 方向 导数 慑 得 最 大 
慎 的 方向; 梯度 的 模 就 是 方向 导数 的 最 大 值 ， 采 用 梯度 的 记号 ， 
可 以 把 方向 导数 表示 为 


KM) 一 grdd CA * 申 。 


我 们 和 独到 ， 由 一 个 数量 声 了 产生 了 一 个 向 草场 一 - 梯 许 疝 量 场 
Rrad Ff, 
设 忆 是 一 个 任意 给 定 的 常数 。 我们 把 满足 条 件 


158 


C1.4) fx Ys) = 
的 虚 Cx yz) 的 千 合 ， 员 做 数量 场 了 的 一 个 等 值 面 。 如 果 Me 是 
等 值 面 (1 .4) 玉 的 一 个 点 ， 并 设 在 这 点 

ViCMo} 0, 
那么 向 最 grad J 了 CCM) = VICM6)Y 下 好 语 着 曲面 61.4) 在 这 点 的 让 
线 注 向 ， 我 们 得 到 重要 的 结论 ， 在 等 什 面 上 上任 痊 一 点 ， 梯 度 向 呈 
上 与 等 值 面 泌 直 . 
对 于 定义 于 平面 区 域 上 的 数量 场 fx, 四, 也 可 以 考察 它 的 梯 
用 


a0f af 
:. Brad 了 一 上 tay 


并 且 了 世 可 以 老 赛 这 数量 声 的 等 值 线 
{x,y) = 
网 样 可 以 看 册 ， 在 等 值 线 上 任意 一 点 ， 梯 诬 向 量 与 等 侍 线 垂直 。 
等 值 而 与 等 慎 线 的 概念 ， 在 实际 问题 中 有 很 多 应 用 。 地 形 图 
上 的 等 高 线 ， 气 象 图 上 的 等 吝 线 、 等 气压 线 和 等 十 量 线 等 ， 都 是 
等 值钱 的 例子 。 


$2 问 量 场 的 通 量 与 南 诬 


在 上 一 章 中 ， 我 们 曾 讨 论 过 这 样 的 问题 ， 证 在 空间 基 区 域 怠 
中 有 不 可 上 讨 缩 的 渡 伟 稳定 地 流动 ,3 是 马 中 的 一 其 有 向 曲 面 ， 求 
单位 了 时 亲 内 通过 曲面 矶 的 态 体 的 体积 《 即 琉 草 )， 我 们 把 流 其 
形 示 为 第 二 烈 曲 面积 分 
| Be ndo, 


这 里 "= axrgyss)》 是 流体 的 速度 ,而 n 是 曲面 5S 的 正法 线 单 位 向 
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下 面 沽 察 宣 一 般 的 情形 。 壕 下 = (x ,Jy,2) 是 定 光 于 区 域名 Q 
的 一 个 问 量 场 ， 3 是 只 中 的 一 起 有 上 出 曲面 ，m 圳 示 网 面 的 正 牙 
线 单 位 向 量 。 我 们 把 第 二 型 曲面 积分 


[|e na 


证 懂 向 营 场 厂 通过 开 面 块 5 的 通 旱 。 

设 MED, 在 人 中 ,了 超 以 Mo 为 中 心 ,E 为 半径 的 小 球 WW =V,， 
到 这 小 球 的 表面 记 为 5( 欧 定 5 以 向 外 的 法 线 方 向 为 正方 向 )?、 浴 
察 向 量 场 下 通过 5 前 通 量 与 VV 的 体积 的 比值 


1 
T¥T 有 。 ndo, 
我 们 米 证 明 ， 当 s-=6 时 ， 土 壕 比 利 有 确定 的 极限 。 事 实 上 ， 设 
乒 王 于 人 十 Re, 
根据 高 斯 公式 ， 我 们 有 


vi re. rvi jv ear ey dz, 


这 里 
dP 8Q .3 
WY 中 F= r+ gy de* 
利用 积分 的 中 值 公 式 基 可 得 到 


Ty Hy " Fadx dy ds 


-地 千 : 各 :各 je 
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BF .00 + 
Bx Toy 日 村 


到 CV FF I E 
这 里 的 Mx 是 VV 中 的 一 点 ， 当 E—=0 时， 应 有 Mz Mo。 因此 
lim 一 -了 Ak Fendo=(V » Fe 


我 们 来 解构 这 保 展 的 物理 二 艾 。 如 时 下 是 流体 的 速度 场 ; 那 


a F*ndo 
是 单位 时 闻 欠 从 V 中 访 出 的 流体 的 量 与 V 的 体积 之 比 。 这 比值 应 
看 作 Y 中 的 平均 泉源 密度 (* 漏 润 ” 岂 被 当 作 和 泉源， 但 其 泉源 密度 
是 负数 )。 当 ->0 时 ， 上 上述 比 值 的 级 限 就 是 流体 在 Ms 点 的 泉源 
密度 。 
”定义 设 向 量 场 


么 


= 产 E 十 OF+ RR 
在 区 域 0 中 有 定义 ,M 是 上 中 的 一 点 。 
我 们 把 数量 
2 a0 DR ) 


CO 


外 般 癌 量 场 王 在 池 把 的 散 度 ， 沁 为 
div FCM) = (V » Fy 
| - aQ0 以 ) 


一 十 


dx ay ”93 对 
散 麻 是 由 向 量 场 诱导 出 的 一 个 数量 场 。 它 表示 向 量 场 在 各 点 
的 “ 晴 源 密 庭 ”“. 
注 记 到 环绕 Mo 点 的 侍 直 一 小 块 立体 上 ， 要 求 它 的 表面 8 
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是 分 决 正 则 的 曲面 ， 作 比值 

| 六 中 F: ndo, 
仿照 上 面 的 讨论 ， 癌 样 可 以 证 明 ， 当 站 的 直径 趋 于 0 时 ， 这 比值 
仍 趋 于 正在 Ms 点 的 散 座 : 


Jim | 六 人 F .ndo=wdirv 下 (AT 
5 


$3 方向 旋 量 与 旋 度 


设 在 空间 某 区 域 Q 中 定义 了 一 个 向 量 场 
上 一 PTO7F+TRR 
设 Mo 是 台中 的 一 个 点 ， 是 任意 一 个 单位 向 量 。 我 们 以 M6 为 
中 心 ，* 为 半径 , 作 一 个 重 直 于 向 量 a 的 小 贺 曾 D = D,， 然后 沿 
这 圆 面 的 边界 3D 作 如 下 的 积分 ， 


中 Fs TU, 
| 


这 里 7 是 8D 的 单位 切 向 量 ，d4 天 示 弧 长 微 元 。 下 面 , 我 们 来 考 
察 这 和 模 分 与 也 的 面积 | Pi 的 比值 


1 
1D| 中 Fr. 


这 比值 十 反映 向 量 场 玉 沿 着 32D 的 旋转 状况 的 一 个 量 。 当 ec 一 0 
有 时， 这 比 什 的 极限 ， 反 晓 了 向 基 场 在 感 Mo 线 方 向 nn 的 旋转 状 
涡 。 为 了 求 出 这 一 极限 ， 我 们 利用 斯 托 克 斯 公式 ， 


9 F. T= jj xE}* ndo, 


FF 
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青 利用 积分 的 中 值 公式 ， 就 得 到 


中 .< rd4= TT jevxar, + nda 


=itV Xx) . 站。 让 
这 里 M。 是 口中 的 一 点 。 当 *-=*0 时 ，Ms 趋 于 Ms 。 因 此 


Hm Tp. [1 中 5 “TA LOVED os 


”定义 ”我 们 把 这 极限 位 
[ev xF} :ny, 


旨 敌 向 量 场 F 在 点 Mo 绕 方 向 于 的 方向 旋 量 。 

我 们 帝 考 察 数量 场 的 方向 导数 取 最 大 值 的 方向 ，、 从 测 导 出 梯 
度 的 概念 。 对 于 方向 族 重 ， 可 以 提出 类 似 的 问题 ， 闭 怎样 一 个 方 
向 n， 方 问 旋 量 达 到 最 大 值 ? 为 了 回答 这 个 间 题 ， 我 们 把 方 馈 施 
量 的 表示 式 写成 

VxF)aen=lv x Fleoss, 
这 时 9 是 向 量 Yx 下 与 向 量 # 的 夹 角 。 从 这 表示 式 可 应 滞 出 , 当 
(=0 时， 也 就 是 当 n 沼 着 Vx 的 方向 时 ， 方 向 旋 量 这 汉 最 大 
信 ， 这 最 大 值 是 


IvYxF). 
定义 ”我 们 把 
CV x FYCAMoY 
也 做 向 量 场 在 点 Mo 的 旋 变 ， 并 挖 宪 记 为 
ro FCM,), 


从 上 而 的 讨论 可 知 ， 旋 度 的 方向 是 使 得 方向 族 量 取景 太 值 的 
方向 旋 度 的 模 等 于 方向 旋 甘 的 最 大 值 ， 
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34 场 论 公式 举例 


入 歼 量 函 数 或 向 量 值 函 数 的 微分 运算 公式 ， 可 以 导出 场 论 中 
的 一 些 有 用 的 公式 ， 例 如 
(C1) Vaf + Po =aVf + PYg, 
Var + HG = OV F + HV:G, 
Vx toF +BG) =aV x F+VxG: 
(37 VOD = (VDo+fCYVD, 
Vee) = (门人 Fw 
这 蜂 & 和 上 了 是 常数 ，f 和 8 是 数量 场 ， 已 和 怠 是 向 年 场 ，V 是 凌 
在 拉 算 符 。 
通过 直接 计算 ， 还 可 以 证 明 
(93) rot o grad = 0, 
(CA) div o rot=0, 
例如 ， 公 起 (3) 可 以 这 样 验 还 ， 我们 记 


则 有 


Of 
3703 js) 


由 
全 人 
| 
[| 
i 
| 
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公式 《3) 和 (4) 可 以 统一 地 朗 插 为 天 于 外 微分 的 公式 
ded=0, 

为 了 说明 这 一 事实 ， 我 们 指出 : 

(3) 设 了 是 一 个 数量 场 ， 姑 df 的 基数 好 grad 的 分 晤 ， 

个) 设 所 = (P,Q,R》 是 一 个 向 一 场 , 记 w = Pdx + Qdy + Rdz， 
朵 同 的 系 煞 即 rot FF 的 分 量 ， 

(0)》 投 FF = (P,Q;R》 是 一 个 向 量 场 ， 记 

B= Pdyn dz + Qde A dx + Rdx A dy, 


则 dg 的 系数 即 divF。 


于 是 ， 从 
do dfi=0 
就 得 到 
Tot » Brad Ff = 0 
从 
ve dw = 人 0 
就 得 到 


divo ro 天 = 站 
场 论 中 众多 的 公式 不 可 能 在 这 里 一 一 列举 。-: 溃 要 用 浏 表 多 的 
公式 时 可 以 去 查 手 册 ， 或 者 自己 推演 (虽然 纷繁 和 的 演算 需要 细心 
与 羡 性 ; 但 大 部 分 培 论 公式 的 推 耳 的 确 只 用 宰 最 基 本 的 数学 知 
识 ) 和 | | 


85 保守 声 与 势 荡 数 


我 们 已 经 过 论 过 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 。 所 得 的 结论 可 
以 困 场 论 的 术语 陈述 如 下 ， z 

投向 量 场 FF 在 区 域 9 中 有 定义 ， 则 以 下 各 条 件 相 互 等 价 

(1) 藻 2 中 任何 亲 路 径 C 都 有 
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中 .rai=o 
《2) 对 于 总 中 从 点 az 到 点 好 的 企 意 两 条 路 径 ? 和 7 部 有 
上 天 raz= | Ferda 
(3) 存在 连续 可 微 的 数值 函数 乙 ， 使 得 
五 一 攻 rad 
定 计 如果 疝 量 场 下 满足 二 看 所 列 的 条 件 ， 那 么 我 们 就 说 F 
是 一 个 保 宁 场 ， 并 把 条 件 (3)》 中 的 函数 U 称 为 三 的 劳 图 数 。 
名 桌 向 最 场 是 保守 场 ， 那 么 它 必 定 是 无 旋 坊 〈 即 旋 座 为 0 
的 场 )。 这 是 因为 
rot F =rote grad CU = 0, 
如 朵 只 是 单 过 人 退 区 域 ， 那 么 我 们 可 以 进一步 斯 定 ， 向 量 场 天 
为 保 窒 场 的 充分 必要 条 人 媳 是 它 为 无 诞 场 ， 妈 
rot FF =0。, 
倒 在 本 例 中 采用 这 样 的 记号 ; 
r= 十 家 
r= = +t 
如 有 向量 淘 F 可 以 表 赤 为 -| 
下 ET 
那么 我 们 就 说 F 是 一 个 中 心 场 。 每 一 个 中 心 场 都 一 定 是 保守 场 。 
事实 上 上， | 
z UCr) =| of C0)ap 
就 是 下 的 一 个 势 硝 数 。 一 一 这 可 验证 如 下 ， 


dU 1 oar. ;Or 
BradU = 证 rx’ 十 3 十 - 训 & ) 


= 0r) (< + + ) 
. r + fF 
= 了 r=F 
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附录 正 交 曲线 坐标 系 中 的 场 论 计算 


在 通常 的 百 角 坐 标 系 中 ， 我 们 定义 了 栾 布控 算 特 


:全 
= 一 十 十 机 
YY 一 局 交 Ty pr 


借助 于 这 算 符 ， 可 以 很 方便 地 天 示 场 论 中 的 一 些 重 要 的 量 ， 例 如 

gradf = YJ/, 

div F = VF, 

.rot F=VxF, 

实际 上 ， 符 号 W 天 示 了 三 种 不 闻 类 型 前 运算 ，(i) 作 用 于 数量 值 
阔 数 的 运 算 V， 运 算 所 得 的 结果 是 向 景 ，(ii》 作 用 于 向 量 精 涵 数 
的 《点 入 ”运算 V。， 运 算 所 得 的 续 果 是 数量 ! 【十 》 作用 于 向 量 
值 函数 的 “ 驴 匀 ”运算 Yx ， 运 算 所 得 的 结果 起 向 量 。 

对 于 基 些 实际 问题 ， 利 用 出 线 华 标 进 行 计算 更 适宜 。 正 交 册 
线 坐 标 是 最 常 被 采用 的 一 种 。 在 这 附 录 中 ， 我 们 推导 正 交 曲线 
坐标 下 这 布控 算 子 V 的 表示 。 有 了 这 些 瑚 示 、 就 可 以 很 方便 闻 计 
算 场 论 中 许多 重要 的 量 。 在 以 下 的 讨 认 中， 假设 记 读 及 的 各 汝 量 
信函 数 或 向 量 值 函数 都 在 茶 区 域内 连续 可 微 足 够 多 次 . 

对 我 们 这 里 的 讨论 来 说 ， 下 面 的 定理 起 着 最 基 检 的 作用 。 

关于 算 学 V 的 基本 定理 具有 以 下 一 些 性 质 的 算 子 Y 存 车 并 
县 瞧 一; 

《IT ) 允 作 用 于 数量 值 函 数 产 生 一 个 向 量 值 函数 ,. 并 且 满足 

VT = Yu Vos 
VO = UV + YH, 
Vusdr = dn; 
《I wx 作用 于 向 车 值 函数 产生 一 个 向 量 值 函数 ， 并 是 满 
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是 关系 
Vx + VI = VxU+ VXYV, 
VX VI = VuxVY tuy x V, 
VX (VHD=0; 


《全 》Y。 作用 于 向 量 值 前 数 产 生 一 个 数量 值 荡 数 ， 并 且 满 足 
其 夭 
VU = VU + VV, 
VetuyV l= VO Hv, 
VD x WY XU UV x V), 
VV XV)=0. 


7 3 
it gy R + 
容易 验证 这 样 定 兴 的 具有 定理 中 所 列举 的 各 性 后 。 
叭 一 性 ”对 于 选 定 的 直角 上 侍 标 系 ， 我 们 指 出 ， 和 具有 上 列 性 质 
《TI ) 和 【下 ) 的 算 子 Y 只 能 是 


i 上 中 3 
Vv BX “3 oF” 


为 此 ， 锋 对 以 下 三 种 情形 作 验 证 ， (1) VW 作用 于 数量 值 庄 数 的 情 
形 ; (2) V+: 作用 于 河 量 熏 函 数 的 情形 ;: 《3) Vx 作用 于 向 量 值 
请 数 的 情形 ， 
1) 设 t 是 数量 伟 函 数 ， 并 设 
VEH= AAsj + ak, 
则 有 
Vuedr = Adx + Adi + iad2, 
但 我 们 知道 
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Vi dr = du = Sx 十 dy 二 da, 


并 且 ax, ay 和 ds 是 任意 的 ， 所 以 有 


几 1 三 EE 2 oy A az 
这 证 明了 
旭 三 | 了- 一 十 一 十 吉 Hs 
Vv ( 坟 7 攻 


(2) 分 别 取 4 等 于 坐标 函数 z,y 和 =， 利 用 (1) 中 推导 的 计 
算 Vx 的 公式 ， 我 们 得 到 
i=Vx, j=Vy, k=Vz. 
于 是 有 
Vei= Vr x RY = VVy x Ve) 
= {VX VD VESo CV OY x (V2) 
二 站。 
类 似 地 有 
Vi=0, Vek=0. 
对 于 
{i 
利用 只 * 的 性 质 可 得 
WE = (VuUD elt (VHD + (Vu ok, 
得 利用 (1》 中 推导 的 计算 W# 的 公式 ， 议 得 到 


= Ou Du, dus 
VU 3 + By + 
_ 0 :和 2 ) 
一 一 一 十 点 和 
全 二 DU, 
(3) 容易 看 出 : 
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VXE=YXx (Vx) = 0, 
Vxi=Vx (Y=0, 
VXR=VXx (V2) =0, 
对 于 
下 = uit uf + tk, 
我 们 有 
VxU= Vu xi+r Vu x i- Vu x Rh 


二 (2 一 Se 十 QH 一 Ta) 


ay Hs \Be Hx 
+ (Pe- Oi) 
dx By 
= (i +i 人 ta)xV. 吕 
Bx “dy 6 


上 而 定理 中 的 性 夺 (I) 一 (所 ) 与 全 标 和 条 的 选取 无 基 。 因 
此 ， 我 们 可 以 利用 这 些 性 质 漆 确定 算 子 Y 在 正 变 曲线 举 标 系 中 的 
表示 。 推 导 的 办 法 与 上 面 定理 中 唯一 性 部 分 的 证 明 十 分 类 似 ， 
设 在 空间 基 区 域 中 矿 定 了 由 线 上 坐标 
C1 3). 
则 这 区 域 中 点 的 位 器 可 明 过 坐标 双 数 米 表 示 


r =r{0) 09a. 


计算 ? 的 微分 得 
Or or -7 
0 
如 果 各 坐标 线 的 研 向 明 
. Or dr Ar 


91 1” 093 
互相 正 交 ， 那 么 我 们 就 说 (41 ,943,94s) 是 正 交 曲 线 坐 标 ， 并 把 
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dA 二 1,2.3, 


= 站 + 
dd 


出 做 这 坐标 系统 的 拉 梅 tLam 引 系数 。 
柱 奉 标 与 球 人 举 标 中 最 常 扫 的 正 交 出 线 举 标 。 
对 于 正 变 曲线 坐标 厅 ， 向 虽 
人 人 a =1,2,3, 


,三 


在 各 点 构成 规范 正 变 基 斌 : 
(eastpa) 一 个 ap vi = 1,2,3, 
一 一 这 纽 的 06g 是 走 和 肌肉 直 ( 必 ronecker7 符 县 
=| 1， 如 时 二， 
“ 【0， 如果 a 和 8。 
采用 正 交 曲线 绪 标 (91;44s9a) 计 算 场 沦 各 量 时 ， 我 们 假定 所 贫 的 
各 癌 最 邦 按 规范 正 交 基底 {el,es,es} 展 开 ， 并 要 求 计 算 疡 得 的 各 


癌 芭 也 按 这 基底 展开 . 
稀 度 的 计算 显然 有 


dr = dq, 于 -7 dq, + Or 一 一 47， 


dd 日 中 0 


,三 吉 do9et + die 十 中 sd9a5ege 


如 时 
VU Me 十 用 ea + Aséss 
那么 | 
Vu dr = idq +t hapsd9s + 2ahsdqs. 
但 已 经 知 这 
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Us dr= du dd ,十 ug 十 oug 
YY 末 Ba 2" pas fs， 


并 且 91,94s 和 39s 是 任 屿 的 ， 所 以 有 


jp 1 
A oi 条， ns #3™ 4 专 
我 们 求 得 
1 du 1 Bu 1 du 
i 二 一 一 一 一 中 一 十 = 一 - 一 -一 
v 此; 站 由 ge 瑚 。 Fry 


疝 度 的 计算 ”利用 刚才 求 得 的 公式 计算 坐标 晤 数 gu 的 梯度 ， 
发 们 得 到 


Vge = 产 eu 和 二 有 人 


亲 


十 是 有 


(0. 
¥ (x 】 WW (fF A 站 ) y CYA 兴 Vos 


= EY CV do) a Vs — Vda * YX (Yqs)) 
二 日。 
类 伺 地 有 


0 -0 


对 于 


| € 时 
hh (Gi) + bo 人 7) 
2 
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Ve Um Vhs) 。 人 )+Y Choh) 。 (2 


十 如 Ca) 9 }). 
将 这 式 展 开 并 化 简 ， 我 们 得 到 


1 
VY = 万 Ba. _2 ra hi) + shoh1) 


， 
-Cuehha) | 


旋 度 的 计算 ”因为 
vx (Fe)=VxCV) =0, 0=1,2,3, 
所 以 对 于 
U= ee :) 


应 有 
VxU= Dl Vuks) x (2 2). 


将 这 式 展 开 并 化 简 ， 我 们 得 到 
| he hoes hses | 
-1 3 9 3 
VxU hihshy 9 59 . 4 3 ” 
rta hadz hatta | 
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莹 拉 医 算 子 A 作用 于 数量 值 函数 的 入 子 
Au= V+ (Vu) 
被 称 污 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 。 这 算 子 在 数学 的 理论 与 序 用 研究 
中 都 起 着 极 共 重 要 的 作用 。 在 及 的 标 淮 直 角 维 标 系 中 ， 控 普 拉 
斯 算 子 A 表示 为 
0 27 2 
A Br yr t gz 
在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 得 到 了 奈 布 拉 算 子 V 在 正 交 曲线 
举 标 系 中 的 表示 。 据 此 ， 很 容易 写 出 控 普 拉 斯 算 子 
二 
在 正 交 曲线 尝 标 系 中 的 相应 考 示 : 


让 二 一 和 [2 中 2 上 站 Hu }+ 0 hk, A 


Hho hs LO hh 59 daa\ he Aqs 


5 用 人 


-1 DE 9 (hhsha ou). 
| "hn 看 人 站 好 = 


8 [hih, 到 )| 


例 1 试 号 出 Y 与 和 的 桂 伙 标 表 示 。 
解 ” ”我 们 结 道 ， 联 系 直 几 华 标 (x,y,2) 与 柱 举 标 (f,8,2) 的 变 


换 公式 是 
T= Coat, 
| 划一 了 Si O, 
计算 住 坐 标的 拉 橙 系数 得 ， 


全 国 
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ADxYr fo far 
DE) 
? a G0 9 ， 


对 于 数量 值 函 数 4 =4(r,9,2) 与 向 是 值 隔 数 
UT =u (r,s)e. + Hr 2)ep 


+ Uf? oe. 


我 们 有 
_ Au 1 eu Au 
Vu 
1 号 1 aus au, 
昌 二 一 一 -- ~ 
VY 7 sr Ht 7 A + Pp 
le fep 各; 
-ll 9 3 
YX 人 | Br B06 bs 


A = 上 2 (re) +1 du ,Ou 


r A ri 7r? dg0° Dr" 


例 2” 试 写 出 科普 拉 斯 算 子 A 在 平面 极 华 标 中 的 内 示 。 
解 ” 我 们 可 以 利用 上 例 中 的 计算 公式 ， 对 于 函数 # = 4Cr,8)， 
应 有 


捆 而 
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第 六 篇 


级 数 与 含 参 变 元 的 积分 


自然 界 中 ， 量 的 昭 数 关系 是 多 种 多 样 的 ， 为 了 便于 研究 ， 人 
们 常用 一 定 的 式 子 表示 消 数 关系 。 能 用 “初等 ” 式 子 岩 示 的 函 歼 
《 即 所 谓 初等 销 数 ) 只 是 多 种 多 样 和 的 函数 关系 中 较 少 的 一 部 分 ， 为 
了 表示 更 复杂 的 国 数 ， 怠 需要 发 展 更 多 的 表示 晨 数 的 工具 。 本 篇 
将 要 介绍 的 函数 项 级 数 和 含 参 变 元 的 积分 ， 就 是 这 样 的 工具 . 

在 研究 函数 项 级 数 之 前 ， 我 们 先 要 对 数 项 级 数 作 一 些 考 察 ， 


第 十 八 章 数 项 级 数 


数 项 级 数 的 理论 ， 实 际 上 只 是 数列 极限 理论 的 另 一 种 表现 形 
式 ， 这 逢 表示 形式 有 其 特别 方便 之 处 ， 因 而 为 人 们 所 床 于 采用 。 


31 检 说 


没 aneRR，n =1,2,.…-。 我 们 约定 把 记号 ( 督 时 只 是 一 个 形 
式 的 记号 》 | 


CI.Il) 人 册 十 
1 


则 第 以 21says dn,* .为 项 的 级 数 。 在 不 茅 于 混淆 的 情形 ， 我 们 
也 用 更 简单 的 符号 >,a, 表 示 级 数 (1.1)， 
利用 级 数 (1.1) 的 名 项 ， 可 以 作 一 器 有 限 和 ; 
Si1 = a, 


Sn = r+ st ns 


我 们 把 S* 叫做 级 数 (1.1) 的 第 = 个 部 分 和 。 如 果 由 部 分 和 组 成 
揭 序 列 {Sw} 收 效 ， 那 么 我 们 就 说 级 数 (1.1) 收 误 。 和 如果 剖 分 和 序 
到 ;Su 发散， 那么 我 们 就 说 级 数 (.1) 发 散 。 对 于 部 分 和 序列 
{Ss} 收 全 于 有 穷 极限 或 者 发 散 于 定 号 无 穷 的 情形 ， 如 果 
lim Ss=S SEE 取 ， 
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那么 我 们 戌 说 级 散 上 .有 的 和 为 好 ， 并 约定 记 


Denes. 


上 面 ， 我 们 通过 部 分 和 序列 定义 级 数 的 敛 散 性 与 级 数 移 和 ， 
肥 过 来 ， 廊 及 序列 极限 的 任何 问题 ， 也 都 可 深化 成 级 数 的 入 应 问 
是 来 讨论 。 具 体 说 来 就 是 ， 序 到 {2，} 的 疏 化 性 等 价 于 级 数 


a 十 Dns 一 了 ny》 


的 较 合 性 ， 并 且 
lim b, = 
等 价 于 z 
B+ Sos, — ny) = 8, 
态 级 数 和 的 定 尽 立即 可 得 以 下 结果 .。 


定理 1 说 co 及 ，Y\as= Dib, = bea, be R), 虽 有 
(1) 如 果 c=0， 那 么 显然 


2 C25) = 0 
如 条 ? 关 0， 那 么 
>, 《ea = 0, 
邦 
> (ean) = ans 
(2》 如果 4 与 b 不 是 异 号 无 穷 大 ， 于 和 
SD) Can tbn) =a+b, 
中 


> (an + La) = San + Dbne 
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下 面 的 定理 指出 级 数 之 jar 收 敏 的 一 个 必要 条 件 - 
定理 2 ”如 果 级 数 > ,ar 收 仇 ， 那 么 
lim a = 人 0, 
证 明 用 5。 表示 级 数 > 44 的 第 4 个 部 分 和 , 则 有 
dn = (n= 00,"), 


因为 
lim Sn=SER, 
所 以 
lim a, =lim(Sn — Sn-1) 
= 一 5 
=0. LD 


例 1 设 r>>0。 试 考察 等 比 级 数 


六 在 一 


的 化 散 性 。 
解 ” 如 果 *<1， 那 么 这 级 数 妆 误 ， 
ml 
lim Pr lr 


如 果 * 之 I， 那 么 


> 1>>N, 
因而 等 比 级 数 发 散 ， 其 和 为 + co。 
例 2 试 考 察 级 数 
= 1 


n(n+t 1)" 


解 ” 计 算 这 级 数 的 第 N 个 部 分 和 Sx 可 得 


后 MN 
_ wl 4 i 1 i. 
Sn = Pier” (a i 1 +1" 


由 此 壳 出 级 数 是 收 敏 的 ， 并 得 到 


< 1 
nmriy -1 


和 = 工 


§$2 下 项 级 数 


如 果 级 数 >，av 的 各 项 都 是 非 员 实数 ,那么 我 们 就 说 这 级 数 
是 正 项 级 数 ， 
设 > ;as 是 正 项 级 数 ， 即 
伙 5 二 习 ， KE 了， 
则 有 


Ti +1 
' | 

Sn = > a Ug ntLs 
| -1 


n=] 


我 们 着 到 ， 正 项 级 数 的 部 分 和 序列 是 单调 上 升 的 。 反 过 来 ， 如 果 
一 个 级 数 的 部 分 和 六 列 是 单调 上 升 的 ， 那 么 这 级 数 也 就 一 定 是 正 
项 级 数 。 央 此 ， 正 项 级 数 的 理论 是 单调 数列 极限 理论 移 另 一 种 陈 
述 方式 。 


2.3a 正 项 级 数 的 收 仇 原理 


我 们 回忆 单调 数列 的 收 红 原 再， 单调 上 升 数列 欢 伍 的 充分 癌 
要 条 件 大 这 数列 有 上 界 。 用 盈 数 的 语言 翻译 这 一 论断 ， 就 得 型， 

至 项 级 数 的 收 往 原 现 正 项 级 数 收 敏 的 充分 必要 条 件 是 它 的 
部 分 和 订婚 有 上 秀 。 
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+ 1 
2 
的 化 散人 性 。 
解 ”、 因 为 。 
1 | “fl1 1 
Dail Da ”+ (51 a) 


所 以 级 数 了 ; 收 襄 ， 


例 2 考察 级 数 了 一 是 否 收 伊 ， 
能 ”因为 


所 以 级 数 了 .六 -发 散 。 


2.b 比较 判别 法 


为 了 考察 一 个 正 项 级 数 是 否 收 敏 ， 常 用 另 一 个 已 知 是 收 席 的 
或 已 姑 是 发 散 的 于 项 强 数 米 与 它 作 比较 ， 
定理 1 比较 判别 法 ) 这 >;ar 和 之 ;pu 是 正 项 级 数 ， 则 


(1) 如 果 级 数 > 15 有 腔 伍 ,并 且 存 在 "六 0 和 5EI， 使 得 


Nn} VY ios 
那么 级 数 全 as 也 收 笋 ; 
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《2》 如 果 级 数 >,b 发 数 ， 并 且 存 在 e>0 和 mmEIN， 使 得 
Ga 的 ¥ iftoy 
那么 级 数 > 144 也 发 散 ， 
证 明 (1) 我 们 有 


3p-1 m= 


证 
Da Dest Se > to 
1 


< eh, 
为 | > 35s} 有 上 界 ， 所 以 { > aaj 也 有 .上 界 。 
C2) 我 们 有 


bn an VY nno, 


如 果 级 数 > ae 收 伐 ， 那 么 祖 据 〈1) 中 的 论 疡 ， 级 数 了 5 也 应 


收 化 。 但 这 与 所 设 条 件 贸 着。 因此 > ,as 是 发 散 级 数 。 已 
现 3 设 xEt0,x)， 试 萎 罕 级 数 


2 
与 了 到 一 
3 


因为 级 数 六 点 收 敏 ， 所 以 级 数 
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三 
和 己 
和 


也 收 伍 ， 
例 4 ”判别 以 下 级 数 是 否 收 合 ， 
1 
TI 
钥 ”我们 有 
1 J J 1 
Vi ovVn YnEN, 


因为 级 数 福 :发 散 ， 所 以 弧 数 


之 ,六 7 


也 发 散 。 
以 下 极限 形式 的 比较 判别 法 ， 在 实际 应 用 中 显得 更 为 便利 . 
定理 2 设 a, 和 和 了)b, 是 下 项 级 数 、 并 设 以 下 极限 存在 : 


， 一 
lim = yy DETE. + 00), 
则 有 : 
C1) 如 果 级 数 > bn 收 黎 ,7< +co 那么 级 煞 >)as 也 收 线 8 


《3) 如 果 级 数 > pn 发 散 ，7>0。 那 么 级 数 > ar 也 发 茹 。 
证 明 《1I) 对 于 取 定 的 =>0 (例如 z=1); 存在 ,EN， 
使 得 上 只 要 nn 衬 mn， 就 有 


Hn 
5 < + €y 
中 


也 就 是 
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dn + ED Vi; 
(2) 对 于 取 定 的 8€ (0,)( 例 如 6= 志 ), 存 在 mE NT 使 得 
只 要 ? 关 po， 就 有 
下 >y -se， 


也 就 是 
dn Eh,, Yi, [0 
例 5 设 xE C00,x)， 试 判别 以 下 级 数 是 藻 收 合 ， 


ay Ej{1 — C0 了 四 


cb) > Dein Sis 


解 (Ca) 我们 有 
lim 0 在 
骨 一 + 1 2° 
ns 


因为 级 数 六) 总 收敛 ， 所 以 级 数 


> 人 (1 一 C008 元 ) 


也 监 敏 。 
tb》 我 们 有 
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国 为 级 数 立 (全 ) 收敛 ， 所 以 级 数 


D2"sin 3 


也 收 伍 。 
例 6 用 定 文 验证 ， 很 容易 看 出 ， 级 数 


Tm) mr- ny 
是 有 发散 的 。 事 实 上 ， 我 们 有 有 


向 
。 1 一 13 Ee 
之 bf 1 十 ) = lim In(N + 1)= +o0, 


用 级 数 立 la( 1 + 十 ) 与 丝 数 Ya 作 比较 ， 我 们 断定 后 一 级 数 时 


发 散 的 ; 


LA 


百 以 级 数 了 上 与 级 数 了 sin 十 作 比较 ,我 们 又 断定 级 数 之 sin 二 


是 发 散 的 ; 


我 们 知道 ， 正 项 的 等 比 级 狐 了 7" 当 r<1 时 是 收敛 的 , 当 7 之 
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1 了 肝 是 改版 的 。 在 定理 1 中 拖 比 较 的 标准 请 成 等 比 级 数 >1r", 就 得 
到 以 下 的 档 丁 根 式 淹 别 法 。、 

初 西 禄 式 判 别 法 (普通 形式 ) 设 >)a 是 正 项 级 数 ， 

C1) 如 果 存 在 ?三 1 和 NEN， 使 得 


an, 号 六 


那么 级 数 这 jr 收 化: 
C2) 部 果 对 无 窃 多 个 HH 有 
ya 
那么 级 数 "ao, 发 散 ， 


证 明 (1) 在 所 给 的 条 件 下 有 
dn YH, 

《2》 由 所 给 的 条 件 可 知 iaw} 不 能 下 于 0， 口 

以 下 极限 形式 的 判别 站 用 起 来 更 为 便利 ， 

柯 西 根 式 判别 法 《极限 形式 ) ” 设 >),a* 是 正 项 级 数 ， 并 设 存 
在 极限 

1imer en = 9, 

则 有 

(1) 如果 9 之 1， 那 么 级 数 》 an 收 证 ， 


C2) 如 果 4>1， 那 么 级 数 > ,an 发 散 。 


证 明 (1) 对 于 取 定 的 ee (0,1- 9)( 例 如 e= 4， 存在 
NE N， 使 得 z 
San<+e< IT， Yn2N., 
《2) 对 于 取 定 的 sE (0,49 -1)， 存 在 NEN， 使 得 
Sa I El, YN. 口 
注 记 ”对 于 49=]1 的 情形 ， 上 二 面 的 判别 法 未 作 任 何 一 般 性 的 
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读本 


判定 ， 请 看 下 面 的 例子 ， 
例 7 对 于 级 数 


都 有 ?Te 
ml _ 1 
limy 二 =1, imy -上 =1。 


但 前 一 级 数 收敛 ， 后 一 级 数 发 邦 ， 

从 比较 判别 誉 ， 还 可 以 导出 一 种 很 有 用 的 积分 判别 益 《〈 也 是 
柯 油 首先 研究 的 )。 下 面 就 来 介绍 这 种 判别 法 ，。 

设 阔 数 /A(x) 在 Li, + co) 单 调 下 降 并 且 非 负 。 为 了 考察 级 数 


{2,1) > An) 

是 否 收 剑 ， 我 们 将 这 级 数 与 广 忌 积分 
C2.2) [ feyax 
作 比 较 。 在 隐 下 的 讨论 中 ， 记 


F(x) = | rcodz， 
U 


显然 有 
Frnt+1)— FOnYy =[ fondz, 
我 们 指出 ， 级 数 
(2.3) Crca+1) -Fn)) 


”与 广义 积分 (3.2) 辐 为 收敛 或 同 为 发 散 。 事 实 上 ， 如 果 广 义 积 
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分 (2,2) 收 做， 那么 
中 
wm DY CFOn+ 1) ~ FOn)) 
= lim FN+1) 
时 一 +o 


本 41 


= lim fxydx 
Med 
二 | eryar. 
1 


另 一 方面 ， 对 任何 太 >0， 设 N =[H2CH 的 整数 部 分 )， 则 有 


.HH . N+ 
[ireware ff 
1 1 
Nn 
= Ft FO), 
1 


由 此 可 以 看 出 :如果 级 数 〈2.3) 收 底 ， 那 各 广义 积分 {2.2) 也 、 


收 伍 。 
在 作 了 以 上 准备 之 后 ， 我 们 来 证 明 : 
柯 西 积分 判别 法 ” 没 范 数 Fjz) 在 [il, + ceo) 单调 下 降 并 且 排 


负 ， 则 级 数 


op 号 rm 
与 广义 积分 

(2.2) [enas 
赔 为 收 伍 或 者 癌 为 发 散 。 


证 明 CQ) 如 果 广 义 积 分 《2.2) 收 伍 ， 那 么 级 数 
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FD) -POn ~ 1)) 
到 


也 收 笋 。 因 为 
fpD<| 了 (xd = F(tn)— Fn- 1), 
委 二 | 
所 以 级 歼 (2.1) 也 收 伊 ， 
C2) 如 果 广 站 积 分 (2.2) 发 艇 ;那么 级 数 
Srtn+ 1) — FCny) 


发 般 。 因 为 
jv) ”Acoaz=Fa+D-EFCD， 


所 以 级 数 “2.1》 也 发 散 。 口 


图 8-】 


借助 于 面积 大 小 的 比较 ， 可 以 作出 柯 西 积分 判别 法 的 -一 个 明 
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新 的 几何 解释， 在 图 18-1 中 ， 末 时 影 的 山 些 卸 形 条 的 面积 之 和 
等 于 


> fn), 


较 大 的 那些 矩形 条 的 面积 之 和 等 于 
Zi. 
将 上 述 两 个 和 数 所 珍 示 的 语 积 与 积分 
| fax 
所 表示 的 面积 作 比 较 ， 我 们 得 到 
7 Bw < ws Bim. 


和 = 1 


由 此 得 知 ， 级 数 

> fn) 
与 积分 

[5 
有 相同 的 仇 散 性 质 ， 


利用 柯 西 积分 判别 法 ， 很 容易 判断 以 下 这 些 级 数 是 否 收 敛 ; 


(1) > 六 
hh=} 
< 一 1 
《27 2 ln ” 
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dr 


ud 1 
(3) 2 ninntlan mnyi?  * 


具体 讨论 如 下 ， 
Q) 与 积分 三 渤 比较 ， 我 们 断定 ， 当 py>1 时 ， 级 数 > 


3 | 


收 化 ;而 当 p<<1 时 ， 级 数 .发散 。 


(2) 与 积分 | 比较， 我 们 断定 ， 当 p>1 时 ， 和 级 
数 
"1 
之 他 Ka nr 


有 收 敲 ; 而 当 pP<1 时 ， 这 级 数 改 散 。 
(3) 与 积分 


+ dx 
xIn x(ln ln xy 下 


证 较 ， 我 们 断定 ， 当 p 关 J 时 ， 级 数 


+ 


1 
Dn i I ny) 
收 敏 ， 而 当 p 志 1 时， 这 级 数 发 数 ， 
采用 大口 记号 ， 还 可 以 陈述 以 下 很 方便 的 判别 法 则 ， 如 果 正 
项 级 数 
. 总 a, 
铀 足 条 件 
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an“0( 南 )， pl 


an < O(c rr) p>l, - 
或 者 
Ce pl1, 
那么 这 级 数 收 化 。 


2.c 比值 判别 法 
如 果 级 数 > Jan 渗 足 条 件 ; 
dan, Vf, 
那么 我 们 就 说 ian 是 严格 正 项 级 数 。 对 于 严格 正 项 级 数 , 有 以 下 
的 比 握 比较 浴 则 ， 
定理 5 设 六 an 和 之 ,5o 痢 是 严格 正 项 级 数 。 


C1》 如果 级 数 了 15。 收 化 ,并 且 存在 no。E N， 使 得 


< Yn2roy 
那么 级 数 > ,ar 也 收 化 ， 
(2》 如果 级 数 >)b。 发 散 , 并 且 存 在 ra E N， 使 得 
和 空 a ;1 


那么 级 数 > as 也 发 散 . 
证 明 (1) 对 于 ti>m， 我 们 有 
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4 bns VY no 


于 是 ， 根 据 比较 判别 车 则 就 可 以 断定 级 数 谊 yas 收 人 证。 
《2》 与 1》 中 的 讨论 类 似 〔 只 是 在 等 号 反 转 方向 )， 我 们 得 
到 


于 是 ， 根 据 比 较 判 别 苇 由 ， 可 以 断定 级 数 之 74; 发 散 . 口 


用 等 比 级 数 六 +" 作 为 比值 比较 的 尺 府 , 我 们 得 出 以 下 的 到 裔 
办 尔 【DrAlemicrty 晰 别 法 。 

这 天 贝尔 到 别 法 (普通 形式 )” 设 Sias 是 严格 正 项 级 数 ， 

(1》 和 如果 存在 + 二 1 和 neE NN， 使 得 


& 
er, Yinos 
入 
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那么 级 数 > .an 收 化 
{2》 如 时 存在 mmE 关 ， 后 得 


1， Y nrno, 
那么 级 数 SYa, 发 散 ， 
这 判别 法 的 极限 形式 更 便于 应 用 ， 


达 期 贝尔 判别 法 〈 极 限 形式 ) ” 设 谊 ,an 是 严格 正 项 级 数 , 并 
设 存在 极限 


.下 
lim “n+*.l = 
tn 


则 有 ， 
《1)》 如 果 4<1， 那 么 级 数 >)an 收 绩 : 


《2)》 如 果 4 之 1， 那 么 级 数 ja 发 散 。 


证 明 C1》 对 于 取 定 的 ee (0,1-)( 例 如 =134)， 存 在 
to 全 和 N;- 使 得 只要 nt 过 1。 就 有 
dn 
习 
《2》 对 于 取 定 的 cE (0,4~1D， 存 在 mE N, 使 得 只 要 
nn 之 mo， 就 有 


1+ Bel, 
对 


立 


pi e =1, 口 


注 记 对 于 49=1 的 情形 ， 上 面 的 判别 法 没有 作 任 何 一 般 性 
的 结论 。 仿 如 ， 弘 数 


都 使 得 
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Eo 


。 1 1 
mar/ 


iim_ 1 1 =1; 


nl n 
但 前 一 级 数 收 敛 ， 后 一 级 数 发 散 . 
对 干 这 郎 贝尔 判别 洁 欠 效 的 情形 (好 4=1L 竟 情形 )， 需 要 寻 
找 江 精细 的 判别 基 。 为 此 ， 我 们 上 需要 更 精细 的 只 座 作为 比值 比 
较 的 标 惟 }。 以 下 这 些 级 数 就 可 雇用 来 作为 更 精细 的 尺度 ， 


An 了 < 1 
之 证 ， 人 HE 


+ :r 


Da 
但 如 果 用 定理 3 原来 的 形式 推导 以 下 的 一 些 判 别 闪 ， 在 最 后 的 表 
述 中 就 会 出 更 一 些 讨 大 的 负 号 ， 为 了 使 所 得 的 法 则 用 起 来 更 方 
便 ， 我 们 洁 把 定理 3 改写 为 以 下 等 价 的 形式 
定理 3 设 214e 和 >71p。 都 是 严格 正 项 级 数 。 


(1》 如 果 级 数 人 ;bw 收 争 ,并且 存在 n。 EN， 使 得 


一 ¥ nto, 


那么 级 数 > ,an 也 收 策 ; 
(2) 如 果 级 雪 >15n 发 散 ， 并 且 存 在 noe N， 使 得 


b 
< 


Ln.1 bet 


he 
9 VY nn 


那么 级 数 > ,ay 也 发 散 ， 


取 可 证 作为 比值 比较 的 尺度 ， 我 们 得 到 以 下 的 控 阿 中 
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(Raabe》 判别 法 。 


拉 阿 贝 判 别 法 〈 普 通 形 式 ) ” 设 > ,av 是 严格 正 项 级 数 ， 
《1) 如 亲 存 在 g>1 和 hoERN， 使 得 


a( Sn 1 )>4, 区 下 和 


n+l 


那么 级 数 > ,an 收 化; 


n( 一 1 )<1, VY nner 


+1 


那么 级 数 > ,an 发 散 。 
证 明 “〈DHD 所 给 的 条 件 汰 价 于 


立 
1 + 


人 1 
选取 实数 7 ， 席 足 
下 
则 级 数 
1 
nT 
收 人 得。 以 下 记 
bn = 证。 


”对 于 充分 大 的 mn ， 我 们 有 


bn i) 
| 1+ n 


=1+ 上 +0( 汪 ) 
n n 
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因而 级 数 > ,an 也 收 丝 。 
《2) 所 给 的 条 件 等 价 于 


» Yn no, 


因为 级 数 六 工 发 散 ， 所 以 级 数 Y) so 也 发 散 。 口 


在 实际 解 题 时 ， 更 常用 到 这 判别 法 的 极限 形式 。 
拉 阿 喉头 员 法 〈 极 限 形 式 ) 设 》 au 是 严格 正 项 级 数 , 并 说 
以 下 极限 存在 ， 


lim "( Un 1)= 49， 


好 3 


《I) 如果 4> 1， 那么 级 数 > ar 收敛 3 


《2) 如 果 4 二 1, 那么 级 数 > an 发 散 。 
浅 记 ”对 于 4 =1 的 情形 ， 上 面 的 判 别 法 未 作 任 何 一 般 性 的 
结论 。 对 这 临界 情形 ， 需 要 更 精细 的 判别 尺度 ， 例 如 以 


《2 2 (pL) 


作为 比值 比较 的 标准 . 

下 面 将 要 介绍 的 高 斯 《Gauss》 判 别 若 ， 挤 括 了 述 朗 贝 尔 判 
别 共 和 控 阿 贝 兰 别 蔡 ， 而 且 达 到 了 2,4》 郑 桩 的 判别 精度 ,因而 
可 以 作为 本 段 的 小 结 ， 

高 斯 判别 法 “” 设 >>;ax 是 严格 正 硕 级 数 ， 并 设 


了 D7 


则 关于 妈 数 之 ,ar 的 化 散 性 ， 有 以 下 结果 ， 

(1) 如 果 14>>1， 那 么 级 数字 ,an 收 伍 :如 果 1<1, 那 么 级 数 
之 ,an 发 散 ， 

《2》 如 果 1 = 181 那么 级 数 之 an 收 误 ， 如 果 和 = 14 一 1 
那么 级 数 >,a 发 散 ， 

(3) 如 果 1 = 站 = 1:0>1 ,那么 级 数 Y\a 收 煞 ; 如 果 1 = 站 = 1 


"<<1， 那 么 级 数 信 ,aa 发 散 ， 
证 明 ”GQ)〉 可 以 归结 为 达 朗 贝尔 判别 法 。 C2》 可 以 归结 为 
拉 阿 页 判 别 法 。 为 了 证 明 (3)， 我 们 以 级 数 


> >) 1 


bs _ n+ (On (nt1? 
br, 上 ntln my? 


_ 1 mnt orn) 

" 3) 
+ err 

=(1+ 二 儿 I+55+o o( 


n 1 
=1++ nlnrn +o( 二 
如 果 1= 睛 =1，Y 全 1， 那么 可 以 选取 实数 ， 使 得 
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1<<p< 2。 
这 时 级 数 


p> ~ 1 
hn = < 一 mn to)P 
入 和 仿 ， 并 且 对 充分 大 的 于 有 有 


因而 级 数 a 也 路 化 
如 果 有 = 上 =1，v< 之 1， 那 么 可 以 选取 实数 Pp ， 使 得 
Lb 
这 时 级 数 ， 
Eh Drs 


发 散 ， 并 且 对 充分 大 的 二 有 


周 而 级 数 之 ;21 也 发 散 ， 口 

请 注意 ， 对 于 4=4=v=1 的 情形 ， 高 斯 判别 法 未 作 任何 一 
般 性 的 结论 ， 

推论 ” 谈 >,an 是 严格 正 项 级 数 ， 并 设 


则 有 
(1 如 果 4>1， 那 么 级 数 >ian 收 化 妇 果 4 二 1， 那 人 么 级 


数 > ,an 发 散 ; 
(2) 如 肾 1=1，A>>1， 那 么 级 数 >,an 收 敏 : 如 果 4= 1 
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Hp 妈 1， 那 么 级 数 > ,an 发 获 。 
证 明 ”这 归结 为 上 面 判别 法 中 v=0 的 情形 。 口 
汪 记 ”这 推论 也 叫做 高 斯 判别 靶 . 
例 8 ”高 斯 超 几 何 级 数 定 叉 为 


1+ DD A * (B+n~ ls 


设 2,8,7,x>>0， 试 考察 这 级 数 的 效 散 情 襄 . 
解 ” 我 们 有 


a D+ TU vu “a1. 
al (a n+rn 于 G+ + Js A 
因为 
Ce EE 
Qt 和 后) = 人 起) 
所 以 


tn =1(1+1t Ye-£ +o()). 
dnzt 区 tn n 


根据 高 斯 判别 法 可 以 断定 : 
如 果 六 二 1]， 或 者 x =1， ?>0 + 有， 闭 乏 这 级 数 收 钱 ; 
”如 果 * 二 1， 或 者 x =1， ?Sa+ 包 那么 这 豚 数 发 散 。 
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$3 上 上、 下 极 腿 的 应 用 


本 上 介绍 上 、 下 极限 的 概念 ， 并 应 用 上 。 下 极限 于 正 项 级 数 
争 获 性 的 判别 。 


3.a 上 上、 下 极限 


对 于 任意 实数 序列 {xs}， 我 们 构造 两 个 单调 数列 {ys} 和 {zn} 

和 
N12 

显然 {yn} 是 单调 上 升 数 列 ，isn} 是 单调 下 降 数 列 ， 并 卫 

yn YnElN, 
如 果 数 询 {x，} 有 和 尝 : 

fx M， YiEN, 

那么 自然 有 

Mn 人 XM YNEN, 
如 案 数 到 {Xr} 无 下 办， 闭 么 
ya = nf x, = -- o0, YiEN: 


Li 
. 如 果 数 到 [xn7 无 上 界 ， 那 么 
sn ~ sup Xr = 十 oo, Ynely, 
为 了 使 我 们 的 讨论 适用 于 一切 可 能 的 情形 ， 应 该 把 {ys} 和 {zj} 看 
作 吓 及 中 的 数 烈 。 及 中 的 任何 单调 序列 总 有 极限 。 因 而 存在 


(3.1) lim y= 
和 . 
-3,2) lm an ee 


定义 ”我 们 把 (8. 也 器 做 数列 {xn} 的 下 极限 ， 把 C3. 妇 岂 机 数 
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列 {xn} 的 上 极限 ， 并 分 别 把 它 信 记 为 
lim xn 和 lim xn。 
于 是 


lim x = im inf x, = sup inf xyy 
~ 上 一 + 忆 伍 答 特 Kk 


lim Xe = lim sup x = inf sup Xps 
所 一 上 om 阳 志 : 作 如 必 扩 : 


上 、 下 极限 对 任何 实数 序列 都 存在 ， 像 Im 和 lim 这样 的 记 

导 ， 使 用 了 时 不 必 费 心 券 虚 存在 性 问题 ， 因 而 为 人 们 所 乐于 采用 。 

定理 1 7=lim xn 是 实数 序列 {**] 的 最 小 极限 点 5 《= im xn 
是 实数 序列 {x,} 的 最 大 破 限 点 ， 

证 明 ”我 们 记 

yr = inf zy 3 = UP Xny 
生 六 下 和 注 下 
x 二 1.2，, ne 


如 果 SE 居 是 {xe} 的 任 党 一 个 楼 限 点 ， 那 么 按照 定义 存在 {nj} 前 
子 序列 {x*。,}， 使 得 


lim xn = 


所 一 + 
画 为 . 
SS YkEN, 
所 以 
lim yellim ra Slim se 
Rt E+ Eb ktm 
这 就 是 


lim x ,elim xn, 


我 们 证 明了 ， 数 列 {x"j} 的 任何 极限 点 上 都 介 于 1 = lim xn 与 = 
jian xn 之 问 。 
尚 须 指 出 ，7 = lim xn 各 = Tim xna 都 是 数列 {xw} 的 极限 点 。 
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如 果 数 列 {zs} 下 方 无 界 , 亚 么 当然 存在 {xs} 的 子 序列 {zw ,hj， 
使 得 
im Xn = 一 = 了 
ke-rtoe + 


再 来 考察 数列 {x。} 有 下 界 的 迟 形 。 我 们 将 按照 以 下 方式 进取 mk 
和 np, KE =1,2, oe -首先 ， 记 mm =0。 暇 设 N4.1; 已 经 确定 ， 则 可 选 
取 mL N， 满 中 条件 mx 人 > 和 -1 例如 可 取 mrg= 训 -+1 又 可 
选取 和 牛人 阿 ， 了 7 关 Pr， 傣 得 


| 


{ 六 了 Hr i Ee . Sm . 十 一 


(根据 下 衫 界 的 定义 ， 这 穴 的 叹 必定 存在 。 用 这 检 的 方式 ， 我 们 
选取 了 {ym} 的 子 序 列 {ym} 和 {Xa} 的 子 序 列 {x ,}。 在 (**) 式 中 


证 K& 一 + co 到 极限 ， 就 每 到 


linm Yn, 二 lim Wn 二 7 
Et FF 


IO Co 


用 类 和 似 的 方式 可 以 证 明 : 《 却 是 数列 fx 的 一 个 概 限 点 。 品 

定理 2 及 {xs} 是 实数 诺 列 ， 则 以 下 三 条 陈述 互相 等 价 : 

C1) Jim xn = 了 im xn = ts 

C2) lim Cn 

(3) fxzai+ 具 有 了 叭 一 柜 限 上 由 

证 明 “fa -> (3)” 和 (3) 二 139 部 是 显然 的 。 碟 们 来 
证 明 “人 1 闻 (2)*” 。 向 前 面 一 样 ， 记 

yn = inf{ Xr}, so = Sup{xy}e 

显然 有 


a Y 从 所 NN, 


因为 


lim yn =Jirma 2 = 去， 


203 


lim * =?, 口 


定理 5 设 {xw} 是 实数 序列 ， 
C1) 部 果 Lim xxm21， 那 抒 


《 习 PETJTDCYnZPDOXaD De 

(2) 如果 lm xn<p， 那 么 

CVIEN) (Ingn) (Xn <p), 
证 明 (1) aup inf Xi 

(3PE N) Gof n> 

IPEDCOY NP) (Xn A), 
(2) snp inf xn < 

名 人 1 守 羡 
DY IE N) Cinf xn<p) 
SVENI CIngBD rs, <. 证 


定理 4 设 {xn1! 是 实数 序列 。 
(1)》 如果 im ze<p， 那 么 
(CIPEMNICYHEDD (Xap, 
《3 如果 jim x。 六 4， 那么 
(VIEN) (In (rn >N). 

证 明 ”请 读者 优 是 定理 3 前 证 明 写 出 。 -~ 口 

定理 5 投 {un} 和 {vr} 是 实数 序列 ， 在 以 下 各 项 中， 只 要 性 
何 一 个 不 等 号 或 者 等 号 两 边 的 式 子 都 有 党 义 (不 出 现 (+ so) + 
(~ 00)，0 慷 二 00) 之 类 的 情形 )， 那 个 不 辟 式 或 者 等 式 就 成 立 。 


〖& iim un t lim va dietts tt tn) 


20044 


Hm Hn + lim vn 
< 


lim wu, + lim wn 
lm + vn) 
lim un + Dm Unt 
2) 如 果 Tim ws =， 堵 么 
lim (tun tw) = ut lim yny 
Him (en, 十 Vn》 二 证 jn | 
{3》 如 果 i 闫 0， 守 0， TNE IN， 耶 么 
lm un Hm east on) 
lim | Him Pn 
Em we lim 
< Himu, Hn) 
slim Haslim Un 
(4) 如 果 Tim tn =-0，va 六 0(Y 7E IN)， 那 么 


tim Cu « wn) =u » lim yn, 
lim{1, s vn) =u lim Un 

{5) limC— un) = 一 Jun， 
im 一 za)y= — lim wn 


《6》 如 果 ji xn>0， 那 么 


{72 如 本 has 委 pn， 那 么 
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lim Hn lin Ups 
lm unslim vn 
证 明 ” 所 有 这 些 关系 部 可 利用 上 、 下 确 界 的 相应 关系 求证 
明 。 移 如 ， 为 了 证 明 (1) ， 我 们 可 以 利用 不 等 式 


inf 如 二 sindga + ty) 
关节 生 开关 反之 前 


inf ur + sup Vs 

此 六 由 kn 
E 

sup 2 + inf v, 

此 痉 吾 长 闻 节 


sp (Ug + Hk 
en 

SIP Hr + SUD Vas 
此 = 由 


而 (2) 是 (]) 的 直接 推论 ， 一 一 因为 对 这 情形 我 们 有 


im ts =1lim uw, = i, 


其 他 各 项 也 很 容易 证 明 。 Li 
3.b 应 用 上 、 下 极限 于 正 项 级 数 钱 获 性 的 判别 


$2 中 所 述 的 好 几 种 判别 疲 ， 都 有 所 谓 的 “极限 形式 ”。 一 
般 说 来 ，“ 极 限 形 式 ” 比 原来 的 形式 用 起 求 更 方便 ， 但 可 应 用 的 
范围 较 窑 ， 一 一 因为 先 要 假定 一 定 的 极限 存在 ， 利 用 上 上 、 下 极限 
的 构 念 ， 可 以 改进 各 种 “极限 形式 ”判别 巷 的 陈述 ， 拓 广 其 应 用 
范围 。 我 们 把 存 关 的 结论 陈述 为 以 下 几 个 命 明 ， 

命题 1( 达 朗 贝 尔 判 别 灶 一 一 上 、 下 极限 形式 》 


设 > ,ea 是 严格 正 项 级 数 。 
<I》 如 时 
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0 . 
lim- +1< 1 » 
Un 


那么 级 数 谊 jar 收 敦 3 
《322 如 果 
Tim al， 
那么 级 数 > ,an 发 散 。 
证 上 明 对 561) 中 的 情形 ， 可 选取 2， 全 得 
Um np el, 
ns 


根据 定理 4， 存 在 ?wnE€ NN， 使 得 


a :<p<1). 


da 
对 (2) 中 的 情形 ， 可 选取 4， 使 得 


nt 1 
Lr 寺 


CY n>no)( 


1<A<lim 
根据 定理 3， 存 在 hi€ N， 使 得 
.1 
CY nn) (>4>1). 口 


与 命题 1 类 似 ， 可 以 证 明 

命题 2 《 拉 阿 贝 判 别 靶 一 - 上、 下 极限 形式 ) 
设 立 a。 是 严格 正 项 级 数 。 

C1》 如 果 


民 


lim "(a 一 1)>1, 
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那么 级 数 > ,an 收 就 ， 
《22》 如果 


Tm "(= -1)<1, 


那么 级 数 > av 发 散 。 
柯 西 根 式 判别 法 有 -种 内 涉及 下 极 限 的 很 方便 的 形式 ， 
命题 3 设 >，av 是 正 项 级 数 ， 并 设 
财 有 
(1》 如 果 4<1， 那 各 级 数 之 an 收 访 ! 
2) 如 时 #41， 那 和 级 数 >) di, 发 散 。 
证 明 对 于 (1 中 的 情形 ， 我 们 可 以 网 取 2， 使 得 
dl 
于 是 ， 根 据 完 理 4， 存 在 te MN， 使 得 


(YnsD (a, Tp 1), 


如 果 是 《20 中 的 和 情形， 那么 对 任何 8EEN 都 存在 i. 斌 k， 使 

得 
《an "kl 

这 有 竺 当然 有 

dn 1, 


因为 序列 {a,} 不 趋 于 0， 所 以 级 数 > ,an 发 数 。 口 

下 面 的 命题 说 明 ， 见 是 用 这 明 贝 尔 判 别 半 能 判定 的 情形 ， 用 
柯 臣 根 式 判别 法 也 一 定 能 够 判 定 。 

命题 4 设 户 ) ar 是 严格 正 项 级 数 ， 则 有 
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ed - 


， 她 11 /一 
jim Sim an 
| 


交 


< lim San 


Gs 
因而 
(1) 和 i Tn Var < 
(2) lim > lm Yar>1i, 
性 


证 昌 ”我 们 记 


对 任意 4<7， 存 在 NE 和， 使 得 
(Y n>N) (ett > ). 


于 是 ， 对 于 n>N， 就 有 


a 
an Ed a Ph -lay 
1 ty 
1 mr 
站 de 


于 是 
Jim Yas > lim PE ar = A, 
因为 可 以 取 4 过 7，4 一 97， 所 以 又 可 得 到 


一 - 但 
五 rm Va = lim, 一 
-.- 一” 
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忆 举 可 以 证 明 


泽 记 ”虽然 此 理论 上 看 到 柯 西 根 藉 判 四 路 比 达 角 帆 尔 大 各 活 
更 有 效 ， 人 得 前 者 乔 及 开 方 送 算 ， 后 者 只 禅 及 除 基 运算 ， 所 以 在 实 
际 运 用 诗 ， 用 后 者 更 方 鳞 知事. 


4 任意 项 级 数 


本 节 考 察 任意 项 级 数 ， 也 就 是 各 项 可 以 是正 数 、 负 数 或 者 夫 
的 级 数 . 


,和 ”本 鹉 收 馈 不 理 


我 们 知道 ,级 数 > as 的 收 化 性 , 神 当 了 于 它 的 部 分 秘 序 列 {5S:} 
的 收 伍 性 ， 这 里 


Sn = ays N11, 2, 
-1 


注音 到 
n+p 


Snip— 必 n= > 由 
厂 一 入。 1 
我 们 可 以 把 关于 序列 的 柯 西 收敛 原理 用 级 数 的 语言 翻 详 如 下 : 
”级 数 的 柯 西 收效 原理 ”级 数 之 ,a, 收 比 的 充分 必要 条 件 是 ;对 
任何 s>0， 存 在 NE N， 使 得 只 下"，pE N，n>N， 训 有 


nr 


>, ak| <e。 


不 二 人 丰 十 工 


定理 ] 如 果 级 数 jau| 收 化， 那么 级 数 ya 也 收 全 
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证 明 我们 有 


; 有 + 并 +P 
| >, ar | < 之， ax 0 
onr' 区 一 春 +1 


汉 记 ”定理 1 的 诞 命题 不 成 立 。 请 看 下 面 的 反倒。 
例 1 考察 这 样 一 个 级 数 ; 


(4.1) SC De- 去。 


| 
斌 说明 


0) 由 《4.1) 各 项 的 绝对 值 徽 成 的 级 数 是 发 散 级 数 ; 
C90) 级 数 _(4.1》 是 流 冲 的 。 


解 由 (人 4.1) 各 项 的 绝对 值 敌 成 的 级 数 是 调和 级 数 


我 们 知道 这 级 数 是 发 散 的 ， 
为 了 说明 级 数 (4.1) 的 收 钱 性 ， 我 们 需要 用 到 以 下 的 不 等 式 


(4d.2) ， 和 二 一 一 一 1 十 mep 二 【《 一 DP- 
. 2 好 十 力 


一 YY IY。 


事实 上 ， 如 果 靖 是 候 数 ， 那 么 


.1 1 .ll 
办 十 1 并 十 呈 ” (5 7)>0 
如 果 7 是 奇 散 ， 那 么 
I : 册 1 
i +{ 二 -Th 二 >0. 
我 们 已 经 证 明了 (4.2) 中 的 第 一 个 不 等 式 。 对 于 p= 1 的 情形 ， 
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xd4.2》 中 的 第 一 个 不 等 式 显 然 成 立 。 下 面 考察 ?之 2 的 依 形 。 对 
这 情形， 当然 也 有 


- i +(- Dis>0. 
由 此 得 到 
Ht Dp 
= (De) 
< 


至 上 比 ， 我 们 完成 了 不 等 式 (4.2) 的 证 明 。 
利用 不 等 式 (4.2》.， 我 们 得 到 


和 + 也 1 
一 上 ~ 一 
2 (- 了 De 元 


k+l1 


-1 .1 


地 十 1 下 十 多 
1 


LET mm p-1_ 】 
+ 十 【了 ns 


< 


根据 柯 西 收 敏 原理 就 可 断定 
Dr 二 
是 收 全 级 数 。 
定义 ” 设 六 ae, 是 任意 项 级 数 ， 
(1) 如 果 立 "|eu| 收 得， 那么 Ya 也 收 化 。 对 这 种 情形， 
我 们 说 ， 级 数 Ya 绝对 收 北 。 
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《2》 如 果 > ons1! 发 做 ， 但 >)av 收 将， 那么 我 们 就 说 级 数 


这 /9s 条 件 驳 化 ， . 

为 了 判别 绝对 收敛 性 ， 可 以 利用 正 项 级 数 收 伊 性 徇 判别 法 , 
请 看 下面 的 例子 。 加 

例 ? 设 旋 or 是 任意 项 级 数 ， 并 设 

limY jian = 4, 

则 有 ， | 

C1》 如果 9 二 1， 那 么 级 数 > ov 绝对 收 钙 ， 

(2) 各 果 4>1， 那 么 级 数 > ar 发散。 

.证明 ”论断 《1I) 是 显然 的 。 为 了 证 明 论断 (2)， 只 须 揽 本， 
在 所 给 的 条 件 下 ， 序 列 {as} 不 能 趋 于 0， ] 

例 3 设 级 数 谊 js 的 各 项 都 不 等 于 0 可 以 放宽 到 ， 至 多 有 
限 项 为 0 ， 则 有 : 


(1) 如 果 | 
lim | Sne 1 1 1 < 了 
| 妈 了 
悄 么 航 数 之 ;an 绝对 收 敏 
《2) 如 果 
bin | > 
那么 级 数 >an 发 散 ， 


证 明 论断 (1) 是 显然 的 ,对 于 (2) 中 的 情形 ， 存 在 
no Ny, 使 得 上 内 亚 ni 守 no， 就 有 
jan [a < ean | 
由 此 得 知 ，1{4;} 不 能 趋 于 1 吕 
为 了 考察 条 性 收 钱 性， 我 们 需要 咏 外 一 些 判 别 洒 。 
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4.9 耸 吉 求 和 公式 与 条件 收效 竹 的 判别 


为 了 后面 引用 方便 ， 我 们 把 诽 及 分 部 求 和 公式 的 一 些 结果 隆 
述 为 以 下 这 理 

引 理 (分 部 求 和 公式 一 一 阿 贝 尔 引 理 》 

设 ci 和 8 =1,2,,p) 是 实数 ， 则 有 ， 


Pp P=-1 . 
《1) 之 ;ai = 人 (ai -0111)B1+0pBp， 这 里 
下 了 二 下 


此 
Bs= Dyfis k=1,2,"" ,D3 
j=) 


《2 如 果 这 dp 之 中 之 9p 《或 者 61 入 0 入 党 扫 cp) ， 并 且 
| |<L, k=1,2,°,p, 


p 
| Baa, [<Lrdal +2lep)), 
i=1 
证 明 ”为 方便 想见 ， 我 们 记 Bo = 0。 寺 是 有 ， 
p p 
(1 Sasps = Dy atB1- Bi) 
1-1 | 
FE Ff 
= D0Bi- >)aiBi-a 
t= {t=-2 
五 LP-1 
= > 41B, 一 DriBs 
1 1 0 
FP-! 
= P00 Bi +apBy, 
#=1 
(2) 在 所 给 的 条 性 下 ， 
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也 | Po1 
[Dep, | = i (ai — Bs +apBp| 
t=1 El 
Pp-1 
SO) ooml|lBilt+ |orp| lBrl 
t=1 


2-1 
< 外 之 ， la 一 civl | + Em 
i=1 
= 艺 (| ex; 一 Apj + iazpl) 
Lile|+2|la,1), 器 


注 记 。 人们 把 C1》 中 的 公式 叫做 分 部 求 和 公式 。 它 可 以 写 
成 与 分 部 积分 公式 很 相似 的 形式 ， 


Ee 由 pp-1 
DAT 吕 百 ; -之 ;BiAab 
了 0 0 


t=l1 


这 里 
中 
Bo=0, B= >B,, 
4=] 


人生 = Bs— Br-1= pr 
KE = 1 "D3 
A = Ui, 和 Gin 一 人 
1=1，2a 了 一 1 
. 定理 ? ( 狄 里 克 莱 判 别 法 )》 我 们 来 考察 级 数 > anbs。 如 时 
《1) 序列 taa} 单 调 趋 于 0， 


(2) 序列 | 2 | 用 界 ， 


那么 级 数 > 人 mm 收 红 ， 
证 盟 ”我们 来 估计 
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二 


it 1 总 
| 之 , Qi 


k=n+1 
为 此 ， 记 
A a, 一 ny 19 1=1,2, ,py 
守 所 十 全 
Ba= >, 号 一 > br , 入 三 了 省 :ee 用 
1=} 证 - 


由 于 条 件 人 (27， 可 设 - 


!_ 
DNAEsA YnEN, 
此 = 1 


是 + 了 往 
1Ba. = She ~ Dbr | <2, 
， 天 as1 R=1 
中 一 
利用 阿 册 泵 引 吾 估计 
.并 + 用 
> arby = 人 >，0j 有 1， 
沁 和 和 寺 11 j= 
我 们 得 到 
和 十 下 
> pi [2L( la,,, | +21ar.r|), 
| 


呈 为 序列 tan} 趋 于 0， 所 以 对 任 痊 的 >>0, 存在 NEN， 使 得 
已 要 
好 天 全 IN, nM, 
束 有 
+P 


> tp (<a. 


此 1 


六 
p= 


这 证 明了 级 数 个 yant; 收敛 ， | z 
定理 3( 阿 贝尔 判别 法 ) 我 们 来 考察 级 数 之 J4nbn。 如果 
(1) 序列 {faw} 单 调 并 日 有 办 ， 

(2) 级 数 > bx 收 冀 ， 
那么 级 数 > anbn 也 收 伍 。 
证 明 ”由 于 有 条 件 (1)， 可 设 
tm 4， 人 E 卫 。 

因为 序列 {2 - 4 单 测 收 化 于 0 ， 而 序列 | > bx } 有 界 ， 根 据 定理 

k= 

2 可 以 断定 以 下 的 级 狗 收 伊 ， 

Sa —abne 

而 级 数 

Sap, 
显然 也 收 丝 。 因 为 


anbn 二 《让 — Hb + Ab ns 


==], 


所 以 级 数 janbn 收敛 。 口 

注 记 ”也 可 以 利用 阿 贝尔 引 理 ， 通 过 直接 估计 证 明定 理 3 
(请 读者 自己 做 练习 ). 

全 站 (关于 交错 级 数 的 莱 布 尼 兹 判别 法) 

设 序列 {a,} 单 调 下 降 赵 于 0 ， 则 以 下 级 数 收 但 ， 


YD-ia,, 
rel 


» 


证 明 我们 记 
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b= —1)* 1 KE 二 1,3,*, 


则 显然 有 
Dil<1, vnEN, 
根据 狄 里 克 莱 判 别 法 就 可 以 断定 级 数 
Darbn: SI-1)"tas 
收 做 ， 调 


例 5 级 数 了 (一 1)"! 池 收敛 ， 
例 8 设 级 数 信 4, 收 合 ，# 之 0。 求 证 ; 
(1) 级 数 六 号 收 线 ， 


(2) 级 数 了》 了 -5 收敛 。 


| 


证 骨 ”利用 阿 贝 尔 羯 别 准 就 可 证 明 c1》。 为 了 证 明 (2)， 我 们 
指出 


nt” _p bn 
Hei br er YNHEMN,: 


根据 阿 中 尔 判 别 法 很 容易 断定 级 数 
Ne 
2 Ti 


收 僵 。 因 而 级 数 
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者 


也 收敛 ， 
例 7 ”我们 来 考察 有 限 和 


CnrD C08 TT Coa DK we +t OOS NX, 
SnCXY) = in x+ Sin OX + w+ + sin Nx, 
利用 三 角 学 公式 


dsin TS eos kx _ i 了 (5 二 1 ) 一 3in (« 一 去 jz 


jain in kx = cos (# 一 十) EC— cos(k 十 二 jz， 


容易 得 到 ， 
. 1 ， 于 
SNE nt- I Bld 
他) 二 ei 
Dain *. 
2 
2 ) 
站 一 -一 G91 为 十 一 jw 
by 一 2 让 
nsin 汉 
2 


对 于 * 到 28r， 我 们 有 


1 
[CrnCry | x 
| 号 但 


[SCX | yf 
| 


.Sin 


2 


这 1anj} 是 单调 趋 于 0 的 序列 根据 狭 里 克 荣 判别 法 可 以 断定 以 下 
琴 级 数 收 伐 ， 


219 


> dncos nx, > an sin nx, 


这 时 闻 尖 2mtr， 
例 8 设 之 ,中 是 收 丝 级 数 ， 求 证 


tim 4 be = 


T+ 作 
证 明 我们 记 
Ba= > be, B= lim Ba = Dos. 
.k=l 于 k= 
对 有 限 和 
by 
k=-1 


应 用 分 部 求 和 公式 得 
Po, 一 一 Sp, a 。 


m="1 
于 是 
1 ud 1 Ai 
到 全 
区 一 荆 
因为 
im 1 5 Br = lim Hn = BB, 
Tm pl 
所 以 


lim 1 3 = 0。 口 


日 一 十 把 类 
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$5 绝对 收敛 级 数 与 条 件 收 伍 级 数 的 性 质 


败 鼓 级 数 可 以 看 成 是 有 限 和 的 推广 。 但 无 限 和 包含 有 极限 过 
程 。 并 不 是 有 限 和 的 所 有 性 质 都 为 无 限 和 所 保持 。 天 体 说 来 ， 绝 
对 收 伍 的 级 数 保 持 了 有 限 和 的 较 多 的 性 质 : 条 件 收 敛 的 级 数 刚 在 
某 些 方面 与 有 限 和 差异 很 大 。 


5.a 收 敏 级 数 的 可 结合 性 


下 面 的 定理 说 有 明 :， 站 和 伍 的 胃 数 ， 不 论 是 绝对 收 伍 的 或 者 是 条 
件 收 剑 的 ， 都 上 其 有 可 结合 性 ， 
定理 1 设 有 收获 的 级 数 


5.1) di aT re 二 or 二 二 和 
如 条 把 这 级 数 的 若干 相继 的 项 归并 成 一 项 ， 这 样 做 成 一 个 级 数 
{5.2) 《KG1 十 tn ton tt to) 


二 wmw 十 fan +1 二 ps t+ in, ,1 十 isi 


那么 这 级 数 仍 以 做 ， 并 且 与 原 级 数 有 相等 的 和 ， 
证 明 ” 设 级 数 (5.1) 的 部 分 和 序 到 为 


{5,3) i 
则 级 数 (5.2) 的 部 分 和 序列 怡 好 是 (5.3) 的 一 个 子 序 列 ， 
C5. 4) 六 有 ns [ 


注 记 如果 上 5.12 是 定 号 级 数 ,那么 定理 1 的 道 命题 成 立 。 困 
为 这 肝 部 分 和 上 到 (5.3) 是 单调 序列 ， 和 如果 (5.3) 的 一 个 子 序列 
5.4) 星 侣 ， 填 各 序 列 [5.3) 也 就 收 误 。 和 但 对 于 变 号 级 数 来 说 ， 定 
埋 1 的 族 俞 题 并 不 成 立 。 例如 级 数 

C1—1) + 1) +t tel -1) + 
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当然 是 收 敏 的 ， 但 拆 开 揪 呈 所 得 的 级 数 


1 一 1 十 上 一 十 (一 ] le 
却 是 发 散 级 数 “ 沽 为 {( - 了” )} 不 趋 于 0 )。 
5.b 绝对 收效 级 数 具 有 可 交换 性 
设 > ,av 是 一 个 级 数 。 我 们 改变 {4} 的 次 序 把 这 序列 重 排 
为 (an}， 然 后 考察 恒 绯 后 的 级 数 
ai 


请 福 意 ， 所 谓 序 列 {a%} 的 重 排 ， 是 指 把 这 序列 中 的 所 有 各 项 无 重 
复 、 无 遗漏 地 排出 来 ， 排列 的 顺序 可 以 与 原来 的 不 同 。 用 符 
号 来 表示 就 是 


Un = pn iI, 
这 里 ?是 从 IT 到 J 的 单 满 歇 射 (一 一 对 应 )。 
定理 2 ” 设 级 数 >,，a 绝对 收 和 化， 则 重 排 的 似 数 > ,as 也 绝对 
收敛 ， 并 且 


4: 2 
了 ee 
dn 一 Cie 
T=1 nn-*1 


证 明 先 设 >,an 是 正 项 收 人 钙 级 狐 .。 
这 时 显然 有 


Sase Ta,, 
由 此 可 知 ， 祖 ja4 也 是 正 项 收 傣 级 数 ， 并 且 有 
5.3) Dai Zane 


因为 Sav 也 可 以 看 成 由 as 重 排 而 成 的 级 数 ， 根 据 同样 的 理 
由 应 该 有 “ 
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a . 和 … . ee 


《5.6) Saar >as. 
由 (5,53 和 (5.6 就 得 到 
2 = 一 S 2 


全 二 


再 来 考察 更 一 般 的 情形 ， 设 > ， 。 是 绝对 收 哉 的 任意 项 级 
对 这 情形 ， 我 们 记 


Pn = [or | on 


joni ~as 
2 


dn 三 


rs 
显然 有 
0 过 pw<ias|， O09]arl, 
jesj=Pu 二 9py dn ~ Pe Ans 
R=, 
与 收 仑 级 数 >， jasj 作 比较 ,我 们 看 出 : 正 项 级 数 之 pn 与 之 ,491 都 


是 收 误 奴 数 。 因 而 蛋 排 后 的 级 数 >,p4 与 /44 也 都 收敛 ,并 且 有 


+ 


ps 一 DPns 
Rel my 


Sg = Tg. 
由 此 得 知 ， 级 数 > ,1ai1 = 全) (ph+ 9 和 ) 也 收 伍 ， 即 少 147 绝对 胶 
伍 ， 并 且 有 
Yo- Sips -qt) 


R=] 


= 3p; - 2 


典 一 4 


站 De 车 吧 
1 
Prn— ~ /ne 

=] hel 


三 > pr- qn) 
nT 

= San, Li 
T=-a1 


5.C 条 件 收 化 级 数 的 重 排 


下 面 的 歼 曼 定理 (定理 3 与 定理 4 说明， 与 绝对 收 钱 级 数 
截然 不 同 ， 条 件 收 入 级 数 根本 不 具有 囊 允 换 性 。 


EE 及， 都 必定 存在 级 数 > ,ae* 的 一 个 重 排 级 数 本 4h， 使 得 


Des = 
证 明 同 前 面 一 样 ， 我 们 记 
pn =， 四 
9 一 To。 
显然 3 p, 和 qs 都 是 正 项 级 数 ， 并 用 有 
Jan| + an 


lim np, = hm = 


- . | 是 nj] 一 总 
im 9 = lim 1 一 2 =0, 


+ 1 de ] < 
之 pr 3 lonl + 和 n= + 
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再 来 考察 席 列 
dis os as ns es 
我 们 以 Ps 表示 其 中 的 第 个 非 负 项 ， 以 Cr 表示 其 中 的 第 站 个 
负 项 的 绝对 值 。 请 注意 ，!: Po 是 序列 {fp*j 盎 去 了 一些 等 于 0 的 
项 之 后 剩 下 的 子 序列 {Qn} 是 序列 19s} 删 去 了 一 切 等 于 0 的 项 
之 后 镜 下 的 子 序列 。 因 此 
lim Pr = iim On = 0, 


Sp, = So0, = +O, 
T=1 [和 


我 们 依次 考察 Pi,Psr*… 中 的 各 项 。 设 Pw, 是 其 中 第 一 个 满足 

以 下 人 条件 的 项 ; 
Pit*™" + Pm >t, 
再 依次 考 窒 QQa ee 中 的 各 项 。 没 Cn 是 其 中 第 一 个 福 足 以 下 
条 件 的 项 ， 
Pit"t Pm Qi Qn <E, 
科 依 沈 考 赛 Prni+aPai+ssw 中 的 各 项 。 设 Pm 是 鞭 中 第 一 个 义 
是 汉 下 条 件 的 项 ， 
Pite + Pn 一 QQn 
+ Pnitr t+ Past, 


胎 这 样 做 下 去 ， 我 们 得 到 谊 1 ax 的 一 个 重 排 级 数 之 a5 如 下 ， 


Pit et Pm~ QO 
+ Pmt 十 eee + Pms— Oi — "On, 


+ Pmatl 十 
如 果 分 别 以 R 与 4 表示 级 数 谊 ja4 的 末 项 为 Pm ,的 部 分 和 与 来 
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项 为 Qs 的 部 分 和 , 那么 显然 有 


[Re—¢| Pn, k=2,3, 
和 

上 On is， 天 =]12 
因为 

a Pee Te Qe = 
所 以 : 


lim R. = lim L, =#, 
因为 级 数 入 ,1 的 任 疙 一 个 部 分 和 Si 必定 介 于 基 一 对 Li 与 RE 之 
间 ， 所 内 也 应 有 
lim 号 一 过， 
这 就 是 
他 0 过 口 


定理 4 设 之 ,as 是 条 件 收 敏 玖 数 ， 则 存在 > ;en 的 重 排 级 数 
之 a4; 使 得 


Sas = +co( 或 者 ~ o0)， 


证 明 ” 首 鞠 ， 任 意 选 取 一 个 严格 单调 上 升 并 趋 于 + 上 的 实数 
序列 {8}( 例 如 可 以 选取 == 48, )、 其 次 ， 仍 设 用 定理 
3 中 的 记号 ， 约 定 以 Ps 未 示 序列 fas} 中 的 第 丰 个 非 负 项 ，[ Qj 
表示 序列 {as} 中 的 第 天 个 负 项 。 然 后 ， 依 次 考 复 已 Pa 中 的 各 
项 ， 设 Pm, 是 共 中 第 一 个 请 中 沁 下 茶 件 的 项 ， 

Plt + Pm et, 

再 依次 考 赂 Q1;Qss 恒 中 的 各 项 ， 设 Qs 是 其 中 第 一 个 福 症 以 下 条 
件 的 项 ， 
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Pit*+ Pa — Qi~ Qn, 人 <, 
于 依 沈 考察 PnPmi+sye 中 的 各 项 ， 误 Pms 大 其 中 第 一 个 吴 
是 以 下 条 件 的 项 ; 

Pi + Pn — Oi — Qnr 

+ Bimitri FT ** + Pmnsi> os 
再 依次 考察 Qn; 19 nts 中 的 各 项 ， 设 ne 是 其 中 第 一 个 满足 
以 下 条 件 的 项 ， 

Pi 十 sr 十 Pm 一 OO! 一 井 — Qn 
十 Prmj+l 十 es 十 Pm, — Oniri 和 — Ornate 

早 这 样 做 下 去 ， 我 们 得 到 少 ) 4 的 一 个 重 排 级 数 稼 /44。 这 重 排 级 
数 满 足 条 件 


ce: 
Sat= + om, DD 
= 1 


5.d 级 数 的 乘法 
两 个 有 限 和 


页 地 
an 与 Dbs 
的 滋 积 是 一 切 可 能 的 a153 这 样 的 项 的 和 ， 


(6) . (22.) = > asbye 


对 于 两 个 无 闻 级 数 
机 Sas 与 Sb 


我 们 也 写 出 一 切 可 能 的 2b; (排列 成 无 穷 矩 阵 的 形式 》 
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这 些 asb; 可 以 用 很 多 种 方式 排 成 数列 。 例 如 可 按 “ 三 角形 方式 
排列 如 下 : 


这 两 种 方式 分 别 给 出 数列 
228 


abis dles azpi » abss Goboe, OPis ea 


aipiy db2s Gebss abs Pay 


dsbss tals abe CD re 


定理 5( 柯 西 ) 如 果 级 数 > ,ar 和 了 5 绝对 收 和 化， 并 且 
So- 4 四， 


那么 at (ty =1,2,*…) 按 任意 方式 排列 成 的 级 数 都 是 绝对 收敛 
的 ， 并 且 基 和 等 于 
AB, 
征明 设 41 ,Py; ,CK=1,2， 是 2&0(i7 了 =1,2;"…) 的 任 半 一 
种 排列 。 世 日 把 ny ein 和 jy y1n 中 的 最 大 者 记 为 NN， 那么 就 
有 


Dies d< De Dll 
<Pled Dl 
由 此 得 知 ， 级 数 
Ba, 
怨 对 收 敏 。 接 正方 形 方 式 重新 推 列 这 级 数 ， 我 们 得 到 ， 
Datsbs, = Jim (2 )(32) 


- (Be)(S) 
= ABP, 0 
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例 1 容易 看 出 ， 级 数 


+ rn 
i 
Cr | ! 


对 任何 x& 民 都 是 绝对 收 化 的 。 将 两 级 数 
六 和 和 之 ny 


和 0 


相 莱 ， 并 接 三 角形 方式 排列 给 积 各 项 的 顺序 我 们 得 到 
(二 吉 ). (4) 
2(> sr 


(ED 


= 


一 一 这 也 就 是 熟知 的 指数 函数 的 加 法 定理 ， 


et =et, er, 


例 2 容易 看 出 ， 级 数 


CX) = >- )" 


四 十 于 


Sx) = > (- ) "ry 


对 任何 *E 及 都 是 绝对 收 丝 的， 利用 级 数 的 乘法 可 以 证 明 以 下 关 
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系 式 : 
OX+tH) OO SOLIS 
三 [人 十 二 人 CC + CISCY), 
一 一 这 也 就 是 三 角 函 数 cos x 和 sin* 的 加法 定理 ， 
关于 级 数 吉 半 的 一 些 更 细致 的 结果 ,将 在 下 面 的 附录 中 过 论 ， 


附录 ”关于 级 数 乘法 的 进一步 讨论 


考察 级 数 久 aza 和 5。 按照 三 角形 方式 排列 
dibss tyf = 1 ry 


得 到 这 样 一 个 级 数 ， 


(5.7) DCabn taba te + Aanb1), 


| 


我 们 把 级 数 人 5.7) 叫 做 级 数 > ,an 与 级 数 >,bu 的 柯 是 敢 积 。 如 果 
限于 柯 西 莱 积 ， 那 么 关于 级 数 相 乘 的 杂 件 可 进一步 放宽 ( 见 下 面 
的 定理 6 和 定理 7 )， 

引 理 ”对 于 级 数 之 ar， 谊 jbs 的 部 分 和 


性 
六 二 Daks Dr = Db 


Kal k=l 

与 这 两 级 数 徇 柯 西 苇 积 的 部 分 和 

(5.8) os Sb ta 
k= 

有 了 纪 下 这 些 关 系 : 


《了 Cn =0.B, + dBs: Fs tt ni 
(2) Cn 一 Abs 十 Asban-1+ 9 Anbls 


i 
《3 Ca 一 AiBy 十 和 有 1 1 十 ee 中 AnrBie, 


证 明 ”容易 看 出 ，C4 是 以 下 宇 角 形 数 天 中 浙 列 各 数 之 利 ， 


| dl oi, 1 Dt dD 
dab db, tm CE 


dai Fn 
dbl 


将 这 三 角形 数 表 中 的 数 按 横行 〈 纵 列 )》 结合 求 和 ， 就 得 到 结论 
《12 《结论 (2)7 。 
下 面 证 明 结论 (3 。 册 结论 (1) 可 得 


wc, = Sa Bs + dasBn- 1 + + anB), 
仿照 关于 结论 《27 的 订 论 (以 大 写 和 的 “8 ;” 代 赤 小 写 的 人 6)”)， 
多 可 得 到 
N N | 
Cn 一 >， (aBn t+ es 六 十 we + anD) 
控 四 让 山中 
=ABy+ABy ,+ 二 及 BB。 门 
定理 6 〈 过 尔 用 斯 (Mertens)) 设 级 数 谊 )4s 绝 对 收 人 证 ， 级 数 
礼 jbw 收 敛 , 我 们 记 
Sa, = A, Ss, = 8, 
B= 


和 = 
On= Qabn + db + "+ Anbis 
f= 


则 级 数 ,cn 也 站 鼓 , 并 且 有 


So, = 48。 
证 明 沿用 上 面 引 理 中 的 记号 人，， 了 和 Cn， 并 记 
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pur= -Br,, 下 一 于 之 ee 


于 是 有 
CAB +aBs_: tr +anbB, 
=artb -Bs) t+asltB ~ Bn-1) 
+ tan(B- A 
= AnB— CabBrtapntt + anp) 
一 彤 站 一 下 
下 面 ， 我 们 来 估计 


R,=arBn+ Adan 1 te + on, 
办 为 序列 (8.} 趋 于 0， 可 设 
[8 | 雪 三 ， YEkEN, 
并 可 取 7 充分 大 ， 使 得 8>p 时 有 


三 
Le 
这 里 
p> lani, 
n=l1 


又 可 取 避 充分 大 ， 使 得 


十 襄 Li 


to 
> lasl = ae- Dlarl < 
由 k=1 k=] aE 


于 是 ， 对 于 n>N=mw+p， 就 有 


[IR, | Call| 16, | 十 =e 十 |an | {Br-m:1[} 
+ (|am+) | Bn.n| 十 wee 十 le: | [B.D 


我 们 证 明了 
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limR, = 0， 


也 就 证 明了 z 

lim CGC,=limA.B = AB, 器 

定 青 7《〈 阿 贝尔 ) 海 察 收敛 级 数 > ;av 与 >1bn。 设 
Dor- A, Bb, 
on = Abs+ dds t+ Gnbjy 
人 一 二 号 ee 
如 果 级 数 少 )c, 入 证, 其 和 为 
那么 就 一 定 有 
C= APB, 


证 明 仍 沿 用 前 面 引 1 理 中 的 记号 。 我 们 有 


其 
彤 有 曙 十 se 十 及 用 
语 2 Ty 1 


如 二 了 


在 第 二 全 $2 的 例 & 和 例 11 中 ， 我 们 证 明了 ， 


a 
。 工 

lim .~ ,= 他 
Hm Ny Cn Cs 


lim rt -4 
+= ~ * 
由 此 得 天 
so. C=AB, 口 


注 记 定理 5 对 两 相 乘 级 数 >,an 和 了 )5n 要 求 最 强 〈 两 级 数 
至 对 收 族 )， 但 对 科 积 般 数 的 限制 最 少 《 任 意 排列 都 行 )。 定 再 6 
器 有 弱 了 对 相 乘 级 数 的 要 求 〈 共 中 一 个 可 以 是 条件 收 策 的 )》 ， 但 限 

2 和 


rb bi Pe te 


定 飞 和 狼 级 数 是 按 三 角形 方式 排列 的 〈 即 柯 西 汞 积 )。 在 定理 7 中 ， 
两 相 蒋 级 数 都 可 以 是 笨 件 收 化 的 ， 但 轰 求 箱 西 刁 积 级 数 收 效 ， 
一 一 因为 条 件 减 弱 到 这 种 程 庶 ， 己 不 足以 保证 乘积 级 数 的 收 做 性 
了 。 请 看 正面 的 葬 子 ， 

例 5 . 考察 两 收敛 级 数 


=- D0 DA 


设 这 两 级 数 的 柯 西 滋 积 为 


一 
人 ,cn Cn = b+ CT + ndis 


我 们 有 
[ern| = [Darba-ers | 
| el 
(Dr 
-| Dra! E+DI 
-六 1 
人 EC 一 1 
因为 
Kn 十 大 < 天 Ps ~ ns, 
Kon 一 让 十 1 
所 以 
lon ln =1, n=1,2,", 
由 此 可 知 级 数 >)e* 是 发 散 的 ， 
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3$6 无 穷 乘 税 


本 节 对 无 穷 莱 积 作 一 简 洛 的 介绍 。 
考察 数 询 
PipPas sy Pny "ss 
我 们 作 它 的 “部 分 续 积 ”序列 ， 
Pi=D,s Ps,= Ppeys 
se Pr = RParmep ns se, 
如 果 部 分 乘积 序列 { 了 Ps) 收 伍 于 一 个 非 老 的 数 己 
lim P, = P=0, 


那么 我 们 就 说 无 穷 莱 积 ] 了 Ps 收效 ， 并 记 
JT»= Ps 
否则 我 们 就 说 无 穷 怨 积 本 Jp ,发 数 。 
特别 要 提请 读者 注意 ， 对 于 


Jim = 0 . 


的 情形 ， 我 们 约定 说 ， 无 穷 乘积 Tp 发 散 于 《而 不 说 收 钱 于 


， 采 取 这 样 的 约定 是 为 了 衣 更 好 地 把 无 穷 乘积 与 无 穷 豚 数 联 
和 起 (这 在 下 面 就 会 逐渐 看 清楚 )， 


有 时 也 把 无 穷 滋 积 TTp, 简 单 地 写 为 TTp。。 如 无 穷 滋 积 
了 ps。 有 因子 pm =0， 那 么 这 乘积 必定 发 敬 于 0。 因 此 ， 在 下 面 购 
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讨论 中 ， 我 们 总 假定 所 有 的 因子 pn 关上 0。 
定理 ] 如果 无 穷 乘积 T[ps 收 竹 ， 那 么 
limp, = 1, 
一 一 这 是 无 穷 莱 积 收 人 襄 的 -一 个 必要 短 件 ， 
证 明 ( 语 用 上 面 的 记号 ) 我 们 有 


.下 7 
limn, = in 了 日 
" 了 一 


人 们 常常 把 [Pp, 写 成 这 样 的 形式 ， 


ci+an)， 
其 中 es = pw - 1。 采 用 这 梯 的 写法 ， 可 以 把 定理 1 表述 为 ， 
定理 1′ 如 果 无 穷 乘积 
TY ren) 
收 和 部， 于 去 
lima = OO, 
无 穷 浪 积 JTPp。 收 区 的 必要 条 件 是 
| iimp, = 1。 
六 此 ， 存 在 下 E N， 和 使 得 fi 六 时 ，#, 半 0。 药 积 
[lr 


可 以 分 成 两 部 分 
(fr) (ee) 


前 一 部 分 是 普通 的 有 限 末 积 ， 涉及 无 穷 乘积 收 做 性 的 问题 只 与 
户 一 部 分 有 有关。 因此， 在 以 下 询 讨 论 中 ， 我 们 假定 所 有 的 pn 部 是 
正 的 ; 
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P00 YYHE IN 
下 画 的 定理 把 无 穷 滋 祷 与 无 劳 级 数 联系 起 来 。 
定理 2 ” 鞠 穷 蒋 积 ] pp =- 了 了 C2n》 收 化 的 充分 必要 条 件 
是 ， 无穷 级 数 
Dlnpa= Pln(l +as) 
收 合 。 
证 明 我们 有 有 


LE 由 
和 lnpk=in [ps 
上 不 一 】 Kr" 


名 3 ln 
于 [ps = ex” 时 I 


= 1 
注 记 “无 穷 乘积 | jp。 = 门 +4s》 发 散 于 0C+ oo) 的 充分 
必要 条 件 是 : 无穷 级 数 
Dln pa = ln tan) 
发 散 于 - ccef+cso)。 
定理 5 设 a4 写 0, Yn 宕 mW。， 则 无 穷 蒋 积 


TITa+rew 
收 敏 的 充分 必要 条 件 是 ， 无 穷 级 数 


政绩 ， 
证 明 ”对 于 无 穷 线 积 [ (+an) 和 无 穷 级 数 之 /4 来 说 ， 收 
全 的 必要 条 件 都 是 
在 这 条 件 下 就 有 
2 


lim ea. = 0, 


lim lol + an) -了 
Hn 


于 是 ， 正 项 级 数 》 a 与 > in(l +as) 有 辣 样 的 鳅 散 性， 一 一 而 
后 者 叉 与 无 窃 莱 积 1『 (+an) 有 同样 的 化 散人 性。 口 

运 an 半 一 1CYNEN)、 如 果 无 窃 级 数 

ji Ilapr| = 2) 1nd +an)| 
收 合 ， 那 么 我 们 就 说 无 穷 乖 积 
Flrs= {1+a,) 

结对 站 和 伐 。 

定理 4 设 41 守 一 1C7YneEN), 则 以 下 三 条 件 互 相等 价 ， 

《1) 无 穷 胶 积 [(1 + a4;) 绝 对 收 合 ， 


(2) 无 穷 铺 积 ] (+ 14,1) 收效} 


(3) 无 穷 级 数 之 /an 绝对 收 北 。 
证 明 (1) 和 (2) 分 别 等 价 于 
C1) 礼 ) ntl + an)| 收 全 


C27 Yagl1+ |ar1) 收 喜 。 
我 们 注意 到 ，(C1), (2) 和 (C3) 的 必 监 盯 件 都 是 ， 
lima =0. | 
以 下 恨 定 这 条 件 成 立 ， 因为 


， | ingl+ar7l 
iim 1 


limlt tl + on|) + lan |) 1, 
(lan! 


伍 


所 以 > fia(l+ as)| 入 Yncl+ jas1) 都 与 311as| 有 同样 的 全 
散 位 ,这 证 明了 了 定理。 口 
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下 面 给 出 无 穷 乘积 的 一 些 例 子 。 
十 TY 
例 ] ITQ1- 去 ). 


各 = 二 2 


我 们 来 考 丝 它 的 部 分 乘积 。 因 为 


和 Dk+1) 
OR 


上 一 2 


《一 号 站 nx tn+1) 
《和 一 下 7 


-+l -3 ln + 0), 
已 下 
所 以 
[3 1N_1 
Ti{1 -= 二 
II nz 从 


例 2 Ti+rz ) cx|<1), 


性 严 工 


我 们 来 考察 它 的 部 分 莱 积 。 因 为 
Pr {1 + xIel + x Yr Cl + x 1) 


_ 1-x* ,1 
工交 1—x’ 
所 以 
TIQ+x = 一 
=l 1 一 区 
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例 3 11 eos 【有 -天 人 站) ， 


=1 


因为 


.= cos 吉 sing _» Sn ， 
， 2 sin 9 


所 以 


a _ 3inp 
IT eo oi pg 
例 4 在 第 刀 似 $56 中， 我 们 曾 证 明 瓦 利 斯 公式 ， 


T 
9 pt Rt.C2n 11 


i Cn 下 


Wr oe 11i 
艳 利 斯 公式 当然 可 以 看 作 无 穷 滋 积 。 由 这 会 式 还 可 以 导出 


Tf 1 工 - 《2 一 1 2 
TIG = im Gan + 1)| 全 (C21t x! 


; 1 1 (C2n+2)11 
一 、_ lim 一 。 
Ili cre me 2{2n + 2) + = 1* 
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第 十 九 章 ”函数 序列 与 艺 数 级 数 


$1 概 说 


本 音 考 罕 各 项 都 是 x 的 阔 数 的 序列 
1.1) Fr fox fn KE) ey 
同时 也 考察 各 项 者 是 x 的 国 娄 的 级 数 
(1.2) D(x), 


使 得 国 数 序列 (1.1) (或 国 数 级 数 (.2)}) 收 化 的 x 的 集合， 被 称 为 
序 庆 ( 民 .1( 或 级 数 各 ,2)) 的 闭 效 域 。 下面 是 关于 收 合 域 的 一 些 例 
村; 

例 1 函数 级 数 


的 收 合 域 是 (~ co + co) = 及 (可 用 达 朗 贝尔 判 轴 靶 确 定 )。 
例 2 函数 级 数 
3 Pb 


的 收 皱 域 是 (- oo,0)C 可 用 柯 西 根 式 判 别 法 确定 》。 
例 3 函数 序列 


/ntX) = Xs 好 二 Je 


的 收 侣 域 是 ( -1,1j. 
例 4 峭 数 级 数 
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的 收 敏 域 是 
{xERIIxXI>1}= -0,~17Ucl, +o00), 
例 5 了 消 数 级 数 
Sa 
的 收 禹 域 是 单 点 集 {9j， 
例 6 函数 级 数 
人 ns 
的 怕人 钙 域 是 空 集合 ， 


设 DCR。 如 果 对 数 序列 {fnt*)} 的 收 襄 域 包含 了 DD ,那么 对 
每 一 个 xED 都 存在 极限 


fx) = lim gx) 和 了 


用 这 种 方式 可 以 定 尺 一 个 函数 

1: D-*R. 
我 们 把 这 种 用 迁 点 收 敏 的 援 限定 多 的 唱 数 关 ， 叫 做 贾 数 序列 
《fx 在 集合 喇 上 的 极限 画 数 。 

于 是 ， 产 生 了 这 样 一 类 问题 ， 和 如果 函 数 序列 {jaCx)} 的 每 一 
项 都 具有 基 种 分 析 人 性 帮 “ 例 如 连续 人 性)， 那 么 极限 孙 数 A(x) 是 否 
扎 具 有 同样 的 性 质 ? 回答 这 一 类 问题 是 本 登 的 主要 任务 。 将 在下 
一 节 中 介绍 的 二 至 收 化 性 概念 ， 对 于 极限 函数 性 质 的 赋 究 ， 起 着 
非常 重要 的 作用 。 这 里 ， 我 们 遗 过 例子 来 说 明 ， 逐 虑 收 敏 性 不 是 
以 保证 极限 函数 的 韦 续 性 。 

例 7 考 千 图 煞 序列 
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f Xx? 
far) = Tir 2, 


我 们 看 到 ， 有 虽然 这 序列 的 各 项 都 是 达 续 商 数 ， 极 限 函数 f(x)= 
limf (Xx) 却 具有 间 斯 点 x = + 1( 图 19-1)， 


0，, 如 果 |x| 二 1， 
1Cx) = 1 过 如果 lx| =1， 
1， 如 果 |]|x| 守 1。 


图 ”1-1 


§ 2 一 致 收 化 性 


所 请 “函数 序列 {frCx) 在 区 间 1 上 ( 逐 点 ) 收 训 于 函数 A 人 x)”， 

就 是 说 ， 对 于 任意 指定 的 ET, 数 别 {fnCX0)} 收 贫 于 f(xo}。 用 

“iv 方式 陈述 ， 就 是 ， 对 于 尾音 的 xoE 1 和 任意 的 5 省 0, 在 在 
N = N(xo45) EN, 使 得 只 要 n>N, 就 有 


{fn CXo) 全 Tixo) | Be 


请 福 意 ， 这 里 的 N= NCx0;8) 不 仅 与 8 有关， 而 且 与 z 有 英 。 一 
般 说 来 ， 在 不 同 的 点 ET 序列 (fntx6)} 的 收 敏 速 庶 是 不 一 样 
的 ， 
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有 的 胃 数 序列 在 各 点 的 收敛 速度 相差 很 阔 殊 。 请 看 下 面 的 例 
了 于。 

例 1 考察 函数 序列 

fnCXY = Xx, R= mm, 

这 男 数 序列 在 区 间 避 ,1 上 和 逐 点 收 笋 于 国 数 
- | fx) = 0,。 
”对 于 0<es<1, 为 了 使 
[fax) -= 
必须 而 且 只 须 


HN (CC, EY = [| 


《这 里 的 [4 者 示 取 整 数 部 分 )。 
在 不 同和 的 点 XE C0,1), 序 到 {了 nCx)} 的 收 襄 速度 很 不 一 样 。 例 如 ， 
为 了 使 


[fs ~ HO 1 < i 
在 %1 = 而 处 ， 至 少 要 
ti N= 120;, 
-1 六 
在 za = 处 ， 须要 ， 
1 
而 在 xs = ;二 处 ， 则 只 要 
7 一 了 了 站。 
特别 值得 注意 的 是 ， 对 于 给 定 的 *E( 0, 二 ) 不 论 #= 怎样 大 ,总 存 
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在 
xo = (2835E (0,1), 
使 得 
[fotxo) — Fx) | =28 Be 
因此 ， 不 可 能 找到 对 所 有 的 xc (0,1) 都 适用 的 统一 的 N =N(e) 
《参看 图 19-2)。 


园 19-2 


下 面 的 例 2 所 展示 的 ， 则 是 另 一 种 重要 的 依 形 《参看 图 
19-3), 
例 2 和 考 佬 函数 序列 


fnCX) = 1 


i n=1 2 
这 函数 序列 在 区 间 (0,1?> 上 和 逐 点 收 葡 于 国 数 
Ax) =0, 
虽然 在 各 点 的 收 伍 速 度 仍 有 差别 ， 但 对 任意 的 eE (0,1)， 存在 对 
所 有 的 <E(0,12) 都 能 适用 的 
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使 得 具 要 n> 和 N， 就 有 
1 1 


[gx ~ CX) | 二 区 十 ~。 


羡 39-3 


定 尽 1 没 函 数 序 列 {frtx)} 在 集合 E 上 逐 点 收 伏 于 了 尔 数 
Frxzy。 刘 果 对 于 人 在 何 es 盖 0， 存 在 = NaslEINCNV= NCE) 不 随 
Xx 而 改变 ) ,使 得 只 要 ”> 六 ， 就 有 

[fx — fx) | YXEE, 
那么 我 们 就 说 现 数 序列 {fnCx)} 在 全 合 旦 上 上 一 发 收敛 于 团 数 
fCx)。， 并 约定 用 以 下 记号 来 表示 


ff) en +), 
用 几何 式 的 语言 ， 可 以 对 定义 1 作 这 样 的 描述， 所 谓 钞 数 序 


列 {7ntxz 3 在 集合 王 上 一 致 收 伍 于 国 数 ftx)， 就 是 说 ， 对 任何 
£70, 存在 N=NtE)EN，, 使 得 只 要 nN， 定妆 十 EE 上 的 则 弘 
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了 三 fa《z) 误 都 黄 人 带 状 区 域 
{x VXEB XI EYL) 二 6T 
之 中 《参看 图 19-4). 


| 江 
| 一 一 一 晴 一 一 一 到 “| 


图 19-+ 
关 二 函数 级 数 徇 一 惨 收 绕 性 ， 也 可 类 似 闻 陈述 定 光 ， 
定义 1 设 消 数 级 数 


十 上 
> Hintx) 


在 集合 上 上 还 点 收 化 于 和 函数 $Cx)。 如 果 对 在意 的 2 汪 0， 在 在 
N= NC5)E NCN(E) 不 随 * 而 改变 )， 使 得 只 要 na>A， 陨 有 


D3 ux ~ SY) | Ee YXxEE, 
天 = 了 


那么 我 们 就 说 国 数 级 数 > uslx) 在 集合 5 上 一 至 收 化 于 和 函数 
SCX), 
例 5 在 区 间 [0,19 上 ， 考 察 函 数 级 数 


t 
fx = inxs P= ] De 
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容易 看 出 ， 檬 限 冰 数 为 
jx)= lm fal(x)=0, x*ELO,1], 


因为 
fa Cx) — FO7) | = rar 


1 2 
D1 “ +rnixe 


1 

DA 和 

所 以 国 数 序列 {7kx7) 在 区 间 [0, 1 上 一 致 收 伍 于 极限 函数 0 〈 参 
看 图 19-5) 。 


yxEL0,1], 


国 1 有 -后 


例 4 在 区 间 [0;1J 上 ， 考 罕 函 数 序列 


区 
Hn) = FE N=] 


容易 看 出 ， 极 限 函 数 为 
9 = lm gntX) = 0, xE [D0,1], 


但 对 于 se (0 二) 不 论 = 怎样 大 ， 总 存在 
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4 = ETO,1], 
使 得 
1 
gn(xn) 一 gzn = Fe 


所 以 函数 序列 {gnw(x)} 在 [01 上 不 是 一 致 收 化 的 (参看 图 
19-6)。 


网 19-6 


定理 1 设 函 数 序 列 {fr(x)} 在 集合 EE 上 人 逐 点 收 人 第 了 于 济 数 

ftx)。 我 们 记 
fy 二 | -fxr)|, 

则 由 下 三 项 上 陈述 互相 等 价 ; 

CD》 tifrCx) 4 一 到 驳 剑 于 fx) 

C2) lim d(Cfa,f) = 0 

C3》 对 任何 序列 {xn}CE 都 有 

im CfnCxn) 一 {Xxn}) = 人 0。 

证 明 ” 先 证 (CD 二 723)”。 如 果 ( 了 成立 ， 闭 么 对 尾 于 5 汪 0， 

存在 部 名， 侯 得 上 只 雪 nn 二 六， 就 育 
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ID- fc 二， YXEE。 由 此 可 知 ， 


只 要 ?> N， 就 有 
df DST, 


再 米 证 明 “(2) 一 33"， 对 任意 的 {xn} 叶 EE， 显然 有 
(fnCxn) — (Xn) | df f), 
最 后 证 明 “(3)=> (01)"{ 用 反 证 兴 )。 我 们 记 m= 0， 假定 013》 
不 成 立 ， 则 对 基 一 E>0， 存 在 nkEN, np>fii-1+1 和 xXx, 全 
E(k=1,2,*…)， 使 得 


(fan — fxn) [ee, 
对 于 RE NM\{nxc}， 可 以 随意 选取 Xm EE 与 之 对 应 。 这 样 ， 我 们 
得 到 一 个 序列 
{xn} CE, 
它 的 子 序列 fw } 使 得 
[fn Cm) 一 大 5] es 


这 说 明 ， 如 果 (1) 不 成 立 ， 那 么 (3) 他 不 能 成 立 。 我 们 用 反 证 其 证 
明了 (3) 一 1 "， L] 

注 记 “陈述 (2? 常 用 于 正面 证 明 一 致 收 伍 狂 (如 我 们 在 例 2 和 
例 3 中 所 作 )， 而 陈述 (3? 则 常用 于 从 反面 指出 某 函 数 序列 不 一 臻 
收敛 〈 请 看 下 面 的 例 5 和 例 6 )。 

例 5 洗 察 尔 数 序列 


1 
T+ nx? n= 2", 


Fn) 一 


在 区 间 C0,1) 上 上， 这 一 数 序 列 容 点 闭 仇 于 
: fx) = 0, 
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世 对 于 


我 们 有 


AL- 二 na 


词 而 这 阔 数 序列 在 区 间 (0,1) 上 不 一 至 收敛 。 
例 6 考察 函数 序列 


fr) = Qnixe 2 = 


这 竺 数 序列 在 区 闽 L0,1J 上 逐 点 驻 雍 于 力 数 
Ix) =0, 


fr() 一 吃亏) = 20n6~1 一 十 Oo， 


周 而 这 栈 数 序列 在 区 间 [50,11 上 上 不一致 牧 伊 。 

利用 下 面 的 宰 西 原理 ， 无 须 事 先 求 出 极限 应 数 ， 就 能 判别 一 
个 阅 数 序列 是 否 一 致 收 钱 ， 

定理 2 〈 一 发 收 伍 的 柯 西 原理 ) 设 级 数 序列 {jfatx)1y 的 各 项 
在 集合 吾 上 有 定 这 。 则 这 序列 在 互 上 一 孜 收 全 于 某 极限 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 对 尾 何 E>0， 存在 N=N(iayEN， 使 得 只 要 
,n>N， 就 有 

fn) ~ fantx)| Ee, VxEE. 

证 明 沈 证 必要 性 。 设 育 数 序列 {jh《2)} 一 致 政 全 于 函数 

fCx)。 则 对 任何 5 汪 0， 存 在 NEN， 使 得 n>N 时 ， 


但 我 们 有 


fae) fx) < YrEB, 
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Hr 


于 是 ， 内 要 和 ,6>A， 就 有 
[fm tx) 一 了 ax) 
nx) fOr) | + [fx) 一 acz)1 


~ DS =£ bd 忆 二 


再 证 充分 性 。 对 任意 取 定 的 xo EB， 数列 {f(xo) } 满足 柯 西 
人 条件 ， 因 而 收敛 于 一 个 实数 。 我 们 记 这 实数 为 1 (xoy。 用 这 样 的 
方式 ， 定 义 了 一 个 函数 
(0) = lim fu{*), XEE, 


对 任意 的 5 汪 0， 存 在 NEN， 使 得 只 要 n>N，pE 和 NN， 就 有 
[fn — frarp (tt) |<s, YrEE, 
在 上 面 的 不 等 式 中 让 p 一 + ce 取 极 限 ， 就 得 到 
Jfatx) — fir) ||, YXEE, 
这 证 明了 函数 序列 {f(x) } 一 致 收 雍 于 函数 f(x}。 丫 
例 7 设 函 数 序列 {7wkxz) 在 号 上 一 致 收复 ， 面 浮 数 (xz) 在 
万 上 有 界 。 则 消 数 序列 {8 (了 (x)} 也 在 5 上 一 发 收 雍 ， 
淮 实 上 ， 设 
[PKx) SM, YeEB, 
则 奉 
| 时 (xf 一 站 (fa 人 EMIfn tr 一 |， YYxEeEE, 
定理 2′ 《一致 收 化 的 襟 西 原理 一 一 级 数 形 式 ) 
设 函 数 级 数 > ,ua(x) 的 每 一 项 都 在 集合 互 上 有 定义 。 则 这 级 
数 在 EE 上 一 致 收 化 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任何 >0， 存在 N= 
N (6) 记 N， 人 使 得 具 要 nn 二 N，pEN， 就 有 


| 2 ue, VxEE, 


=R+ | 
推论 ”如 果 函 数 级 数 > ,lx (xz) | 在 集合 巨 上 一 致 收 黎 ， 那 么 
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画 数 级 数 >,tn (2) 也 在 集合 已 上 一 致 收效 。 

下 表 介 绍 关于 辐 数 级 数 一 屁 收敛 性 的 一 些 常用 的 判别 法 ， 

定理 3 〈 维 尔 斯 特 拉 斯 判别 法) 设 函 数 级 数 > us (x) 的 各 
项 在 集合 忆 上 有 定义 。 如 果 存 在 收 伍 的 数 项 级 数 之, Mn， 使 得 

[us (| Ma YXEE, 
nn 二 ] sp 

那么 函数 级 数 > unt%) 在 集合 FE 上 一 致 收 敦 。 

证 明 ”因为 数 项 级 数 记 ;Ms 收 亦 ， 所 以 对 任何 e>0， 存 在 
MN=N(iEETIN, 使 得 具 惨 nN LE MM, 了 驶 有 


凤 十 中 
> Mes. 
_ EE= 二 + 
于 是 ， 上 只 机 nN,， PEIN, 襄 有 
于 + 四 . 攻 十 了 且 
3 awe 六 Me YreB. 
“下 = 及 十 上 尺 F 社 十 1 
由 柯 西 原理 就 可 断定 函数 级 数 us(x) 在 集合 已 上 一 致 收 


伊 ， UU 

注 记 ” 撕 足 定理 2 中 条 件 的 数 项 级 数 > Mn 被 称 为 国 数 级 数 

例 8 没 数 项 级 数 > ,av 绝对 收 伍 。 我 们 来 考察 两 个 函数 级 
数 

Pas cos nx 和 Dan Si 对 其。 
因为 
lan cos PY] as|, lear sinnx| ar), 

所 以 这 ,14x| 是 两 函数 级 数 的 优 级 数 。 根 据 维 尔 斯 特 拉 斯 判别 潜 ， 
我 们 断定 ， 两 函数 级 数 在 任何 集合 5 三 及 上 ) 痢 是 一 致 收敛 的 ， 

维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 具 适 用 于 判别 绝对 一 禾 收 钱 的 函数 级 
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数 。 基 于 条 件 收 熏 级 数 的 一 臻 收 仇 性， 有 以 下 的 狄 里 克 汪 判别 话 
与 阿 贝尔 判别 法 。 
” 定理 4 《 狄 里 克 落 判别 法 ) 我们 来 考察 这 样 的 函数 级 数 
Sra)bar), xz 三 。 
如 果 
(1》 序 列 {an(x)} 对 每 一 取 定 的 xe 8 都 是 单调 的 并且 这 
消 数 序列 在 E 上 一 致 地 趋 于 0， | 
(2》 函 数 级 数 > pakxz) 的 部 分 和 序列 在 瑟 上 一 臻 有 界 ， 


1 1 | 
Pe I<L: YnéeN,réE, 


那么 级 数 > yantx)balx) 存 上 一 慌 收 促 。 
征明 我们 用 阿 见 尔 引 理 瑟 合计 
了 二 定 


| > 


| K+ 


axCoObk(z) | 。 


国 为 
入 + 了 D 


> co|<3L， VxeE, 


瑟 严 路 下 下 


所 以 
性 十 着 


>， a (xb Cx) | 


二 -+1 
2L(|anr1 Cx) | +2olanrp 2)|?, YrxeE, 

又 因为 函数 序列 taa(x)} 杰 上 瑟 上 一 致 地 趋 于 0 ;所 以 对 任何 :二 0， 

存在 N=N(s)EN， 使 得 愉 要 n>N， 就 有 


|an Cx) | < 末 ， Y 三 E, 


于 是 ，7n>N 时 就 有 
2 


入 + 屯 


| 
i 过 Qn CBCx) | < YPEN, xEeE, 


”大 = 村 十 1 

根据 柯 西 原理 ， 我 们 断定 级 数 这 246x25s(X) 在 集合 E 上 一 致 收 
第 。 口 z 

定理 5 { 阿 风 尔 判 别 法 ) 尖 察 函数 级 数 

an(xJpngx)。 

如 时 

《I》 序列 {awfz)} 对 每 一 取 定 的 “EE 都 是 单 调 的 ， 并 且 这 
羡 数 序列 在 瑟 于 一 致 有 界 ， 

Ian EM, VnEN, EE 


(2) 函数 级 数 15。Cx) 在 EE 上 一 致 收敛 ， 


那么 函数 级 数 户 ,an (Xx)bn(x) 也 在 集合 E 上 一 绎 收 钙 。 
证 明 因为 bnt7?) 在 E 上 一 到 以 冲 ， 所 以 对 任 何 5' 半 0, 存 
存 NEJN， 使 得 只 要 


就 有 


n>N, npEN, 


姓 十 抽 


| >, bu) | 一 ev。 


中 一 如 十 二 


中 十 季 
利用 阿 贝 尔 引 理 鸽 计 之 ;) axGcbxkxz， 我 们 得 到 


谎 = 和 + 1 


凤 十 中 


Dy a | 
| 


SE (lanritr)| +2lan.p Cx)|) 
Me’, VPpEN, xEE. 
对 于 任何 e 守 0， 我 们 当然 可 以 佬 取 ce’ 汪 0， 使 得 
3Me' < | 
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8 3 极限 函数 的 分 析 性 质 


本 节 考 察 一 发 收效 菌 数 序列 的 极限 戎 数 的 分 析 性 质 。 癌 题 的 
实质 是 更换 两 个 模 限 运算 的 次 序 。 

定理 1 (极限 前 数 的 连续 性 》 如 果 国 数 序列 {f(x))} 的 每 一 
项 都 在 区 间 连续， 并 且 这 消 数 序列 在 区 间 / 上 一 到 收 化 于 
f(x)， 那 么 极限 函数 f(x) 也 在 区 间 了 连续 。 

证 明 设 * 是 二 中 任 间 一 点 ，x 是 了 中 邻近 x 的 一 点 。 我 
们 有 

(fOr) — fxo) || fr — fantx) | + [fox) — Frntxo) | 

+ [fuCxo) 一 -Co 1, 

因为 函数 序列 {fa(x)) 在 区 间 了 上 一 却 收 敛 于 A(x)， 所 以 对 任何 
>0， 存 在 NE N， 使 得 只 要 7n 汪 入， 就 有 


[fa Cx) — fC) | < yxEel, 


又 定 一 个 n 放 放 ， 我 们 潜 窒 时 数 f(xX)， 因为 这 前 数 在 区 间 工 违 
续 ， 所 以 存在 60>>0， 使 得 只 机 

二 |x*— ral < 
就 有 


[fatx) — fnCxo) | < 


于 是 ， 只 要 xE 访 |*-20| 去 站 就 有 
| 
t+ |fatxo) — fxo) | 
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关于 戎 数 级 数 由 有 相应 的 结果 。 

定理 ]′ 如果 函数 级 数 >,unkx) 的 每 一 项 都 在 区 间 工 连续 ， 
并 且 这 国 数 级 数 在 区 间 了 上 一 畜 收 线 于 u(x)， 那 么 和 畏 数 HX; 
也 在 区 但 连 读 ， 

定理 2 ( 逐 项 积分 定理 )” ”如果 消 数 序列 {fn(x)]} 的 每 一 项 都 
在 耳 区 间 [La, 妇 连 续 ， 并 且 这 上 半数 序列 在 闵 区 间 [a 的 上 一 致 收 伐 
于 了 C(x)， 那 么 就 有 


bm | fn CYdx = | frax, 
本 一 十 辫 名 


证 明 ”根据 定理 1， 了 荫 数 f(x%) 在 闭 区 间 [4, 幻 上 连续 ， 因 雇 
在 这 区 向 上 可 积分 ,我 们 来 合计 


1 rt b 由 
| faGodx -| raxi =|| (falx) -fedri, 


因为 函数 序 庆 (fn(x)} 在 闲 区 间 [a,8J 上 一 改 收 伍 于 XtxX)， 所 以 
对 任何 2 汪 0， 存 在 NE， 使 得 只 娶 n 汪 N， 就 有 

[fn Cx ~ FO) | Ee, YXEL, 
于 是 ， 只 要 n>>N， 就 有 


下 fad -| foodx <| fol -7Coidz 


ets 一 a), 
这 证 明了 z 
。 全 ， 
lim | fotxYd “| fixyax, 站 


医 于 函数 氏 数 册 有 相应 的 隶 项 积分 定理 。 
定理 2′ 如果 阅 数 级 数 广 ,wsC7) 的 每 一 项 都 在 闭 区 间 5e, 幻 
连续 ,并 且 这 时 数 级 数 在 闭 区 间 L4, 幻 上 一 发 收 化 于 和 国 数 4(*)， 
那么 就 有 
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< b 
. S| UnCrIdx 一 | UxXIdx, 
mn 1J 中 


元 理 53〈 逐 项 微分 定理 ) 如 上 果 浮 数 序 列 {fatx)} 庙 足 条 件 : 
《1》 每 一 项 fn.(X) 在 [a,b 人 连续 可 铀 ; 

C2) 导 疝 并 序 列 {fitx)} 在 闭 区 间 [2,8J 上 上 一致 收 人 证 于 ?x0; 
《3] {fn《*x)} 至 少 在 菜 一 点 X014, 收 化 ， 


Him fn(CXo) = 芍 拓 R, 
屠 么 立 数 序列 (fnCX) } 在 用 区 间 [a， 纪 二 一 臻 收 总 于 某 个 连续 可 铀 


六 数 Fxzy， 并 且 
fx = PxY, 


证 明 .根据 人 条件 (1)， 我 们 有 
C3.1) faCx) = faCxo) + | fs Cae, 


YxEla,el, neny., 
由 此 得 到 
fm Cx — fntx) lfm (Xe) — fnCxo)| 
+ Cb-a) sup | os 一 (Ci 
生计 [akb] 
Yera,b], m,nteN, 
根据 定理 的 条 件 52) 和 (3)7 ， 对 任意 的 >0, 存 在 N = NeE IN， 
使 得 只 要 m,n>N， 识 有 . 


| fm ro) -PCx [< 本， 


和 i £ 
,uP | 一 二 dD ay* 


于 明 ， 只 村 m,n>>N， 就 有 
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(fn CO fe +t Yera,b], 


祖 据 柯 西 原 理 ， 我 们 断定 ， 函 数 序列 {ynkxz21 在 团 区 间 [e ,的 一 至 
收敛 于 极限 函数 六 <?。 
在 《3.12 式 中 让 ?+c 取 极限 ， 利 用 定理 2 ,我 们 得 到 


fo = 加 + 人 pA, VxeLa,b], 
- | 


由 这 表示 式 可 知 :， 国 数 7Fx) 是 连续 可 微 的 ， 并 是 
1 =¢0x), YXELG,bI, 口 

关于 崩 数 级 数 ， 也 有 相应 的 遂 项 微分 定理 ， 

定理 53” 如 果 函 数 级 数 之 un (xX) 满足 条 件 ， 

(1》 每 一 项 上 ( 妇 在 [ae, 纪 连续 可 微 

(2》 由 各 项 的 导 沙 数组 成 的 级 数 之 ,ui Cx) 在 [4,5]J 上 一 改 收 
全 于 和 函数 (CY), 

(3) > 2) 至 少 在 某 一 点 zoE La 的 疏 伍 ， 


那么 函数 级 数 > tn Cx) 在 闭 区 间 [a,8] 上 一 改 收 合 , 其 和 畏 数 u(x》 
在 La, 由 连续 可 微 ， 并 且 u Cx》 = ?Cx)， 也 就 是 


(二 seo) 三 Sus cn), 
定理 1 可 以 推广 为 以 下 更 一 般 的 形式 ; 
定理 4 设 ECR，xo 是 FE 的 诊 点 ， 少 数 序 列 {f(*x)} 在 集 


合 E 上 一 致 收 鳃 于 了 x)， 并 且 当 x 一 xo 时 该 序列 各 项 收 仑 于 极限 
lim Falx)} =anE R, n= 2 


E 
则 存在 有 穷 极 限 
. lim a, =a4€ R, 
并 且 有 
286 人 0 


Jim fexy) = [in an = 6, 
二 一齐 +o 
加 


证 明 ” 先 证 明 数 列 fas} 收 总。 由 一 致 收 伍 的 柯 西 原理 相知 ， 
对 任意 的 > 站 存在 wEN， 合 得 只 要 my2>> 六 ， 肿 有 


[fn Cx) -fn | < 二 VxEE, 
在 上 式 中 让 * 一 =*xo 就 得 到 
lan -anl< Te, 
模 据 数列 的 柯 西 原 理 可 以 断定 :存在 有 誉 极限 
lim au = 
为 了 证 明 lim f(xy =a， 我 们 作 如 下 的 估计 


[Fo a |r) = fa | + fa) ea| + [an -al, 
因为 务 数 序列 {fC7) ;在 EE 上 一 致 收 租 于 XY ， 数 列 {a;} 收 仇 于 
4 ， 所 以 对 任何 :二 0， 存 在 NE NN， 使 得 只 要 n>>、N， 就 有 


|f (Cx) -fr | < Y¥ xE€E, 


[an 一 妾 [< 二， 


取 定 一 个 nN， 我 们 来 考察 函数 f(x)。 因 为 
lim futX) = any 
z ity 
所 以 存在 6 全 六 使 得 只 要 
x 全 三 ， 0 |x ~ 0 |< 8, 
就 有 
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| CX) -an| < 5。 


XEE, OIx-x|<s, 
斌 有 
[fx -al 
IF) — fal | + fr) an + fan — al 
£ 到 
< 3 才 3 tg = 2, 


至 此 ， 我 们 完成 了 定 识 的 证 明 ， Di) 

对 于 级 数 ， 我 们 有 以 下 的 这 项 也 极限 定理 ， 

定理 4 设 ECR，x。 是 忆 的 罕 点 ， 函 数 级 数 之 ,ua(x) 在 集 
合 己 上 一 至 收 仇 ， 并 且 当 关 一 时 该 级 数 各 项 收 敏 于 根 限 


lim 下 人 = ns n=1,2,"*, 
+r 
Es 


则 级 数 > )4r 收 证 ， 


. So-ac RR, 


T=] 


着 且 有 
lim Sn, (XY) = > i 


本 六 到 


以 上 这 些 定理 所 讨论 的 ， 实 质 上 都 是 两 个 极限 运算 交换 次 并 
的 问题 。 例 如 ， 定 理 1 【以 及 定理 4》 的 结论 本 以 写成 


litn lim im lim fn CX) 
To 


| 得 一 二 Ls 开 一 
四 


定理 2 的 结论 本 以 写成 
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b 六 入 
| Clim fontlx)}) dx = tim | fn CxXI dx 


定理 3 的 缚 论 呈 以 号 成 
Clim fnCx)}= im 二 CfnCx)), 

还 须 指 出 ， 这 些 定理 给 出 的 ， 只 是 所 涉及 的 两 极限 能 诡 换 顺序 的 
充分 条 媳 【不 是 充分 必要 条 件 ). 

下 面 草 狂 足 Diaiy 定理 ， 蚌 定理 1 的 部 分 道 命 题 ‘附加 了 
限制 条 忻 的 闭 命 题 ). 

定理 5 ”考察 在 末 区 闻 {1a, 如 上 逐 点 中 人 敏 的 国 数 序列 {7Cz)。 
如 时 

《1) 这 序列 的 每 一 项 和 (在 闭 区 间 [a, 好 连续 ; 

(2 (Fr WETas0 二 12 或 者 六 (< 委 
Fart) VXE[GP], n=1,2,**)s 

C3》 极限 函数 Ax) = lim 六 (2 在 闭 区 间 [ay 扫 连续， 那么 函 


数 序 列 {7wfzI1 在 闸 区 向 1 , 杂 芋 一 玛 收 敏 于 大 宁 )， 

证 明 ”为 了 叙述 方便 ， 先 作 一 些 简 人 化。 我们 记 

邦人 区》 二 Fn XI ~ FOXY, n= 
(或 者 Yn CX) = 了 CD ~ f(x = 9)。 

显然 图 数 序列 {gw(xzy 满足 条 件 

(1 >》 每 一 项 gz 在 闭 区 间 [a 的 连续 ， 

(0°) Paps), gxETasbln=1 2 

《3 )》 {enrgx)j 在 [ep 上 逐 点 收 化 于 0。 
我 们 来 证 明 ， 渍 数 序列 {ovfxz?} 在 半 区 间 [a ,的 上 一 致 收 化 于 0。 
设 = 是 预 鞠 给 定 的 任意 正 实 数 。 对 任意 xzoEfa, 门 ， 存 在 no= 
n(xo) EE TIN, 使 得 


O09n (x4) < 本。 


由 于 函数 pa, (x) 在 闭 区 间 [a,] 过 续 ， 存 在 x。 的 邻 域 U(%)， 使 得 
只 要 
se Ur La, ej, 
就 有 
Opn, (xz)<e。 


于 十， 于 于 x€e UCxo) 站 [es51 和 7 汪 n。， 训 有 
nn {Ee 


对 闭 区 间 [a, 扣 的 每 一 点 x，,，， 都 存在 这 样 的 n(xoY 和 UCx6)，。 所 有 
这 样 的 VCxo) 构 成 用 区 间 [e, 刀 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 而 存 在 其 中 的 
有 限 个 
Uw), UtXo)}yres LIX, 
它们 仍 能 覆盖 住 有 区间 [a,8]。 我 们 记 
N= maxs{n(tx) N(x) ,NCXEY}, 

因为 任意 和 的 *Efs, 上 必定 属于 茶 个 Ur)， 所 以 具 陷 nn 二 NN 
‘(ry)), 就 一 定 有 

On Cr}, 


我 们 江 明 了 消 数 序列 [pwC*)) 在 闲 区 间 i4, 幻 上 一 致 收 信 于 0， 即 
而 数 序列 {了 (x)} 在 闭 区 间 [4,5] 上 一 下 收 钙 于 f(x)。 口 
关于 图 数 级 数 也 有 类 似 的 狄 足 定 理 ， 


定理 5 旁 察 在 财 区 间 !ab 上 逐 点 收 数 的 范 数 级 数 


DH (x), 如 到 
(1) 这 级 数 的 每 一 项 ua(x) 在 闭 过 间 [a,5 ) 巡 续 开 且 非 负 ， 


C2) 和 页 数 wCxry = > wz) 在 闭 区 间 [e, 中 连续 ， 


那么 负数 级 数 > ,ugxz) 在 六 区 间 [ay 的 上 一 致 收敛 于 UKCx)。 
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834 大 级 数 


本 节 考 察 如 下 形状 的 济 数 级 数 ， 
“4.1) Sa cx xo)", 


这 样 的 函数 级 数 被 称 为 办 然 数 。 它 可 以 看 成 多 项 式 的 雅 广 一 
“无穷 次 的 多 项 式 ”。 如 果 x。= 0， 那 么 窒 级 数 (4.1) 成 为 


Tanxr. 

Ce 
对 这 一 简单 情形 所 作 的 讨论 ， 可 以 平行 地 推广 到 任意 xeE 退 的 情 . 
形 。 


4.3a 上 收 敏 具名 


由 柯 西 与 阿达 玛 (Hadamard》 提 出 并 证 明 的 以 下 定理 指 出 ， 
禾 级 数 (4,1) 的 收藏 域 是 以 z 为 中 点 的 一 个 区 间 5 可 以 是 开 区 间 、 
财 区 间或 者 半 开 半 闭 的 区 疗 ， 还 可 以 是 退化 的 区 间 一 一 单 点 集 
{Xo 上 
定理 1〔 柯 西 -阿达 玛 公 式 ) 考 窗 舌 级 数 


Yasx ™ xo)™, 


如 果 记 
i 


td.2) PT aT 


那么 告 级 数 (4.1) 对 于 使 得 |x~ xj 和 2 的 x 绝 对 收效 ， 对 于 使 得 
[xz —xo 1 汪 P 的 * 发 散 。 


265 


浅 记 对 性 .2)》 式 的 确 绪 含义 ， 可 以 更 详细 地 说 明 如 下 ， 对 


于 
4 = iimy cn， 
我 们 约定 
+co， 如果 4 =0， 
P= 六 如果 0 过 4 之 + ccs 
0D ， 旭 毕 4 = 二 Go。 


定理 1 的 证 明 ”我 们 来 其 赛 


= jz-xol Lim wTas|, 
显然 有 
[二 如 果 jx 一 xoj < 过 p， 
人 1， 如 困 |x 一 xo| 守 2, 
根据 柯 西 根 式 判别 站 就 可 以 断定 ， 昊 级 数 (4.1) 对 于 使 得 jx 一 xo| 
三 p 的 x 绝对 政 伏 ， 对 于 使 得 1x 一 x。| 半 ?的 x* 发 散 . [1] 


定义 ”我 们 把 由 (4.23? 式 亡 定 尽 的 广 冯 实数 2 也 做 轿 级 数 
《4.17 的 疲 效 半径 。 

甘于 堆 级 数 〈4.1) 在 区 疗 端 点 x。 土 ?处 的 敛 散 性 ， 可 以 有 多 
种 不 同 的 情形 ， 不 能 一 松 而 论 。 请 自 下 而 的 一 些 例 子 ，. 

例 1 每 级 数 访 ,x* 的 收 人 证 半径 P=1。 容易 看 出 ,在 端点 x = 
土 1 处 ,级 数 是 发 散 的 。 因 而 这 每 级 数 的 收 伍 域 是 开 区 各 4- 1,1， 


例 2 车 级 数 立 革 的 收 黎 半径 2 = [。 在 端点 x = -1 处 这 级 


数 是 收 敏 的 ， 但 在 端点 x = 1 处 这 级 数 是 发 散 的 。 因 而 这 索 级 数 
的 收敛 域 是 半 开 克 半 i 一 了; 1)，。 
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全 -rr 


例 5 客 级 数 台 福 的 收 化 半径 2 = 1。 在 端点 x = 土 1 处 级 数 


是 收 合 的 。 因 而 这 和 客 级 数 的 政 雍 域 是 闭 区 间 [ - 1 口 。 
下 面 是 定理 1 的 一 个 推论 ， 
推论 ”考察 寡 级 数 


>，an( xo)", 
如 果 存 在 极限 


| 如 
lim |—®+1 


a | 二 4 


那么 疾 级 数 必 .1 的 收 租 半径 可 按 下 式 计算 ， 


1 i 
六 一 一 一 
4 lim lr: 


In 


#4, 和 西数 的 性 质 


为 了 讨论 蜂 级 数 的 和 消 数 的 性 质 ， 我 们 需要 演 察 这 级 数 的 一 
致 收 合 性 。 虽 然 末 必 能 断定 器 角 数 在 整个 收 钱 域 上 一 致 收 航 ， 但 
至少 可 以 确认 ， 它 在 收敛 域 具 有 所 请 的 “内 闭 一 臻 收 人 就 性 ”一 一 
也 就 是 在 包含 于 收 叙 十 中 的 任何 朵 区 间 上 县 有 一 致 收 伍 性 。 

为 了 记号 简单 ， 我 们 将 对 *e =0 的 情形 进行 讨论 。 所 得 的 结 
时 当 然 可 以 平行 推广 于 一 般 的 情形 , 

引 理 1 设 攻 级 数 


(Cd.3) janx" 


中 = 六 


的 收 化 半径 是 $?， 面 [ - rf? 是 包含 于 (一 PP) 之 中 的 和 任 休 砚 区 也 
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[-—rr TC- Pp,n), 
则 考级 数 (4,3) 在 [ -rr 上 一 致 收 伍 。 因 而 这 籍 级 数 的 和 函数 
KxX) = > 
在 开 区 间 ( - 2 p7 肉 处 处 过 续 ， 
证 明 在 用 区 间 [-” 门 上 ,等 级 数 >Janxx* 以 惧 并 级 数 
人 ,|aslra 为 它 的 优 级 数 。 根 据 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 就 可 断定 : 
每 级 数 > anx* 在 半 区 间 和 -+,r] 上 一 致 政 襄 ， 
对 任意 的 cE 〔(- 2,p)7， 我 们 可 以 选取 r，0<r 过 p， 使 得 
CE { 一 六 7 
因为 震级 数 人 ,aaxn 在 [ -mr CC 一 PP) 一致 居 数 ， 所 以 和 乓 
数 Ffx) = y\asxn" 在 点 连续 。 吕 ] 
珂 贝尔 曾 对 略 级 数 作 过 比较 系统 的 研究 。 他 提出 的 第 一 定理 
蚜 [ 定 ， 知 级 数 的 收 钙 域 是 一 个 区 间 一 一 这 结果 我 们 已 经 以 柯 西 - 
阿 迷 玛 公 式 的 形式 介绍 过 了 。 下 面 是 阿 贝 尔 研 究 完 级 歼 时 提出 萨 
第 二 个 定理 ， 
引 理 2 ” ( 阿 贝 尔 第 二 定理 ) ” 设 等 级 数 


Seoxa 
的 收 伍 半径 是 95， 并 且 它 在 x=P 处 “或 者 在 x*= ~P 处 》 收 敛 ， 
财 这 大 有 级 数 在 困 区 疝 [0:,2] 上 《或 者 在 困 区 间 [ - 2 0] 上) 一 纹 收 
化 ， 因 而 和 函数 fxz) = yanx* 在 x= 0 处 左 违 续 ( 或 者 ， 在 x = -6 
处 右 连 续 )。 
证 明 把 所 给 的 需 级 数 写 成 以 下 形式 
Danx” = > oo 5 ) ， 

我 们 注意 到 ， 
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(1)》 对 于 xE [0,p]， 函 数 序列 | (过 》 | 单调 下 降 并 且 一 至 有 


>(7) >">(F) > 


(2) 级 数 > VanP" 收 第 (可 以 把 这 级 数 看 成 一 致 收 雍 的 孙 数 级 
数 )，。 
根据 阿 贝 尔 判 别 赣 ， 可 以 断定 级 数 


人 an = Dyaso"(z) 


在 闲 底 间 [0, 扑 一 致 收 伍 。 据 此 又 可 断定 :和 负数 帮 xz) = yanxs 
在 x = 2 处 左 连 续 ， L 

综合 引 理 1 和 引 理 2 的 结果 ， 我 们 得 到 ， 

定理 2 等 级 数 之 /4o" 的 和 葬 数 


f(x) = Don" 
在 其 收 化 域 的 每 一 点 连续 ， 并 且 在 任何 包含 于 收 倒 域 之 中 的 闲 区 
间 工 可 以 逐 项 积分 。 
证 明 ” 综合 引 理 1 和 引 理 2 的 结果 可 以 断定 ,等 级 数 
>,anxzn 在 任何 包含 于 收 敏 域 之 中 的 闭 区 间 上 一 致 收 黎 ， 口 


引 理 3 ”由 每 级 数 iasx* 逐 项 求 导 所 得 到 的 级 数 
pasxa-: 


与 原 罕 级 装 有 同样 的 收 钙 半 答 ， 
证 明 ”容易 看 出， 竺 级 数 
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十 CE + 
一 _ 1 
> nanxe ! > Nan ™ 
导 : n=! 


有 同样 的 收敛 域 。 因 面 它们 的 收 化 半径 相同 。 我 们 用 柯 西 -~ 阿达 
到 公式 来 计算 后 一 备 级 数 的 收 钱 半径 2 。 因 为 
my njasl = im nasl) 
= Him ne lims/ [Tan] 
三 lm ea， 
所 以 
1 1 


一 -一 一 一- 


TCR 

-一 这 里 上 是 原 堵 级 数 的 收 蝶 举 径 ， 口 j 
浅 记 ， 虽 然 寡 级 数 福 Jasx? 和 了 nasxn-: 的 收 伊 半径 相同 ， 

但 是 它们 的 收 化 域 可 以 不 一 样 。 例如 才 级 数 


中 号 


一 一 中。 
| 


ek 
1 
Hl 


的 收 鳄 域 是 [ -1,1)。 将 这 级 数 逐 项 求 导 就 得 到 


二 绍 


Se 


而 这 后 一 级 数 的 收效 域 是 (- 1 17。 
定理 3 在 短 级 数 > ,anxn 的 收 敏 域 的 内 部 ， 和 函 数 
fixry = Sa 


具有 任意 阶 的 导数 ， 并 且 它 的 各 阶 壁 数 可 以 通过 级 数 逐 项 求 导 玉 
计算 。 

证 明 ”如 果 寡 级 数 > ;anxn 的 收 北 半径 是 p， 那么 特级 数 

naaxn 的 收 薇 半径 也 是 2。 对 于 任 次 的 cE 《~P,P), 可 以 选 
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"cd hr sh rr Ei TL 


+ ， 司 得 
D< 7r< PP， tC CC-r,r}, 


因为 级 数 访 janx"* 和 少 j nanx*-! 在 [ -r,r]J 上 一 至 收敛， 所 以 和 函 
数 1 Cx) = 之 ,anxzr 在 [ -7,r] 连续 可 微 ， 并 且 有 


fC = Dynanenl, 


因为 上 式 对 任 窟 cE 一 5.0) 成 立 ， 所 以 我 们 有 
f7 C0) = Shnasre-!, YXEC— Pp), 
关于 一 阶 等 数 ， 我 们 已 证 时 了 定理 的 论断 ， 在 此 基础 上 ， 利 用 数 
学 归纳 著 ， 很 容易 证 明 关于 任意 阶 导 数 的 论断 。 口 
例 4 对 显然 的 展 式 


i DD" (zl<bD， 
祭 项 从 0 到 x 积分 就 得 到 


+ 1 
n+ = DD 


-DD Clxi<1), 

例 5 对 显然 的 展 式 
Ti CD" cIxi<<1), 

逐 项 从 0 到 xz 积分 就 得 到 


作 + 1 
arc tgx = Se- Dr {lx|<1)。 


fh 


例 6 对 最 然 的 展 式 
1 = Sr Cx]<1), 
逐 项 求 导 就 得 到 


了 


一 和 一 工 
Ci 2 《|xE< 1>。 


4.6 ”初等 图 数 的 界 级 数 展开 


在 第 八 章 中 ,我 们 已 经 介绍 了 以 下 这 些 基 本 初等 讽 数 的 泰勒 ~ 
马克 劳 林 级 数 展开 式 ， 


DD oDi ER), 
她 个 
.二 2 
(9) ersx= 之 (Di (x€ R), 


1 
3) sinx= De ) {x 了 肛 )， 


性 十 1 


(4)》 arctgx = Dei )* Cx| <1), 


(5) nO = DD xi), 
性 一 工 


arn = (er Cx|<1), 
及 王族 


这 里 还 须 作 一 些 补充 说 明 ， 首 先 ， 我 们 指出 ，(4) ,553 和 (6) 
中 的 需 级 数 的 收 伍 半径 都 等 于 1。 这 是 因为 对 这 三 个 级 数 都 有 
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et 


(6 


lim 


| 
| 


其 次 ， 我 们 来 考 罕 这 三 个 徊 级 数 在 x= 圭 1 处 的 伍 散 性 。 (4 中 的 
级 数 在 x= +1 处 成 为 交错 级 数 ， 由 业 布 尼 兹 判别 法 可 知 其 收 化 
性 ，(5) 中 的 级 数 在 x= +1 处 是 收 敏 的 交错 级 数 , 轩 人 x= -1 处 
是 发 散 的 调和 级 数 。(6) 中 的 级 数 在 x = +1 处 的 敏 散 状况 比较 复 
杂 ， 我 们 先 将 结果 列表 陈述 如 下 。 细 节 的 讨论 放 在 本 节 后 的 附录 
之 中 . 


十 性 
二 项 式 展 式 (1+z)"= >)(。)z" 的 收 状 城 
入 二 中 “各 


根据 上 面 讨 论 的 结果 ， 利 用 阿 贝 尔 第 二 定理 ， 可 以 把 展 式 
《4) ,52 和 (6) 的 适用 范围 拓 广 到 整个 收敛 域 上 ， 这 样 ,我 们 得 到 ， 


(4) aretsx= SD- IDD 二- -1 二 1 


1， 


~ + 所 
(Ir)= TD" -1<xsb 


nl 


(6) (1 +x)"= 3(°)", 


罚 一 全 


—- 1X1, 如 果 一 1<a<0， 


[sesr 如 时 0 一 1， 
-1 sxsl， 谨 果 za>0。 
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附录 ”二 项 式 级 数 在 收 敏 区 间 端 点 的 化 散 状 次 
我 们 分 几 种 情形 考察 二 项 式 级 数 


在 x*= 土 ] 处 的 铬 散 状 况 ， 
情形 1 ax 所 - 1。 这 有 时 


(vr) 了 I fa 一生 十 了 
1 入 : 


nr 


所 以 级 数 习 (”)*" 在 *= + 上 工 处 发 散 。 
情形 2 一 1 二 0 二 x= -1。 对 这 情形 


(epee ddalr Dredlal tn- 


-人 人 (人 二: 1).. ee 二 2 Nil | 


1 入 


因而 级 数 了 (，)*" 在 x= - 1 处 发 数 。 
情形 3 -1<a<0 x=1、 对 这 情形 ， 级 数 


5)= De 2 


ER 


的 各 项 正 负 交错 。 因 汶 
[的 
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nl 


并 且 
(1G- 守 D3) 
(容易 看 出 这 是 一 个 发 数 于 0 的 无 穷 乘 积 ) ,所 以 ， 朋 某 布 中 兹 兰 
别 法 就 可 以 断定 级 数 了 (，) 收 敛 ， 
情形 4 0 二 0。 这 时 


1 二} 


| 


根据 拉 阿 贝 判 别 评 就 可 以 断定 ， 级 数 
Et? 


1+e, 


绝对 收 误 ， 


$5 用 多 项 式 通 近 连 续 函 数 


设 郴 数 区 在 亲 区 间 L4a,81 上 有 十 交 。 如 时 在 在 多 项 式 序列 
{pnx3} 在 闭 区 间 上 4,8] 上 一 狗 收 级 于 fx)， 那 么 我 们 就 说 销 数 
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1 在 这 全 区 间 上 可 以 上 用 多 项 F* 至 明生 。 
容易 看 出 ， 请 数 fx 在 国 区 商 [a 上 可 以 用 多 项 式 序列 - ~ 
开 志 近 的 充分 必要 和 条件 是 ， 对 任意 的 6 二 0， 存 在 多 项 式 p (x), 使 
得 
[f(x -p(x) | <, vxELa,b], 


如 果 冰 数 xx) 在 闭 区 间 [a,8] 上 可 以 展开 为 一 致 疏 误 的 等 级 
数 


fx) = 人 ie 人 一 ob 
芒 一 站 


那么 这 图 数 当 皂 就 可 以 用 多 项 式 一 致 丙 近 .但 这 只 是 多 项 式 通 近 
的 一 种 很 特殊 的 情形 。 一 个 函数 要 能 展 成 帮 级 数 ， 它 至 少 要 能 徽 
分 无 穷 多 次 ,而 且 述 杰 满 足 更 强 的 条 件 。 和 如果 不 限于 器 级 数 展开 ， 
充 许 用 更 一 般 的 多 项 式 序 列 来 这 近 ， 那 么 就 能 得 出 很 普遍 的 结 
论 。 维 尔 斯 特 拉 斯 最 洁 证 明了 ， 在 闲 区 间 [a, 连续 的 任何 前 数 
.了 C(x) 都 能 够 用 多 项 式 一 臻 逼近， 这 一 逼近 定理 后 来 有 了 许 争 种 很 
精采 的 证 明 方 法 ， 我 们 这 里 将 要 介绍 的 证 明 是 勤 贝 格 (Lebesgue) 
提出 的 。 在 本 节 后 面 的 附 姑 里 和 第 二 十 一 章 中 ， 还 将 介绍 一 些 其 
他 的 证 明 方 容 ， 
在 上 一 节 里 ， 我 们 介绍 了 二 项 式 级 数 


《1 + XxX)" = 三 (jz 


入 ~ 十 


下 面 设 >>0。 对 于 xcEL-1, 1 有 


el). 


容易 求 得 
27 台 


:Ar 二 


m tl + 全) 


并 


根据 拉 阿 贝 判 别 读 就 可 肠 定 级 数 习 |(，) 收 化 。 由 此 得 知 ,对 于 
22>0 的 情形 ， 器 级 数 


+ 六 

> 

n= 
在 闲 区 间 [ 一 1,1] 一 致 收敛 于 和 消 数 

Cl1+ x}", 
由 此 得 知 ， 在 闲 攻 间 [0,2]j 上 ， 函 数 Vx 可 以 展开 成 一 致 履 敛 的 
短 级 数 :， 


1 
Viar eps eb. 


这 祥 ， 我 们 证 明了 ， 

引 理 1 连续 孙 数 2(x) = x 在 闭 区 闻 [0,1j 上 可 以 用 多 项 
式 一 臻 逼近 。 

泽 记 ”在 闭 区 间 [50,1] 上 一 致 斩 近 连续 国 数 pg(x) = wx 的 多 
项 式 序列 也 可 接 以 下 选 代 程序 作出 ， 首 先 置 ux) = 0， 然 后 归纳 
十 光 


Hn CX) = Hn + 二 一 HACXIYS, 
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容易 蛤 证 
XR gl XY = CN ~ i CX) (3 一 un). 
据 此 ， 用 归纳 潜 就 可 证 明 
0<vx -ucoswz(1- “*), 


YEL01l, neN, 


及 因为 
加 WA TAT vx wh 
1=(1 + ) >n+ DD( > ) 二 
所 以 有 
OX WEVTO- LY < 2 
本 他 SY 2 nr 


¥YxECL0,11, nenny, 
这 证 明了 疝 数 序列 {un(x)} 在 有 区 间 [50,1J 上 一 致 收 航 于 wx*。 另 
外 ， 根 据 阔 数 序 列 {4,C*)} 的 构造 廊 式 ， 用 归纳 法 可 以 证 明 ， 它 
的 每 一 项 tn (7 都 是 多 项 式 。 
引 理 2 ”在 芷 意 闭 区 间 上 - cy cj 上 上 ， 过 续 国 数 Kx = |x| 可 以 
用 多 项 式 一 臻 有 逼近。 
证 明 ” 设 包 项 式 序 列 {pn (Cx) 在 闭 区 间 [0,1j. 上 一 发 收 族 于 函 
数 pCx) = vx。 我们 记 
dn CX) 所 cp (三 ) 站 二 1 
于 是 国 数 序列 {9ukxz) 在 闭 区 前 [ -0 上 一 致 收 敦 于 
oo 和 =e =z。 ODO 
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hm Fh Fd ir Ch i hr ed i 


我 们 来 考察 连续 函 数 
ix | tx-{ 0 对 于 x 所 0, 
2 【x, 对 于 x>>0, 
引 理 2 的 一 个 直接 推论 是 ; 

引 理 5 在 任意 闭 区 间 [ <, 上， 连续 函数 


AXY = 


。 1 
ET 一 十 
A pi ! 


可 以 用 多 项 式 一 狼 台 近 。 

上 面 定 闵 的 4Cx) 是 毛驴 单 、 最 基本 的 折线 应 数 . 任意 的 折 
线 函 数 都 可 通过 它 来 表示 ， 

引 理 4 ”定义 于 团 区 间 [2,8] 上 的 任何 析 线 水 数 ACD 都 可 以 
表示 为 

人 二 

到 而 定 浆 于 闭 区 间 上 的 任何 折线 国 数 都 能 用 多 项 式 一 臻 逼近 。 

证 明 设 折线 前 数 4( 好 的 转折 点 为 

Foi ts Tm mr 
本 二 六 0 三 bp, 
为 了 损 述 方便 ， 我 们 把 区 和 间 的 两 端点 4= Xo 和 =xm41 也 都 看 作 
转折 点 。 对 于 任意 一 组 实数 cycoy…yemy 遇 然 
如 十 CAf 一 0 十 ss 十 中 各 用 KE ~ Ln) 
也是 以 Xo Xm Xm+r1 为 转折 点 的 折线 国 数 ， 我 们 知道 ， 任 
何 折线 歼 斤 时 它 在 转折 点 处 的 图 数值 完全 确定 。 为 了 使 
人 十 CN 一 区 站 十 se 十 六 人 
YAELG,B], 
只 须 取 Cg yy 请 足以 下 条 件 
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1 . 
尼 十 cy X11) 三 Alxn)s 
= 让 


K=O ,iil 
也 就 是 


ene {Xn), 
| 如 十 CCE] 一 Xn) = ACXI), 


， G+ oo 一 xn) -H。 
十 “ 二 
C+ otxmi 1 — Xn? 二。 里 由 和 


十 ed 于 Cm 人 mr 一 xm} 二 AlXmtii}s 


由 上 面 的 方程 组 可 唯一 地 决定 系数 ,co wen。 这 样 ， 引 理 的 结 
论 得 到 了 证 明 ， | 

因为 任何 连续 函数 都 能 用 折线 阴 数 一 致 台 近 ， 所 以 从 以 上 的 
讨论 已 能 得 到 维尔 斯 等 拉 斯 允 近 定理 的 一 个 证 明 。 

定理 1 (维尔 斯 特 近 斯; 于 区 间 fa, 所 上 的 任何 连续 昌 数 
fx 都 可 以 用 多 项 式 一 致远 近 ， 

证 明 根据 .上面 的 讨论 ， 只 人 须 还 明 f (可 以 用 折线 函数 来 一 
发 通辽 。 

由 于 攻 数 fx 在 闭 区 间 [a 执 的 一 致 连 续 性 ， 对 于 任意 附 
e20， 存 在 52>0， 使 得 只 要 

x XE fap] |x’ 一 X2 | < 
就 有 
Ce 一 了 < 
我 们 用 分 点 把 田 区 间 i2, 上 8] 分 成 襄 +1 段 ， 
= mn = by 

使 得 
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一 
然后 定义 折线 硝 数 AL?) 如 下 ， 


Fries) — fxr) 


{XX— Xs 
Ee 


ACx) = (x0) + 
XELXEs Fir | 所 二 日 ,了 
下 面 证 明 
[fo — A |e, 由 ELayp]。 
为 此 ， 我 们 记 


QCxr) = k+l Bix) = 


一 
| 
江上 区 大 + 一 池上 


在 用 区 间 [Lxkyxx+s] 上 ， 显然 有 
QO 0 OOO A(x) + BOX = 1, 
ACXY = aI EY + POF CX i), 
fx =a Fr) + BOXIF Or), 
于 是 ， 在 Lxky*ze+il| 上 起 有 
EEC — ACX) | 
SA FX) 一 了 (xz 二 CEACEC ~ frr 4.22) 
< 
因为 Lxkyxxxij 可 以 是 [0 引 所 分 成 的 任何 一 展 ， 押 以 我 们 已 经 证 
要 了 
[fC -A YXELa,b], | 


附录 I 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 
伯 因 斯坦 证 明 


因为 任何 闭 区 间 La,5j 都 可 以 通过 变换 
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_ 

pia 

蛮 成 闭 区 问 [D,1]， 所 以 原则 上 只 须 对 用 区 间 [0, 扫 的 情形 写 出 维 
尔 斯 特 拉 斯 融 近 定理 的 征明。 对 于 在 财 区 间 L0,1] 连 续 的 阔 妆 了 ， 
佑 恩 斯 坦 CBernstein) 构造 出 这 样 一 个 多 项 式 序 列 : 


把 


B,Cf,x) = 人 。 jz (1 KIN 
好 一 | 空 ，sas 


利用 这 多 项 式 序列 ， 伯 胃 斯 坦 作 出 维尔 斯 特 拉 斯 四 近 定 理 的 一 种 
十 分 简洁 的 证 明 。 下 面 我 们 就 来 介绍 他 的 证 明 、 
引 理 5 我们 有 以 下 这 些 恒等式 ， 


i 
1> £(1— 3-ko] 
加 le) ， 
1 en | 
(2) > js 站 ks 
ay 和 . sx XC x) | 
《号 和 2 -2( ja 人 


op Ba 


证 明 ”这 些 蚀 等 式 都 可 以 用 很 初等 的 办 法 推导 。 和 但 我 们 宁愿 
借助 于 微分 法 把 证 明 写 得 简短 一 些 。 
首先 写 出 垣 等 式 


i i 
5.1» > KAT 二 ne 
《 (x 加 0 {n+ 


在 这 式 中 命 p=x，9= 上 -xy 甬 得 到 了 (1 。 
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为 了 证 明 (2)， 我 们 对 (5. 了 D 式 两 边 作 运算 5 作 ( 即 先 对 p 求 
导 ， 然 后 再 滋 以 p)， 这 样 得 到 
(5.2) Ze( Jpro = npcp ta to, 
在 (5.2) 式 中 命 p=x，9= 工 -xz， 就 得 到 了 (2)。 

对 于 #2>2 的 情形 ， 我 们 再 以 他 作用 于 (5.2) 式 两 边 ， 这 样 
得 到 
(5.3) (jpro enpfp+9 1 

十 天 (一 Pa 人 PP 十 9 


以 P=x，4=1-X 代 和 人 这 式 就 得 到 
yk" rc De = 1-2*) 
Ea 
一 一 容易 看 出 ， 这 式 对 于 n=1 也 成 立 。 我 们 完成 了 对 恒等式 (3; 
的 证 明 。 
最 后 ， 我 们 指出 ， 恒 等 式 (4) 是 乞 缮 式 (1)，(2) 和 (3) 的 直接 
推论 ， 口 
引 理 6 对 于 5>>0， 我 们 有 


i na 1 
> (jz*G -os i 
这 里 的 光 ' 玲 示 对 满足 以 下 条 件 的 那些 Kk 求 和 ， 


|>>8， KE {0 1 "st} 


证 明 我 们 有 
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Eh, je 


人 
< 、 (jeGa-or 


< 直 (Ex)( jx*C1 x) 有 


= + Cl—*).~ 1 


nn EE 


oa 。 


一 一 上 面 推导 的 最 后 一 步 ， 用 利 了 显然 的 不 等 式 


*(1 -ET 品 


设 泪 数 了 在 周 区 疝 10, 二 连续 。 我 们 把 以 下 序列 中 的 多 项 式 
叫做 ! 的 伯 局 斯坦 多 项 式 : 


日 yx) = >AEX ze xm 


n= 1;2, 
人 怕 思 斯坦 证 明了 : 
定理 1 设 隧 数 关 在 闭 区 间 [0,1j 连 续 ， 划 多 项 式 序 列 
{BnCf, 2)} 在 这 闭 区 间 上 一 至 收敛 于 (x)。 
证 明 消 数 了 在 用 区 间 [0,1j 连 续 ， 因 而 存在 必 守 0， 使 得 
[fx | MM, YYxEi0,1] 
并 日 对 任意 给 定 的 5 计 0， 存 在 5 汪 0， 使 得 只 要 
x XELDO I Ix ~ x | < 他 
就 有 
[fix — fxs)) ee, 
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由 于 引 末 5 的 (1)， 我 们 可 以 写 
中 7 
f(x) = Ze 。 )<*a x 


我 们 约定 以 之 表示 对 讲 四 以 下 茶 件 的 天 求 和 ， 


了 
1 


1 
| 


-x|>6, EE {TD 1s" nn}s 


并 约定 以 这 * 表 示 对 其 余 的 KE 10 1 有 求 和 。 于 是 有 
| 已 af sx) ~ fx) | 


< ) -0 ao" 

= 5 A(E)-1ON( ans 
+ 3 NAE) -0 (er 

SaM (ja 


teD’(, )ercl- nn- 


只 要 充分 大 ， 就 可 使 得 


MI 
Qnas + EE, [1 


读 肖 或 许 要 发 问 ， 伯 思 斯 坦 是 怎样 想 而 如 此 巧妙 的 多 项 式 序 
列 的 ? 这 问题 不 容易 用 三 两 各 话 解 群 清楚 。 实 际 上 ， 怕 思 斯 坦 移 
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证 明 是 从 恬 府 论 的 … 些 思想 透 导 出 洲 的 。 在 托 德 《J .Tedad) 与 的 
小 明子 《的 数 构 秸 论 号 313 (lntrodustion to the Constructive 
Theory of 上 unections) 的 第 二 音 中 ， 对 这 问题 有 较 详 细 的 说明。 


附录 卫 斯 通 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 


斯 通 (Stone) 研 究 更 广泛 的 当 数 瘟 达 问题， 他 把 维尔 斯 特 过 
斯 侦 近 定理 推广 为 非常 普遍 的 形式 .在 这 附录 里 ， 我 们 就 来 介绍 
斯 通 - 维 尔 斯 特 拉 斯 况 近 定理 
设 关 是 上 距离 空间 中 的 一 个 业 致 集 。 考 赛 这 样 的 过 续 天 数 : 
1: KR. 
”我 们 约定 把 由 疡 有 这 样 的 连续 函数 组 成 的 集合 记 为 多 (CKD， 
对 于 ,989E 多 (CK) 和 4€ 民 ， 我 们 定义 阅 数 /+9 和 hf 如下， 
CF HO = CA) TO) XEK, 
《六 (ZJ = Ah EAE, 
容易 验证 ， 对 于 这 样 定 义 的 加 法 和 数 丧 运算 ， 多 (5 大) 成 为 一 个 线 
性 空间 ， 不 仅 如 下 ， 对 于 19E 多 (人 )， 还 可 以 定 叉 这 两 销 数 的 
葬 积 站 .9 如 下 : 
Cf Gx = FOXTOKE) XEK, 
这 样 定 义 的 桶 法 运算 硝 足 以 下 关系 : 
Cf 0 hs=f (0 i), 
Cfit+ je) 9=1) 9+ fe 9 
了 《i++ DT + os 
《hf 0D=F (A909)=ACF :9) 
CF fg GriE SRY, iER), 
我 们 还 注意 到 ， 在 天 上 是 等 于 1 的 国 数 
u(x)} = 1, XEK, 
起 着 乘 靶 单 伺 元 的 作用 
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人 一 六。 放下 viEFK), 
以 下 ， 我 们 就 把 这 人 恒 等 子 1 的 漳 束 tcx) 简 单 地 记 为 1. 
一 个 线性 空间 ， 如 果 它 的 任意 两 个 元 素 之 间 定 必 了 焉 法 远 
算 ， 并 且 这 采 法 运算 是 结合 的 和 双 线 性 的 (对 相 莱 的 每 一 个 因子 
都 是 线性 的 ?， 那 么 我 们 就 把 这 线性 空间 叫做 一 个 伐 括 。 可 果 药 
法 还 具有 单位 元 ， 那 么 我 们 就 说 这 是 一 个 有 单位 元 的 代数 .于 
是 ， 儿 ( 玉 ) 是 一 个 有 总 位 元 的 代数 ， 
设 .x 是 CK) 的 一 个 子 集合 ， 满 中 这 样 的 条 件 ; 
JEN IE fgE Ns 
IE AE RA EY, 
那么 我 们 就 说 .or 是 多 (CK) 的 一 个 子 代数 。 容 易 看 出 ， 按 照 原来 在 
安 ( 二 中 定义 的 运算 ，.xr 仍 是 一 个 代数 。 如果 1E wr ， 那 么 .wr 还 
是 一 个 有 单位 元 的 代数 。 
紧 致 集 玉 上 的 任何 连续 函数 都 是 有 界 的。 在 安 (K》 上 可 以 引 
和 人 范 数 
bf = snp|f xz) 


和 四 高 
Df,o9) = 17 -gl =sup|f (x) — gCx)|, 


于 是 ，( 多 CK), 史 ) 成 为 一 个 距离 空间 ， 请 注意 ， 空 间 名 (KE) 中 的 
每 一 个 “点 ”都 是 定义 王 丘 上 的 一 个 连续 国 数 ， 而 “点 列 ” Tf。) 
忆 ( 玉 ) 按 距离 局 的 收 就 性 ， 开 是 炒 数 序列 在 KK 上 的 一 致 收 伊 
性 。 一 一 请 读者 对 这 一 情形 陈述 一 致 收敛 的 定义 ， 并 验证 一 狼 收 
仇 性 等 价 于 按 距离 马 的 站 你 性 。 

设 多 瑟 多 5 所)。 我 们 用 记号 8 表示 集合 2 在 名 (K) 中 按 距 离 
局 决 定 的 闭 包 。 显 然 fE 8 的 充分 必要 条 件 是 ， 上 能 被 中 的 国 
数 一 臻 逼近。 我 们 把 8 叫做 8 的 一 性 闲 和 包 。 

例 1 对 于 互 =[a, 归 的 人 情形， 多 (KE) = 多 (ay 的 ?由 所 有 
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的 在 [6,48] 连续 的 录 数 组 成 。 如 果 用 .也 天 示 定 闵 于 La.8] 上 的 多 项 
葡 浇 数 的 集合 ， 于 人 么 显然 有 
. 史 过 窗 (《[La 加 ])， 


一 个 函数 JE 多 ([a, 的 ?能 用 多 项 式 一 致 逼近 ， 其 充 分 必要 条 件 
是 JE 多 。 于是， 维尔 斯 特 拉 斯 到 近 定 理 可 以 表述 为 
P= ta,b1), 

下， 我 们 仍 用 KK 表示 距离 空 知 中 的 一 个 紧 致 集 ，。 

3| 理 7 如果. 是 多 (CK) 的 一 个 子 代数 ， 那 么 .wr 也 是 名 (K) 
的 于 代数 、 

证 明 设 4ER 有 RR，j,9€ sr。 则 宪 在 {fn}CCr 和 {9w} 忆 wy， 
使 得 


了 一 Hn——rde 
EE EE 


于 是 ， 显 然 有 


fina, ed 
万 EE 
fn 9n 一 / 。 dy 


因而 
二 


AfEWw, +IE WH fgE, 


这 样 ， 我 们 证 明了 .wr 是 安 (K) 的 子 代数 口 
引 理 8 设 .wx 是 多 (KE) 的 一 个 子 代 数 ，1E ww ， 则 有 
JE we 全 HE 
朵 为 办 也 是 多 (K ?的 子 代数 ， 并 且 TE .wv ， 所 以 更 一 般 地 有 
gE I Ew, 
证 明 ” 紧 臻 集 关 上 的 人 在 何 和 连续 基数 必定 有 和 状 。 对 于 E . 人 记 
多 (KJ)， 存 在 c>0， 使 得 
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[fx) | A, YXEKR, 
根据 引 理 2， 在 闭 区 间 [ -<,cj 上 ， 放 类 ¥0) = |i1| 可 以 用 多 项 式 
序列 {pnft)j 一 致 逼近 。 显 然 有 
pn fC 


霹 为 .是 一 个 会 有 单位 元 工 的 代数 ， 所 以 
patf)E ws = ass 
我 们 证 明了 ，|1f| 是 x 中 序 别 {pat 让 } 的 (一 致 ) 报 限 ， 期 |j| Ee 
.2 
应 用 上 面 证明 的 结果 于 子 代 数 .多 = .ww， 并 注意 到 . 寡 = .大 = 
,我 们 可 以 断定 ， 
gE .全 171E er， 口 
对 于 六 9E 多 cf)， 我 们 定 交 天 个 国 数 maskf ,9) 和 min(j， 
3272 下 ， 


max(f ,9) Cx) = max{f (x) 9x) ), 
min(f ,gx) = min{ f(x) ,gx) }, 
容易 验证 ， 


max{tf, gy = 9, 


mir ot+g_ lf-g9] 
min CF, 9) -et 


更 一 般 其 ， 对 于 万， 六 按 宅 5， 我 们 定 区 
IaXK ee 了 《人 = max{f, CX ,ny fm Cx)}s 
minCfiy ey fm) Cx) = min{ fx) fm (7) }o 

对 于 信守 2 的 和 情形， 显然 有 | 以 下 关系 ， 

max Cfis yn) 
= max{(max(tfiy ee fn-i) ys fm), 


mint/) +"""y Fn) 
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=min(min(fiym fmt) fn), 
利用 引 理 了 和 和 引 [ 理 8 可 得 ， 
引 理 9 设 史 是 雷 《R 的 子 代数 ，1Ew， 则 车 任何 六 5E 
x ， 都 有 
max{tf ,IE mintf,g)E.w. 
更 一 般 的 ， 对 任何 让,… ,fmE -都 有 
max (fis ee fn) EE a, 
min(fiy my fm) EE af, 
设 8 呈 FE (CK)。 如 时 对 KK 中 任意 两 个 不 同 的 点 * 和 yy， 都 存 
在 wE ， 使 得 
Vx) EP, 
那么 我 们 就 说 g 能 区 分 KE 中 的 点 ， 
例 2 设 拓 = {x;y 四 ERI 训 + 六 =1}。 我 们 把 #€ 安 (R27 吊 
局 坷 诗 数 ， 如 果 它 满 是 条 人 
EC Fx YEK, 
类 位 地 ， 我 们 把 $eE 多 CR} 电 和 做 偶 精米 ， 如 果 它 满足 条 件 
POC— x = EK 
如 果 分 别 用 多 , 入 多, 表示 儿 (CE) 中 的 金 体 奇 崩 数 的 集合 和 人 金 体 侦 
冰 数 的 集合 ， 那 么 #1 能 区 分 中 的 点 而 名 ;不 能 。 事实 上， ， 
中 的 两 个 国 数 
Hx =% 和 gx,y) = 
已 是 以 区 分 玉 中 任意 两 点 ， 而 ,中 的 全 何 函数 都 不 能 区 分 K 中 
如 下 两 个 点 ; 
(i;0) 和 《一 1 0 。 
3[ 理 10 设 . 喧 是 客 (后 ) 的 子 代 数 ，1E wr” 。 如 盯 .wr 能 区 分 下 
中 的 点 ， 那 么 对 任意 ab 所 站 ，a 和 和 oo 有 E 疏 ， 存 在 9E .or， 
满足 条 件 : 
ye) = ph 下。 


2u0 


mr I di 


证 明 因为 wr 能 区 分 瞩 中 的 点 ， 所 俯 存 在 8 二 ww ， 使 得 
pa 2 。 
我 们 定义 
PI Cp ay, 


PO TAT gD) ay 


显然 wE sr， 并 且 
pa =a, Sb = 有 国 
在 艇 了 以 上 这 些 准 备 工 作 之 后 ， 我 们 来 证 明 重 要 的 斯 通 - 维 
尔 斯 特 接 斯 定理 ， 
定理 2 设 扩 是 距离 空 间 中 的 紧 致 集 ，. 巡 是 包 人 天) 的 一 个 包 
含有 单位 元 1 的 子 民 数 。 部 果 .sr 能 区 分 天 中 的 点 ， 那 么 
Y= 人) 
一 一 这 就 是 说 ， 多 (Cg 中 的 任何 图 数 ， 都 能 用 . 近 中 的 国 数 一 致 吉 
证 明 ”因为 . 巡 是 多 (中 的 闲 集 ， 所 以 只 须 证 明 ， 对 任意 上 
€ (CR) 和 :>0， 存在 #E .wr， 使 得 
[FY 一 VOTE YXxEK, 
首先 ， 根据 引 理 10， 对 任意 的 &,bEK， 存 在 YuyEwvYr， 使 
得 
pap = ray， 另 obCp3 = 08), 
《对 于 a = 的 情形 ， 可 取 pr = 了 (0) 。 TI 一 一 这 里 的 “TI” 表示 
在 上 和 恒 等 于 1 的 消 数 ， 即 2g CFR) 中 的 单位 元 1。) 
因为 pos 一 了 5) = 0， 记 以 存在 点 的 领域 WV,， 使 符 
Fay tx} — f(x) ~ Es YXEV, KE, 
也 就 是 
Pap CX) xX 一 Ey YXxEV, NK, 
暂时 让 & 反 固 定 ， 取 8 为 中 的 枉 音 点 。 所 有 这 样 的 Vs 覆盖 了 
天。 因而 存在 有 限 个 这 样 的 售 域 
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人 
使 得 
1=1 


我 们 记 


Pa = max(fep, ssPob.)e 


根据 引 理 9 ，y%E ww。 容 易 验 证 ， 
Pa (7 — Es YXEK, 
pota) = 了 Kay。 
与 上 面 的 讨论 类 似 ， 我 们 断定 存在 4 点 的 邻 域 as， 使 得 
Palx) Lf x) + EE, 4 xXEELre 门 到。 
让 4 点 取 遍 玉 ， 所 有 这 样 的 Us 覆盖 了 天 ， 因 而 存在 其 中 有 限 个 
Ua ss Ug 


使 得 
KCU vo,. 


我 们 记 
p=mintps 3" Pa, 7 
显然 PE .or， 开 目 清 足 条 件 
TA — ELPA teE, YXEK, 
世态 是 
[fx -px le YXEK, 中 
下 面 是 应 用 斯 通 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 些 人 重子 。 
例 5 设 下 = 下 "是 到" 中 的 朵 单位 球体 ，. 史 是 定 光 于 天 = 吾 * 
于 的 了 元 客 项 式 国 数 的 集 癌 ， 显 热 .多 是 多 CK) 的 子 代数 ,1E 到。 
下 面 ， 我 们 浅说 明 . 多 能 区 分 玉 = B87 中 的 点 。 进 4= 《aeyan) 和 
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5 = < 是 Br 中 的 两 个 不 相同 的 点 ， 则 4 和 上 容 少 有 一 
个 坐标 不 相 癌 ， 例 如 说 
A 
设 是 第 上 个 坐标 虹 数 ， 
Wie Cx) = Tr 于 xm)。 


则 显然 有 
PEEP, Wr (2) pb) 

根据 斯 通 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 就 可 以 断定 昌 * 上 的 任何 连续 函 
数 ， 郁 能 用 7 元 多 项 式 - 一 到 扣 近 ， 

例 4 设 7(0D 是 定义 于 及 上 的 周期 为 27 的 连续 函数 。 如 果 
把 t 看 成 幅 角 ， 那 么 

t+ okr, KE 

决定 了 单位 加 局 .上 的 一 个 点 ， 反 之 亦 然 (图 19~7)。 周 期 为 2 的 
连续 图 数 了， 可 以 看 成 是 定妆 在 单 
位 贺 厦 $ 上 的 连续 蚁 数 ， 即 可 以 认 
为 了 EY(S)。 

考 北 以 下 这 些 周 期 为 2x 的 过 
续 随 数 ， 

lscost,sint, cos 2t, sin 2¢, 

“ees COn He, ain Hi, +*en, 
我 们 把 这 些 函 数 中 任 闪 有 限 个 的 实 
了 系数 线性 组 合 叫 做 三 冰 多 项 式 ， 并 
把 全 体 三 角 多 项 式 的 集合 记 为 .了 .显然 了 是 多 (5) 中 包含 有 单位 
元 揭 子 代数 。 另 外 ，. 多 中 的 两 个 函数 eost 和 sint 已 是 以 区 分 单 
位 图 局 SS 上 的 任意 两 个 不 同 的 点 ， 根 据 斯 通 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 
我 个 断定， 任何 局 期 为 2r 的 过 续 尔 数 ， 都 可 以 用 三 解 多项式 
一 致 逼近 。 尔 斯 特 拉 斯 第 二 逼近 定理 。 

例 5 例 4 中 的 结果 还 可 以 推广 到 任意 周期 的 情形 。 芳 窜 以 
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图 116-? 


下 这 些 周 期 为 21 的 函数 ， 


我 们 把 这 些 项 数 中 任意 有 限 项 的 实 系 数 线 性 组 台 叫 做 周期 为 和 4 的 
三 圾 多 项 式 ， 任 何 周 期 为 到 的 连续 国 数 都 可 以 用 同一 周期 的 三 
作 多 项 式 一 臻 过 过 ， 


$6 微分 方程 解 的 存在 定理 


在 代数 方程 的 研究 中 ， 一 个 基本 的 存在 定理 起 了 最 重要 的 作 
用 。 这 定理 断定 ， 在 复数 域 中 ， 任 何 非 常数 的 多 项 式 至 少 有 一 个 
根 。 对 微分 方程 的 研究 来 说 ， 也 有 类 似 的 情形 。 虽 然 许多 微分 方 
程 不 能 用 初等 方法 求解 ， 但 这 并 不 意味 着 这 些 方 程 的 解 不 存在 。 
徽 分 方程 解 的 存在 定理 指出 ， 在 相当 普 记 的 条 件 下 ， 微 分 方程 的 
解 一 定 存在 。 本 节 就 来 介绍 这 一 重要 定理 。 

我 们 这 里 只 限于 寺 论 如 下 形状 的 一 阶 微 分 方程 


dx 
cB.1» r= *), 


方程 《6.1)》 的 解 一 般 说 来 含有 一 个 任 春 常数。 为 了 从 一 般 筋 中 
确定 一 个 单独 的 解 ， 需 要 给 方 碌 6. 了) 附 训 一 个 初 四 条 住 


(6.2) 区 人 = xn, 


通常 将 微分 方程 (6.1) 连同 初始 条 件 (6.2〉 一 起 加 [以 考虑 ， 讨 论 
以 下 问题 是 否 有 解 : 


2 


dt 
[党 = fu, Xx), 
区 人 = Ko, 


估 们 汉 这 样 的 问题 叫做 柯 西 问题 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 要 求 重 数 
1(t,x) 满足 条 件 
[fx ~ ft Xo) | — Xa | 
这 里 的 4 是 一 个 沿 数 。 人 大 们 把 这 样 的 条 件 岂 做 李 普 消 东 条件。 
下 面 ， 我 们 陈述 闪 证 明 本 有 的 主要 定理 。 
定理 ( 柯 西 》 设 国 数 ft, 中 在 拓 形 [0 一 2,1s + XxX[xo 
-pxo + 上 过 红 ， 并 且 注 足 杰 兽 希 区 条件 
(6.3) [fx — fs x AX — x |, 
YEE[t, ~a,to +a], XX [Xo — ,Xo tH], 


赠 存 在 4，0 二 4a， 使 得 在 区 间 [to。 -4+;to + 上 ， 柯 西 问题 


dx 
(6.4) [fe 
Ttn) = Xo 
有 一 个 解 并 且 只 有 一 个 和 解 ，。 
证 明 首先 ， 我们 指出 ， 求 问题 (6.4) 的 连续 可 微 解 ,等 价 
于 求 以 下 积分 方程 鬼 和 连续 解 ， 
rt 
{0,1) = ft, x dt, 
本 二 Xo Tj x 


事实 上 ， 如 果 连 续 可 徽 国 数 xx=xt7 使 得 (8,4) 中 的 方程 成 为 
恒等式 

0 ,0)). 
将 这 人 恒等式 两 边 从 加 到 了 积分， 并 利用 (6.4) 中 的 初始 条 位 
xCte) = 二， 就 得 到 
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(6.6) «(=m | fsx dt) dt. 
tn 


反 过 来 ， 恕 果 连 续 函 数 x*=*x(D 使 得 (6,5) 成 为 恒等式 ， 那 么 从 
《6.6) 右 端 的 表示 式 就 可 看 出 ，x(t》 实际 上 是 连续 可 徽 国 数 ， 
糙 〈6.8) 两 边 对 上 微分 就 得 到 


多 -一 fox(D)。 
并且 从 〈8.6) 还 可 得 到 

X(to) Xoe 

这 样 ， 问 题 归结 到 证 明 积 分 方程 (6,5) 在 连续 号 数 类 中 有 
一 解 并 且 只 有 一 解 。 

设 站 是 一 个 待定 的 实数 ，0<i<a。 在 区 癌 [to 一 ,to+] 上 ， 
我 们 党 试用 选 代 法 求 和 分 方 穆 (6.5) 的 连续 解 x=x(。 设 函数 
x1( 四 在 区 间 [ 志 一 在 ,to + 上 连续 并 朋 满 足 条 件 

JX — x Bb, YiELt—h,to th]. 
我 们 定义 


-ti 
Yotty = Ko + | ， Ft x (ty ydt, 
[| 


显然 函数 *,{ 四 也 在 区 间 Lio 一 十 连续。 为 了 能 用 xo) 代 声 
x1 由 作 达 代 ， 


| 
Xatt) = Xo +| FU, xt))dt, 
0 
须要 求 
| Ya [区 — Xolssb, YtEltomk,to+t+A]. 


在 肾 致 集 [t0 一 42,to +a] x[xo 一 了 xo 十 1 上 ， 连 续 国 数 |Fctz | 有 
上 界 。 设 好 >0 是 这 严 续 国 数 的 一 个 上 界 ， 班 有 
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t 
AOEENEI EAR RG 
了 to 
MI|t— iol 
Mh, vte[lto—- kh,to th], 


河 此 ， 为 了 使 
[xatt) 一 2 YtE[to -t,to t+h], 


只 须 取 4# 证 是， 
0<hemin|o, 训 | 


这 条 件 王 ， 上 面 所 说 的 透 代 和 手续 可 以 一 次 又 一 次 地 继续 下 去 ， 
产生 一 个 立 数 序列 {xn 人 小 


* 
tH.7) Xn tt = x + ftsxn (td) dt, 
他 三 2 
如 果 能 证 明 选 代 序 列 {xxf( 儿 } 在 区 间 
Lio 人 hi, 十 下] 


一 臻 收效 于 某 个 朱 数 x(t)， 那 么 在 (6.7》 式 中 取 极 限 就 得 到 
zc =m+| fx yat., 


极 | 最 函数 xf 是 积分 方程 (6.5) 的 连续 解 ， 因 而 也 就 是 柯 冰 癌 
题 《6.4)》 的 连续 可 做 解 。 
剩 下 的 工作 是 证 明 迁 伐 序列 《6.7) 一 私 收 仇 。 解 决 这 类 问 
题 的 一 个 方便 的 办 法 是 利用 压缩 映 庙 原理 。 为 此 ， 需 要 确定 一 个 
完备 的 距离 空间 ， 我 们 以 X 表 示 这 样 一 旦 陡 数 (4) 的 集合 ， x 
在 Lto 一 上 ,to + 和 连续 ， 并 且 满 足 条 人 
[x -xo Eb, YtE to -ht+h], 
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在 X 上 引入 这 样 的 距离 
dx = sp tr ~ yD1), 


容易 看 出 , “函数 序列 {xnf 人 9)} 按 距离 4 收 伍 寺 x(D) ”意味 着 这 疯 
数 序 列 在 区 间 [io 一 上古 ,t 二 一 狼 收 化 于 x (2D。 根 据 本 章 8$2 的 定 
理 2 (一 私 收 伏 的 柯 西 原理 }， 距 离 空 间 《X ,4) 古人 笔 备 的 。 
我 们 定 交 一 个 映 丑 
DP, XxX, 


这 映射 皂 函 表 *EX 变 把 国 数 由 zx = GE XW， 
CDPXY HY = EC = + Fit x di, 


对 于 =x 和 17= 中 yy， 我们 有 


rf 
ED -n= | Gx -fy | 
< | fr) fe, ye) tat | 
id Ey 


< | ID - ye) dr 
tr - 


A sup {lx — yt |}, 
[tt 


由 起 就 可 得 到 
dE ,7 Ahdx, y), 
也 就 是 
中 的， 过 SEC ,NN, 
如 果 满足 条 件 


7 和 < 
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那么 多 就 是 一 个 压缩 映射 ， 
综 上 所 述 ， 对 二 所 加 的 条 件 是 


- s 1 
< 和 | ,上 
[由 < 了 LI1DY 了 


如 果 我 们 事先 选择 上 请 中 这 样 的 条 件 ， 并 定 允 和 ,和 中 如 上 所 
述 ， 那 勾引 就 是 完 告 距离 空间 (X ,4) 上 的 压缩 映射 。 和 根据 正 . 缩 
上 映射 原理 ， 喘 射 囊 在 XX 中 有 了 礁 一 的 不 动 点 Xx， 


区 二 中。 
按照 定 交 把 上 式 写 出 来 就 是 
t 
x{t) = x+ 人 
各 


我 们 看 独 ，x 是 积分 方程 〈6.5)》 的 唯一 的 过 续 解 ， 因 而 也 就 
是 柯 西 问题 (6.4) 的 险 一 连续 可 微 解 ， [i 

泽 记 ”上 丹 的 存在 定理 是 局 部 性 的 ， 它 只 保证 解 在 [加 一 属 
t+ 和 这 一 区 间 上 存在 并 且 哄 一 。 得 如 果 记 


二 to 十 由 ,2 二 区 Co 二 上) 


又 可 考察 柯 西 癌 题 


[ 守 = f(t,x), 

Xi) = xX, : 
这 问题 掀 解 又 在 某 个 区 闻 [ -二 ,b+ 和 jj 芋 存 在 并且 叭 一。 采取 这 
样 的 办 法 ， 可 以 一 步 一 步 地 把 解 延 拓 双 更 大 的 区 间 上 。 一 一 关于 
解 的 延 拓 ， 当 然 和 还 需要 作 更 细致 的 考察 。 在 以 后 的 微分 方程 课程 
里 有 这 方面 的 内 容 。 我 们 这 里 就 个 再 深入 讨论 了 了 ， 
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$7 两 个 著名 的 例子 


前 面 已 经 谈 到 ， 具 有 “初等 表示 式 ” 的 函数 并 不 太 多 、 为 了 
雪 未 更 复杂 的 函数 ， 就 需要 突破 “初等 故 孙 式 ” 的 局 上限 ， 引 入 进 
一 步 的 数学 工具 。 一 尾 收 敛 的 函数 级 数 就 是 这 样 的 工具 之 一 为 
了 说 明 用 级 数 表 示 菌 数 的 功效 ， 我 们 这 里 介绍 两 个 著名 的 例子 ， 
第 一 个 例子 是 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 ， 第 二 个 例子 是 能 够 
填 请 整个 正方 形 的 连续 参数 和 出线 ， 这 两 个 例子 党 少 有 些 出 人 意料 
之 外 。 例 子 中 所 寂 及 的 函数 都 不 是 用 简 单 的 初等 式 子 所 能 表示 
的 。 


7.a 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 西数 


本 段 将 要 介绍 的 例子 对 人 们 并 清 相连 续 性 与 可 徽 性 的 区 别 起 
过 症 要 的 作用 。 十 九 世纪 中 期 以 前 ， 几 平 所 有 的 数学 家 都 相信 ， 
除 汉 某 些 例外 的 孤立 成， 连续 良 数 总 是 可 微 的 。 那 时 的 教科 书 埠 
至 “证明 ” 了 这 样 的 “定理 ?”。 直 到 举 出 了 处 处 连续 但 处 处 不 可 
微 的 函数 的 例子 ， 关 于 连续 性 与 可 微 性 的 糊涂 认识 才 得 以 彻底 浴 
清 。 最 早 发 表 的 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 是 维尔 斯 特 
拉 斯 作出 的 (发 表 于 1875 年 ;。 我 们 这 里 将 要 介绍 的 是 后 来 (1930 
年 ) 由 范 德 巨 尔 登 (Yaw der Waerden) 作出 的 较 简 单 的 例子 。 

首先 ， 我 们 用 x(x) 表示 * 到 离 它 最 近 的 整数 的 距离 ; 


Tr 1 I 
ux = |x-m|, < 人 | Wi fr 十 = I 


晃 数 utx) 的 图 形 是 锡 上 项 形 的 (参看 图 19-8)。 容易 着 出 随 数 
utx) 在 整个 数 轴 及 上 达 续 ， 它 以 1 为 周期 并且 济 是 不 等 式 


300 


0<ca(o)< 二 ， YxE 了 ER。 


1 


在 区 闻 | m~-2， 吉 上， 的 数 y = u(x) 的 斜率 为 -1 在 区 间 | ms。 


Mi 十 可 上 ， 郊 数 了 = 2 的 终 率 为 +1。 
利用 国 数 4， 我 们 构造 一 列 困 数 


Hd x 
uk) = A™ 2), kK=0,1,2,*。 


显然 函数 u(x) 在 民 上 连续 ， 尼 以 法 为 周期 ， 闪 且 满足 不 等 式 


1 
Du (7 rks YXxER, 


在 区 问 | 灵 -于 38。 也 | 上 上， 函数 = u(x) 的 斜率 是 -1 在 区 间 


了 +k 上， 函数 y= u(x) 的 斜率 是 +1( 儿 看 图 19-9)。 
考察 函数 
fx = 之 az) rER, 


图 。 19- 入 


因为 上 式 右 端 的 函数 级 数 具 有 优 级 数 
< 1 
所 以 函数 /Kx 在 及 上 处 处 连续 。 下 面 ， 我 们 来 证 明 国教 (x) 处 
处 六 可 微 ， 设 ° 是 及 中 任意 一 点 。 对 任意 nE N， 可 以 确定 mnE 
乙 ， 使 得 
mand elt+ 1, 
也 就 是 
rn, my 十 1 
DA a4 
对 任意 的 nE N， 在 区 疗 
Tm Mt 
ln Todi? Ju"! 
之 中 ， 存 在 这 样 的 点 x。， 它 与 点 。 前 距离 等 于 区 间 T。 长 度 的 一 
半 ， 即 使 得 
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Xu 一 人 | = = 让 . 


考察 差 商 
fxn) — fe) < SH) ce) 


一 区 一 全 
区 本 一 中 < n 


对 于 六 衬 nn， 函数 ui 的 周期 让 能 够 整除 |xs <| -去 ,因而 
HEXn) U0) 
区 一 如 


对 于 Kk 所 fn 一 1， 图 数 4(7X) 在 区 间 六 志 J 上 的 斜率 为 奎 t， (按照 
我 们 的 记号 约定 ， 


二 个。 


当 max* 是 奇数 的 时 候 ， 天 数 sxCxz) 在 1 上 的 任 事 为 ~-1I。 当 双 kx 是 惧 
数 的 时 候 ， 落 数 wt*) 在 fx 上 的 冬 率 为 +1。2) 于 是 有 


UCXn7 一 下 下 有 二 十 
Xn—t = 十 1。 


我 们 看 到 
fxn) -Ce < 一 
= 《 土 12 。 


和 一刀 


上 式 右 端 与 有 了 同样 的 奇 侦 性 ， 因 而 当 n-*+o0 肝 不 可 能 有 极 
腿 。 由 此 可 知 ， 函 数 f 在 任意 一 点 ?不 可 微 ， 口 
7.b 所 满 下 方形 的 连续 曲线 
] 坟 下 约定 记 1= .0,1J。 设 
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?: >R 和 了 我 
是 连续 国 数 ， 我 们 把 
人 
y=¥tr), 
叫做 连续 的 参数 曲线 。 上 世纪 求 (1890 年 )， 皮 亚 诺 (Peano) 首 
先 发 现 这 样 一 件 令 人 惊异 的 事实 :可 以 用 一 条 连续 的 参数 曲线 填 
诺 投 个 正方 形 1xT。 后来， 人 们 就 把 能 填 洪 整 个 正方 形 的 连续 册 
线 叫 做 皮 亚 诺 曲 线 。 下 面 将 要 介绍 的 一 种 构造 皮 亚 诺 曲线 的 方 
法 ， 古 索 转 伯 格 (1.1.Schoenberg》 在 1938 年 提出 的 。 
在 索 轧 伯 格 的 构造 中 ,利用 了 实数 的 Pp 进 小 数 展开 (P= 2,3)， 
我 们 这 里 简要 地 介绍 以 下 事实 ， 对 任何 实数 :E [0,1j， 存 在 由 数 
宇 0，1，…，p 一 了 组 成 的 数列 { tn]}， 使 得 


十 吧 


一 一 逐次 把 区 间 分 成 7 等 分 ， 判 断 + 落 在 哪 一 等 分 之 中 ， 就 可 确 
定数 列 { tj 利用 闭 区 闻 套 原理 就 可 证 明 上 面 的 等 式 。 
下 面 ， 我 们 来 介绍 索 恩 伯 格 构造 的 皮 亚 诺 曲 线 . 
考 蹇 正方 形 Ix 了 中 的 任意 一 点 (4,8)。 我 们 将 & 和 分别 
用 2 进 小 数 展 开 ， 


tel 


~ 性 < bn 
a= 34 be 之 / 强 ， 
nstni0 1}, n=1,2,**, 
把 4 和 ?的 二 进 小 数 数 字 交 错 排 列 ， 我 们 得 到 


Fa 
1 Can = bny 人 


然后 ， 用 这 些 数 玛 做 成 一 个 新 的 数 
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n=-l1 
显然 有 
0<c<23) 直 = 工 
因而 E 7 
我 们 设法 构造 两 个 连续 函数 
Ps 了 一 了 


希望 用 这 两 个 国 数 把 和 上 5 从 c 中 “ 滤 ” 出 来 。 这 就 是 说 ， 希 望 
能 定 闵 过 续 防 数 ? 和 使 得 对 任何 (a,5) EIXI 和 和 按 上 面 办 庄 
构 吐 的 5c:， 都 有 

FEY = 由， Veey = 6, 
在 5 的 三 进 小 数 表 示 中 ， 种 位 数字 3c.,2c2. 呈 26。 都 是 0 或 


者 2 。 我 们 首先 设 站 作 一 个 违 续 男 煞 ， 要 求 这 函数 在 | 0, 亏 | 取 值 


0 ， 在 [ 对 ,1 | 下 值 [。 下 面 的 函数 。 就 满足 所 说 的 条 件 ， 


心 
人 
| _ --- 
地 


二 
地 


Im wl wi 


SP | 
只 


we wlen 


全 


wor wi wine wl 


mr 

心 
个 
1 
二 -一 -: 
司 


我 们 将 这 国 数 按 周期 2 扩充 定 多 于 整个 数 铀 展 革 (条 看 图 19-10) ， 
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规定 


wt + ok) = wt{t), ViE[0,21, KEF, 


对 于 
. -~ 
‘= 223, cn {0O,1}, = 
我 们 号 
点 + 上 re 
3t0=2 > 9-non+2 > 3 R23 "en tad。 
nn- 竹 一 花 二 工 下 家 
下 机 和 证明 


(Be) = Wd) ex =0,1,2,°, 
分 两 种 情形 讨论 ， 
情形 1 treri = 0D, 对 这 情形 有 


"1 1 
0 dO2 > Bt 和。 
把 一 由 十 卫 


因而 
ware) = wd ) =0=0k+1. 


情形 2 Cori]. 对 这 情形 有 
Sdl, 


因而 
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纪 fSKe = Wd) =1=O+a1， 
请 数 538 加 作用 于 “ 5 就 正好 “对 出 ” 数字 cr 来。 根 据 这 
gD = 3D, 


对 
Le 4 


mn-1 
yD = D8 人 2， 


全 了 上 


收敛 级 数 可 去 可 以 作为 上 两 式 吉 端 的 函数 级 数 的 优 级 数 。 因 而 
?Ct 和 #(t) 是 连续 阔 数 。 文 显然 有 


+ {a2 nr-20) + ri _ + 1 
?OO = Da 
=】 


认 一 1 R=1 


yey - 0 区- 三 和 > ) 


| 


我 们 看 到 ， 对 于 5x7 中 的 任意 一 点 (ea, 纪 ， 都 存在 《 按 前 述 方式 
构造 的 效 ) “ET， 使 得 
人 
| wiry = 8, 
这 就 是 说 ， 连 续 参数 曲线 
二 
(y=, 
能 够 填 满 梯 个 下 方形/ X 了 


fi 所 了 
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第 二 十 章 ” 傅 黑 时 级 数 


31 概 说 


设 函 数 f(5) 在 及 上 有 定 交 。 如 果 存 在 实数 了 尖 9， 使 得 
fa+trT)=/(), YtER, 

那么 我 们 就 说 /1) 是 一 个 周期 国 数 ， 并 把 了 了 册 和 做 fQ》 的 局 期 
容易 看 出 ， 如 果 人 是 函数 7 的 一 个 周期 ， 那 和 7 也 是 国 数 
1 (5 的 周期， 这 里 六 是 任 属 非 零 整 数 。 如 果 在 周期 函数 f(t) 的 
所 有 的 浆 期 当中 ， 存 在 一 个 景 外 的 正 周 期 ， 那 么 我 们 就 把 这 最 小 
的 正 周 期 叫做 函数 fC) 的 最 小 周期 。 这 里 应 读 指 出 ， 井 不 是 任 
何 局 期 图 数 都 具有 最 小 正 周 期 。 例 如 ， 常 值 函 数 没 有 最 小 的 正 周 
其 ， 狄 里 克 夷 基数 也 没有 最 小 的 正 周 期 。 

为 了 蕃 述 周期 静 象 ， 就 需 划 用 到 周期 函数 。 各 种 各 祥 的 振动 
是 最 当 见 的 局 期 现象 。 最 简单 的 振动 可 以 表示 为 


C1.1)» =0 co Wt+b sin wt;, 
或 者 

《了 ,了 7 Hu AsinCwut + p), 
这 里 


A=w oi+Bi, 


。 a b 
VE ”Varo 


像 (1.1) 或 《1.17 那样 的 振动 被 称 为 谐振 动 。 4 被 称 为 振幅 ， 
?被 称 为 初 相 ， 被 称 为 加 频率。 容易 看 出 ， 振 动 (1.1? 或 人 (1.1)7 
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rH i bi 


的 最 小 周期 为 


在 对 振动 现象 的 研究 中 ， 以 下 事实 的 发 现 具 有 特别 重要 的 
意 艾 ， 一 般 说 来 ， 任 何 复杂 的 气动 都 可 以 分 解 为 一 条 列 谐振 动 之 
和 。 用 数学 的 语言 来 描述 ， 上 面 亡 说 的 事实 就 是 ， 在 相当 普遍 的 
条 件 下 ， 周 期 为 了 的 国 数 j0D， 可 以 疫 示 成 以 下 形状 的 级 数 的 和 


十 os 
C1.2) 这 + Dy Cn C08 nowt + br sin nwt), 


收 一 ] 


其 中 的 5= 天。 一 一 我 们 把 〈1.3) 中 的 常数 项 写成 全 是 为 了 以 


后 讨论 方便 ， 

上 上 述 事实 并 不 是 显而易见 的 。1753 年 ， 当 有 丹尼尔 , 怕 弩 里 名 
为 了 解 央 臣 振 动 问题 最 早 提出 这 样 的 见解 时 ， 与 他 同时 代 的 数学 
家 《所 括 欧 拉 和 过 朗 贝尔) 大 都 持 怀 颖 态度 。 争 论 和 探索 一 直 持 
续 到 下 -- 个 世纪。 直到 1829 笔 ， 狭 里 磺 菜 才 首 次 给 出 了 前 述 基 本 
事实 的 一 个 严格 的 数学 证 明 。 随 后 ， 还 有 其 他 一 些 数学 家 给 出 了 
条 件 有 些 不 同 的 证 明 。 可 以 说 ， 对 这 一 事实 的 研究 ， 极 天 地 促进 
了 数学 分 析 的 有 发展 。 

本 章 考 宕 周期 国 数 ft)》 展开 为 形 如 〈1.23) 的 级 数 的 条 件 。 
因为 任意 周期 的 情形 可 以 通过 变 元 的 比 俩 变换 化 成 周期 为 2r 的 情 
形 ， 所 以 我 们 主要 对 周期 了 = 2x ( 即 w=1) 的 情形 进行 讨论 ， 

考 宪 函数 系 
C1.3) ly coat, Siri, co Dt, sin ot, 


国 丹尼尔 ' 伯 努 里 《Darniel Bernouili, 1790 一 1782} 是 著名 的 瑞士 数 兴 家 
伍 的 父亲 的 畸 " 伯 努 音 《Johana Bernouli 和 伯父 雅 训 布 * 伯 努 里 《Jakob Ber- 
noulli) 也 都 存 著 名 前 数学 家 。 
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"ey COSAt, Sin fly re, 


我 们 把 (1.3》 叫做 【周期 为 2r 的 ) 基本 三 角 轴 数 系 。 这 国 数 系 
的 一 个 二 得 注意 的 特 成 是 “ 正 实 性 ”， 即 任 间 两 个 不 同 的 范 数 的 
乘积 在 区 间 [- xx] 上 的 积分 都 等 于 0 。 事 实 上 ， 直 接 计算 可 得 


‘1 .4 Tenos ntde 三 人 j, 1 Sin ntdt = 0, 
利用 三 角 公 式 


Os mt Cog nt = 六 [coa(m — Dt+eoatm +n)t], 
sain mi sin tt = [eos Cm — Dt — eos(m 十 全 二] 


cos mt sin tit 一 [sinCm + nt — aintm — nt|, 


又 可 得 到 

nT， 车 mm =， 
0， 车 语 光 7 
rn， n=， 


0 若 症 天 Ti; 


如 


下 
| Og Ht cos ntdi = | 
= 
sin mt sin nidi = | 
一 下 
机 


(1.5) | 
| ee mt sin ntdi = 门 。 


设 周 期 为 2x 的 静 数 1(》 在 区 间 [ - xyz] 上 可 积 。 假 如 以 下 
的 展 式 成 立 ， 
1.6) f 0) = + SCay cos kt + bi sin Ki), 
-| 


我 们 希望 了 解 系数 am 和 ba 是 怎样 的 。 为 了 这 一 日 的 ， 将 《1.6) 
式 两 边 乘 以 cos mt 或 sin nt， 然 后 在 区 闻 [ 一 +.x] 上 积分 。 假 加 
乘 以 cos mt 或 sin ni 的 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 就 能 得 到 
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1 EL 


fw {sn -| | a 


n 『 ODS it 
干 SS (es| cos fel } 
一 是 


Ei t sin nit 


3 it 
十 由 中 sin gt{ jin pt jy 
这 里 二 反目， 中 再 利用 1.4) 和 C1.5); 就 得 到 


了 了 


dg 一- 去 | 了 at, 


1.7) an = ! 上 人 CD8 ntdt, 


b= 二 | Fetysin ntdt, 
| | 


天 示 式 【1.7)》 被 称 为 欧 拉 - 体 里 时 公开 名 ， 

只 要 函数 六 4) 在 区 辣 [ 一 7 ,Tj 圭 可 积 或 广 叉 绝对 可 积 ， 我 们 
就 可 以 按照 欧 拉 - 傅 里 二 公式 (1.7) 计算 国 数 Ge) 的 信里 路 来 
数 ayans5n， 然 后 写 凡 这 朵 数 的 千里 叶 级 长 


， So + 3 f+prn 3in nt 
{1,8) 了 之 Gan eosn msain ne}, 


请 读者 注意 ， 上 面 的 探索 ， 依 据 的 是 两 个 未 可 验证 的 息 设 

《两 个 加 有 团体 字 的 “假如 ”) 。 到 现在 为 止 ， 我 们 还 没有 理由 

在 蝴 数 7G) 和 由 它 作成 的 健 里 叶 级 数 之 间 划 上 等 号 。 我 们 约定 
采用 记号 


呈 博 归 中 CJoseph Fourisr，1768 一 1830》 具 污 加 数学 这。 他 在 1822 年 出 版 
竟 区 热 的 向 打 理 论 记 一 天 中 广汉 地 运用 了 形状 如 和 .63 那 撞 的 级 元 展 式 。 
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十 cs 
fi ~ 号 十 Dj ag Coa Kt tt i. sin Kt) 
kt 


以 表示 右 端的 级 炽 是 左 端 的 为 数 的 僧 里 叶 级 数 . 
对 于 周期 为 9r 的 国 数 FG3， 欧 拉 - 傅 里 时 公式 《1.7)》 中 的 各 
程 分 可 以 在 任何 一 个 长 为 2r 的 区 间 上 计算 ， 例 如 


i Pp 
a = | fae, 
To 
1 TT 
d= 一 | Ftcos Etdt, 
Tr 


b.= a 7@ sin kidt, 


K=]1,2,3,":, 


如 果 f (1) 是 在 区 间 - - rz 上 有 定 交 的 偶 函 数 ， 并 且 在 这 区 
间 上 林 积 或 广义 绝对 可 积 ， 那 么 按照 欧 拉 - 健 里 叶 公 式 计 算得 


ve= | fosinktdt 
lf £1" ; 
= i ftsin Ktdt + 二 | fitysin ktdt 
To 证 .一 其 


_. 4 [fosin ktdt 一 Ea _ sin ktdt = 0, 
Xo TO 


KE = Tryarr, 
因而 侦 函 数 fG) 的 全 里 时 级 数 只 合作 路 部 分 ， 


fety ~ 字 十 Dax Co Ks, 
Kk—l 


并 且 候 里 叶 系 数 可 按 下 面 公 式 计 算 ， 
号 工 2 


| 好 0 二 也 CDdt， 


EE k=1,D, me, 
如 果 f(t) 是 在 区 间 [ 一 7,xw] 上 有 定 艾 的 普 羡 数 ， 并 且 在 这 区 间 . 上 
可 积 或 广 交 绝 对 可 积 ， 那 么 这 阔 数 的 合 里 时 级 数 只 含 正 东部 分 
f0) ~ Spr sin Ki, 
并 且 


be= 2 | fsin kidt, KE= 1 =, 


832 正 交 汞 数 系 ， 贝 塞 尔 不 等 式 


在 导出 爽 接 - 情 里 时 会 式 的 过 程 中 ， 我 们 利 用 了 三 角 函 数 系 
的 一 个 重要 性 质 一 一 正 痰 性 。 本 市 对 正 交 性 作 更 一 般 的 讨论 ， 

考察 在 闭 区 闻 [Le, BJ 上 将 曼 可 积 的 说 数 记 组 成 的 集 合 . 罗 。 按 
争 通 常 方 式 定 六 加 法 和 和 履 以 实数 的 运 划 ， 交 成 为 一 个 实 线 性 空 
间 。 在 多 上 ， 我 们 按 以 下 方式 定 多 内 积 (*，*): 


有 
(f ,9) = p| fC) gC dx, 


这 里 P 是 取 定 的 正 实数 。 对 许多 情形 ， 可 以 简单 地 取 P = 1; 对 另 
外 有 些 情形 ， 取 P 为 其 他 数值 更 加 方便 。 容 易 验证 ， 所 定 交 的 内 


积 具 有 以 下 这 些 重要 性 质 : 
CI,» Cf = gt), YF 0E. | 
(1,) KAI 六 二 Map 9) = Mf 9) + A (fo 9), 
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史册 Hz. 学， fifo dE .WB} 
To) (0， YY iE 
请 注意 ， 与 线性 代数 课程 中 的 定 闷 舱 有 不 同 ， 这 时 的 内 各 (站 
是 非 负 的 ， 得 未 要 求 是 正定 的 。 一 -一 六 TE 过， 单 和 任 (fn 三 从 
省 不 能 断定 1= 0。{ 在 以 后 堂 习 的 课程 中 ，3 引 入 拐 册 和 格 程 分 概念 
之 后 ， 对 此 将 作 进 一 步 的 处 理 ，) 
如 时 两 个 阅 数 1,9E 多 满 号 条件 
(f ,07 一 0, 
堵 么 我 们 就 说 这 两 明 数 是 正 诡 的。 考察 冰 数 系 
Por lyr sn 
或 者 
os Pry sR 
如 果 函 数 系 中 的 函数 卫 两 正 灾 ,那么 我 们 就 说 这 孙 数 系 是 正 交 的 ，。 
如 采 冰 数 系 {9x:} 满 足 这 样 的 条 件 ， 
1， 对 于 k=!， 
0， 对 于 KK 关 4， 
那么 我 们 就 说 这 函数 系 是 规范 正 交 的 。 
下 面 ， 我 们 来 考察 .多 中 的 一 个 取 定 的 规范 正 变 国 数 系 


Pos Ps Pa 


假设 函数 /€ .多 能 展开 成 以 下 形式 的 级 数 


Kps = Fp! =| 


C2.1) fF) = etnlx), 
六 一 站 
以 8 (xz)》 猴 这 式 陌 边 得 
CDOYEKZ) = DP CX) 
点 一 是 
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假 谈 上 式 石 端 的 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 喜 能 得 到 


Cf ,Py 三 DonrCpres Pi) 
Pp 


= Ped 
发 一 站 
=eiy l=0,1,2,"", 
也 就 是 
(2 .2》 Dr=tf Pes KE=0,1,2,*", 


公式 C2,3) 被 称 为 关于 正 交 孙 数 系 {?%} 的 欧 拉 - 优 里 叶 公式 。 按 
照 这 公式 计算 杀 数 ， 然 后 作成 级 数 


[2.3) ,cap CX). 


不 
我 们 约定 把 这 样 的 级 数 吧 做 国 数 了 关于 正 欧 图 数 系 {gej 的 人 博 里 时 
级 数 ， 并 约定 用 以 下 记号 败 示 


A ~ DepPr(X), 
k=0 


对 于 je 多 ， 约 定 记 
At = CFA。 
我 们 来 考 宕 用 线性 组 合 
《3.4) Sp pCx) 
上 大 = 贞 


遂 近 国 数 7(7) 的 均 方 误差 ， 


nn 
-J(- 人 > 了 一 ener] 
下 二 丫 拓 


二 
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二 Je 一 ixpkCz)) az。 

书面 将 指出 ， 在 所有 有 的 形状 如 (2,4) 那样 的 n+1 项 线性 组 合 当 
上 中， 了 畏 数 子 的 全 里 叶 续 数 的 部 分 和 使得 各 近 的 均 方 误差 达到 最 
小 。 在 这 个 意 关 上 上 ， 我 们 说 侍 里 叶 级 数 的 部 分 和 是 函数 了 的 蕊 和 佳 
后 万 通 近 ,事实 上 


六 oo (1- Dorp 1- ooa) 


抒 性 , 
= C1, -2 OD 0) + > 
Ke 站” 站 
= {7-2 bc + > 
R=0 应 = 只 


= | fl?— Det+ DV- ep)s 
ko ee 


(Cer= Cf Ps KE=0,1,",n), 
我 们 看 到 ， 当 且 仪 当 
上 By CE=0,1,",) 
这 样 的 情形 ， 均 方 误差 才 达 到 最 小 值 


(2.5) -Bees = PP Det. 


对 上 述 事 实 ， 可 以 作 如 下 的 几何 解释 ， 在 内 积 空间 V 中 ， 规 
范 正 奖 向量 Coss", 的 线性 组 合 


peen 
中 -时 
张 成 了 .- 人 外 ?+ 上 上 维 的 子 空间 不 。 设 了 上 是 空间 Y 中 的 一 个 点 。 我 
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们 项 望 找 出 子 空 间 帮 中 离 了 最 近 的 点 ( 参 者 图 20-1)7。 显 然 所 求 的 
点 应 该 是 点 了 在 子 空间 你 上 的 垂直 投影 ， 即 


> Ce 
k= 


税 ”20-1 


这 里 ee = (er)s 中 = 章节 而 了 到 这 和 狼 昌 的 距离 的 平方 为 
= 1 -| Deesl 
下 地 站 


六 
上 1 
1 一 7 i 


大 -= 


也 哎 是 
-= Bee | = Fh:- Zi. 
在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 得 到 了 等 式 


(2.5) LA?— > = - Dyenoel ， 
下 = 站 中 严 必 
由 此 又 可 得 到 
(2.6) Det | A, 
k=n 
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这 里 的 (2.5) 和 (2. 全 分 别 披 称 为 内 塞 尔 (Bessel) 等 式 和 贝 塞 
条 不等式， 及 因为 (9, 从 式 中 的 7 是 任意 的 ， 所 以 级 数 2 呈 收 
敛 ， 并 且 以 下 不 等 式 成 立 ， 


(2.7) Deal’, 
上 “全 


通常 也 把 《2.7) 称 为 由 塞 尔 不 等 式 。 作 为 不 等 式 〈2.7? 的 推论 ， 
我 人 断定 
(2.8) lim cs,= 0., 


时 一 二 


现在 ， 我 们 再 阿 过 来 考察 三 角 国 数 系 


《2.0) J S093, ain TX, Cos 9r, Mn 2x, 


0 ova Rr, pin Er, 


如 果 把 冰 数 了 Cx) 与 9Cx} 的 内 积 定义 为 
(2.10) Cf ,9 ) = fg) dz, 


那么 三 角 函 数 系 (2.9) 是 规范 正 交 的 。 我 们 来 考 罕 孙 数 了 对 规 
范 正 交 函数 系 (2.9) 的 傅 里 叶 级 数 


A + Sa, cos kx + bb, ain KxX), 
通常 记 a = ~ 2 Ao， 而 把 这 级 数 写 成 z 
Co.I1) +t >So, cos Kx + hb. sin Exy., 
埔里 上 级 数 《2.11》 中 的 系数 可 按 以 下 各 公式 计算 ， 
VEh Va 二) 
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nh 


= (1 1 = 元 | fr) ds, 


a fxrY eos Exdx, 
鬼 扩 | k=1,2 
于 四 站 二 
= 去 | fixysin Exdx, 


一 这 就 是 我 们 在 上 节 中 已 经 得 到 的 欧 扩 - 傅 里 时 公式 。 
对 国 数 了 的 傅 星 时 级 数 ， 我 们 号 出 员 赛 尔 不 等 式 


4 + Bag toes| aedx。 
i 一 


仍然 记 ae = v 2 A。 就 得 到 


《2.12) EH + bh Da[ fsCxydx, 
+ BD) Ca + bE) 
k=l 
收 剑 ， 并 且 有 
[2.13) 时 ， Dee + pi) a[ frydxr, 


这 里 的 《2.12) 和 (2.13) 就 是 关于 三 角 函 数 系 的 贝 塞 尔 不 等 
式 ， 由 此 又 可 得 到 


lim ex= lim b= 0, 


丰 环 直到 
世 就 是 
{2.11Y lim [ tx)eos Kxdx= 0 ， 
Ret -到 
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(2.15) lim | fexysinkxdx= 日， 
ke a 


值得 注意 的 是 ， {2.14》 和 (2.14) 让 的 极限 都 不 能 到 到 积分 号 
里 画 [ 去 。 

在 下 一 节 中 ， 我 们 还 将 进一步 推广 红 〈2.14》 和 《2.15) 这 
样 的 结果 ， 


3 3 ” 候 里 叶 级 数 的 逐 点 收 仆 性 


本 节 考 罕 铺 里 叶 级 数 在 各 点 的 疏 伊 状况。3.a 禾 和 3.b 限 先 作 
一 些 几 要 的 准备 。3.c 段 和 3.4 恨 介 绍 最 常用 的 判别 法 。3,e 自给 
出 代 里 时 钥 数 展开 的 一 些 例子 ， 


3.& 黎 曼 - 勒 由 格 引 理 


刀 特 国 数 中 旨 在 区 间 - 22 上 右 定 史 ， 并 且 存 在 区 问 [a,8J 的 
分 割 ， 使 得 (9 在 分 割 的 各 子 区 间 的 内 部 为 常数 ， 那 么 我 们 就 说 
kt 由 是 区 闻 54,81 上 的 阶梯 际 数 . 

引 理 1 设 前 数 5 在 区 间 La ,8 上 可 积 ， 几 对 任意 给 定 的 
5 > 0 ， 存 在 定 处 于 区 间 .9,2j3 上 前 阶梯 请 数 hti)， 使 得 


鼎 
| [gy — ht dt ee 


证 归 ”因为 函数 90 在 区 间 [a,8j 上 可 积 ， 所 以 存在 这 区 间 
的 一 个 分 着 
P: f=t 人 ts = f, 
使 得 


《Ada ， -RAE 
=al . 
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这 里 
M1= ié 1 9 te I 35), 
Abs tetily i=1,2,.,n, 
我 们 定义 这 样 一 个 阶梯 国 数 h(i)， 
ACY = teE Lt st1) [1,2"" ,ny 
MB) = 9g.8). 
在 子 区 间 [ta-is42 上 显然 有 
0 EI 一 RM 一 了 和 
因而 


月 rt 
| [gD ~ CTY | dt = >| CE = hity | a 
® i-1 


工 = 1 


> CM At 
El 


本 | 


在 上 一 节 中 ， 我 们 证 明了 ， 对 于 在 区 间 上 ~ rr 了 上 可 积 的 示 


数 f(t)， 应 有 


lim | 了 人 teno0s rtdit= 0, 
中 一 卡 澡 则 -次 


lim | flysinktdt = 0 , 
下 -es -下 


黎 曼 - 才 贝 格 (Lebesgue] 引 理 将 上 述 结果 推广 到 更 一 般 的 情形 ,这 


引 理 在 傅 里 时 级 数理 论 中 超 着 十 分 重要 的 作用 。 


3 引 理 2 ( 获 曼 -~ 坦 贝 格 》 如 果 国 数 9C5 在 区 间 [a, 6 上 可 积 或 


广义 绝对 可 积 ， 那 么 


让 
im | SU)cos At= 人 0， 
. 昌 一 十 恬 
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lim | gtsia 外 一 站 
证 明 先 设 959 是 阶梯 函数 。 这 就 是 说 ， 存 在 区 疝 La,8] 的 
分 割 | 


在 二 有 < 
使 得 
gO) =Ci， itE (trots), 
1 =1 ,ee ,i 


对 这 情形 ， 我 们 有 
| 局 CGOa 有 FE = 袜 六 git)eos itdt | 
“ 1+] ti ' 
| <- E 
一 (Bes cos Atdt | 
"is "Ti-l 


机 ， . 
一 D3 sin At, | 
上 = 了 T A | 
2 于 
7 > [es | 。 
t=1 
四 而 


8 
Jim | 如 [yeos Atdt = 0, 


其 次 ， 设 gC 是 常 义 可 积 函 数 。 根 据 引 理 1 ， 对 任意 给 定 的 
£2 之 0， 存 在 阶梯 消 数 (ty)， 使 得 


| gty 一 下 CE < 
对 于 阶梯 函数 ht)， 人 根据 上 曾 忆 证 明 的 结果， 存在 让 >0,， 合 和 
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只 要 4 了 ， 就 有 

1 : 

| 《reDS Hdt | 一 二， 
于 是 ， 当 ， 盖 和 时 就 有 

由 
| glt)coa Atdt| 
p 
< | Cg( — hs) Yeos adi| 


a 
+ | h(tiyeoons ptdt | 


用 月 
<| [gcty 一 大 人 | + 中 ht)oos atd| 


= EE, 


最 后 ， 设 阔 数 55 在 这 间 L2 后] 上 广 妆 绝对 可 积 。 为 了 舰 述 
简便 ， 不 姑 设 c 是 唯一 的 瑕 点 。 根 据 广义 绝对 可 积 的 定义 ， 对 任 
意 给 定 的 E00， 存 在 7 二 0， 使 得 


| i 
{Yt 
J | 2 


因为 因数 35 在 区 间 [e + 7,k2 上 已 是 常 父 可 积 的 了 ， 所 以 妇 看 
在 各 >0， 使 得 只 要 4 汪 态 ， 就 有 


| 它 
|| gcpeosatde < 
于 是 ， 当 4 > 入 时 就 有 


可 
| gios ad | 
lj | 


323 


<|[ wpsosaad| 
在 
+|| gCt) cos tdt | 
四 十 钙 
让 车 导 ; FE 
<| [gty iat | artyeos Atds 
fF 是 了 


< 
我 们 已 证 明了 
全 闻 
ti | yt)eos Ltdi = 0, 
真 于 十 吕 
同样 可 证 
EB 
lim | net)sin jidt = 有 0, L 
册 一 全 mo 


作为 蒙受 - 勒 忠 略 定 理 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 ， 
引 理 3 狄 里 殉 莱 》 


总 ， 全 di = 2 
(3.1)» ,tt 了 


证 明 ”根据 广义 积分 的 狄 里 克 菜 判罚 让， 可 以 断定 (3.1) 左 
内 的 租 分 收 殴 。 显 然 有 


二 呈 | 
(3.2) | di = lim | ng 
9 t ho 0 £ 


= Jim im | Saat qi 
为 了 计算 Cc3.2》 式 中 最 后 一 个 极限 ， 我 们 条 用 以 下 的 恒等式 
924 


sin(n 十 于 1 
{3.3) 一 -二 十 C08s 记 十 ma 十 CD8 Tie 
2sina 上 2 


Ei | 


将 (3.3) 式 丙 边 从 0 到 x 积分 就 得 到 


(3.4) —- t= < 
-~ 0 9 sin t 2 
下 面 ， 我 们 求证 遇 
《3.5) lim | > 4 
+ 0 
四 lim | sinat 1 
b+ 0 2sin 上 上 
2 
. # gin Ant 
= ,Jim |, pain drt, 
2 
事实 上 有 
三 ain 从 di [所 入 1 
bo Sn o 
;osin 工 
= | - sin Atdt 
0 otsin™”. 
2 
= | gsinatd, 
外 
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上 
上 一 23im 广 
yet) 二 一 | 
D4 sin 上 

2 


容易 看 出 : 上 = 0 是 函数 9(t) 的 可 去 间断 点 ， 补 充 定义 9(0) = 0 之 
后 ， 图 数 g(t) 就 在 闭 区 间 [0,x] 连 续 ， 根据 歼 曼 - 惑 贝 格 引 理 
应 有 . 


lim “gerysin Atdt = 0. 
+o 
缴 们 已 经 证 明了 (3.5) 式 。 在 这 式 中 耻 


hn=n+ to 


并 利用 (3,4》 式 ， 就 得 到 
| dt = Jim | 好 
ro 了 


在 E 


. I 
x Sn 7 十 oo t 
所 一 十 cmd 站 1 Sin 
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5.b 情 里 叶 级 数 吕 分 和 的 积分 表示 


设 周 期 为 27 的 函数 fx) 在 区 闻 i 一 ,zj 上 可 积 或 广义 绝对 
可 税 ， 并 设 


(3.6) fH) ~ Rt DY Ca eos kx tb sin kx). 
t=1 


我 们 米 考 察 情 里 叶 级 数 和 的 部 分 和 


Dat = 也 + > an cos ex + br Mn kx)e 


K=1 
因为 
I 
ao=l| fuydy, 
a = | Tuyeos kudu, 
汇 -于 
b= 二 | 7eomm kudu, 
KE = T ,2 ,rey 
所 以 


galxy) = fodn 


+ > 二 | foceos Kili CDS Kr 


EK=1 


+ sin Ru Sin kw)diu 


1f" 1 ,~ 
生 二 上 fu) 加 二 之， coskCH 一 2 du 
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sjnf -| ‘#7 
-二 | Fo "2) -dr 


in 


sin( n+ 2 ): 
= 二 | f+ 昌 一 dt 


2 sin. 


注意 到 (3.3) 式 ,很 容易 春 出 ， 这 里 最 后 一 个 积分 的 被 积 荡 数 是 变 
元 上 的 周期 函数 ， 周 期 为 2g。 因 而 我 们 可 以 把 积分 区 间 [ ~ 一 *， 
Tz 一 *j 换 成 [一 7+,x]， 这 样 得 到 


sin(n 十 3 ) 
-一 


Salx) = 一 fx + ty : 
于 9 sin_ 
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sin( + 
2 sin—. 


= fr+ty +f rt)) 
所 .二 


引 理 4 ( 获 曼 局 部 化 原理 } 设 六 x) 是 周期 为 27 的 国 数 ， 息 
在 区 间 [ - r,r] 上 可 积 或 广 光 绝对 可 积 。 则 国 数 i(x) 的 侍 里 时 级 
散在 任意 一 点 2 的 收效 状况 《是 否 收 化? 政 敏 到 怎样 的 值 ?7)， 只 
取决 于 这 国 数 在 xs 点 的 任意 小 的 邻 域内 的 性 态 。 

证 明 在 2 点 ， 国 数 了 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 Sa5xo) 可 以 
用 示 为 


Sn(Cxo) = | OO -ts sin(n + 二 jd 
S11 
= 二 | 17xo+ 7 f(D sin(n+ Bd 


2 sin ， ~ 


+ 1m/ mt sin(n + )idt, 


由 Sn 


这 里 的 6 是 任意 小 的 正 数 。 在 第 二 个 积分 中 ， 国 数 


fx 十 下 + fix, —t 
g(t) = (Xo 本 二 


9 gin 
2 


在 区 间 [6,x] 上 可 积 或 广义 绝对 可 积 。 根据 涂 蝇 - 勒 贝 格 引 再 可 以 
断定 | 


， ™ . 1 
lim {tsind n+ ae 一 0。 
dim| Ls n{ 2 0 
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由 此 可 知 ， 序 列 {S。(xzo)} 是 否 收 化 与 收 和 化 到 怎样 的 数值 ， 只 琶 决 
于 函数 /(x) 在 区 间 [xo 一 8,xo+6j 上 的 性 术 ， 门 

根据 歼 营 局 部 化 原理 ， 为 了 沽 察 传 里 时 级 数 在 茶点 xo 的 惧 
并 闫 沉 ， 只 须 考察 n-> + co 时 硫 下 积分 的 极限 状况 


Sfxott) titrn—t) 
Rat) = | 一 下 人 sin( n+ Hed, 


. 上 

0 9 Si -一 
i 

[ee 


下 面 的 引 理 说 明 ， 代 替 积 分 1;,,(xo)， 我 们 可 以 沽 罕 更 简单 的 积 
分 ,nt0) 的 极限 状况 。 

引 理 5 设 赂 期 为 27 的 函数 FKz) 在 区 间 [- ms,r] 上 可 积 或 
广义 绝对 可 积 。 我 们 记 


+1)}+j(xo—t). 
Lun 0)= 工 | 2 y+ f(t ?ein (n+ 3) ds, 


2 sin.t 
2 


9 : -1). 
aon (Cx) = 1 {et Dt /eT Din (n+ 二 dr, 


划 有 
lim Can (xoy — Ss,n CX0)) = 日 
证 明 我 们 有 
. 性 
Tasn CXo) 一 Jasn (Xo) = 2 [scain(r + 了 dz 
六 为 函数 


人 3 和- 一- 


CY = Cf Oxo tt t/t) "| ~ 
2 
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i 


一 osin 至 


= (firot ty + Fo ~ 1)) —- 


2t sin 
2 


在 区 和 辣 [0,5j 上 可 积 或 广 妆 绝对 可 积 ， 所 忆 和 祖 据 比 坚 - 埋 贝 烙 引 于 
就 有 
| im Cy,n CXo) — Ts.n {xn)) = 人 0, 口 ] 


综合 上 面 的 引 理 4 与 引 理 5 ,可 每， 
引 理 6 在 引 理 5 的 条 件 下 ， 我 们 有 
dim CSntCXo) 一 了 :i Cxa)) = 改 二 


这 里 {Sa(x)} 是 函数 (x) 的 愤 里 叶 级 数 的 部 分 和 认 列 。 


3.¢ 狭 尼 - 李 普 希 泪 浏 别 法 


引 理 7 ( 犹 尼 》 设 清 数 gt 如 在 区 间 (0,6j 有 定义 , 90+) 看 
在 ， 江 且 雇 下 的 积分 收 比 ， 


o t 
则 有 有 
Him | ge) dt = (0+ ), 
证 明 我们 有 


' 9 Aty 


= | 2 001), Jsin At di + gCO+ | 
站 


心 
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可 _ 144 | 
必 


让 4- + co, 上 式 右 端 第 一 项 的 机 限 是 0 ( 笋 尝 - 勒 由 格 引 理 ), 第 
二 项 的 投 限 是 工 g(0+ )《8 理 3?。 局 


”定理 1 ( 狱 尼 判别 法 ) 设 周期 为 2" 的 函数 1(x) 在 区 间 [ 一 x， 
x] 上 可 积 或 广义 绝对 可 积 。 我 们 记 


如 时 积分 
[1 -ga 
0 上 


收 八 ， 那 么 摆 数 f(x 的 候 里 时 颁 数 在 点 ze 站 敏 于 


0(0+) = + + 0. 


证 明 根据 引 理 6 和 5[ 理 了 ,我 们 有 
im SalXo) 


= lim 1, 名 Xo) 


{Xot 0) + fxo— 0) 器 


= (0+2= 本 
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推论 ] ( 李 普 和 争 蒋 判别 法 ) 设 周 期 为 2x 的 国 数 fCx) 在 区 间 
5 一 ,zi 上 可 积 或 广 久 绝对 可 积 ， 在 xz 点 连续 或 有 第 一 类 闻 断 ， 
并 且 在 * 点 廓 近 满 足以 下 的 李 普 希 蔬 条 件 ， 存 在 工 >0,a 盖 0 和 
5>>0, 使 得 


[fCxatt) -fro tO |eELt, Yie C00, 
那么 国 数 所 幻 的 傅 里 时 级 数 在 xs 点 收 钙 于 


fxot+O0 + Ar- 00 
9 电 


证 明 ”者 记 


5(D = {+ + fo 


和 


则 有 


le -00+) LL, YtE (0,8], 


央 而 积分 
[290 +) 
0 1 


收 锥 ， 口 

推论 2 ”如果 周期 为 2 的 函数 了 满 是 以 下 各 条 件 ; 

(412 了 在 区 闻 上 - rz 上 的 不 连续 点 和 不 可 徽 点 至 多 具有 有 
瞩 凶 个 } 

《2)》 了 在 年 一 不 连续 点 处 具有 第 一 类 间断 

(3) 在 每 一 休 可 徽 点 〈 和 包括 不 连续 点 ) ,以 下 两 个 极限 存在 


lim 
ft 一 D+ 


fF + FE +O) 
1 EJ 
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] im 
f 一 日 


那么 孙 数 了 的 位 时 时 级 数 在 径 一 点 xo 收 化 于 
flxo+0) + /Am ~ 0 
9 别 


EH-0) 
— 1 于 


证 明 ”按照 所 给 的 条 件 , 不论 x 是 印 数 了 的 可 短 点 或 者 不 可 
徽 点 ， 以 下 两 个 极限 都 一 定 存在 


lim 
让 -二 


fxott) — f(xo+ 0) 
t 曙 


lim A D770) 
站 一 站 寺 —+ 
因而 函数 了 在 点 邻近 福 足 = 工 的 李 普 菠 效 条 件 
fratt) -fxot0)| 所 Lt, Wi di, 口 
注 记 ”推论 2 中 的 两 个 极限 可 以 称 为 广义 单 侧 导 数 ， 如果 了 
是 f 的 连续 点 ， 那 么 广 芯 单 向 导数 也 就 是 单 侧 导数 ， 
推论 2 的 条 性 可 以 等 价 地 陈述 为 ， 存 在 区 间 [ -;*#j 的 一 个 
分 割 
-= 
使 得 在 每 一 子 区 间 [E ;11j 上 上 按 以 下 方式 定义 的 函数 了 ;是 可 
微 的 《在 子 区 间 的 端点 处 单 侧 可 微 )， 
FE 0),， 对 于 X=#1_1s 
Zen EXY, 3 ETE 1 
f(tE1 一 0)， 对 于 X=8 i;。 
因此 ， 对 这 情形 , 我们 说 国 数 了 在 区 闻 [-z,x1 上 是 分 段 可 微 的 ， 
引用 这 样 的 术语 ， 可 以 把 推论 2 简单 地 陈述 为， 
推论 2 如 取现 期 为 2x 前 函数 了 (x) 在 区 间 -rr] 上 是 分 
段 可 微 的 ， 那 么 这 函数 的 伴 里 时 级 数 在 每 一 点 xu 收效 于 
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-i mr ed 


‘Cx +0) +f(xo—0) 
地 电 


竺 别 地 ， 在 国 数 了 的 连续 点 x 处， 这 隙 数 的 很 里 时 级 数 胶 化 于 
了 MO。 

5.d 狱 星 克 菜 淹 列 法 

引 理 8 〔 亚 里 克 革 ) 训 果 国 数 扩 纺 在 区 间 《0,85] 上 单调 并 且 
有 界 ， 那 么 


Jim 2 [hs) Sin Atgy #00 + y, 
Ll--+toe Tn t 


证 明 ”假定 函数 (4) 在 区 间 (0,5] 单调 上 天 并 且 有 和 界 。 我 们 
来 证 明 


lim | cc ECO + 3 Ma =0, 
为 此 ， 把 上 和 式 中 的 积分 拆 成 两 项 ， 


sin At 


, z 
[aD -a0+) 四 sin Atg 


gin df, 


=| cuep - C0 4 )) sn d+| 《上 (Et)》 — RCO + ) 一 一 
这 里 的 将 在 tc0,8) 洁 围 内 适当 选择 。 为 了 估计 上 式 右 边 的 第 一 
项 ， 我 们 利用 积分 的 第 二 中 秆 定理 ， 


| CAC HD+ 3 Hid 


311n ee 


= 《ha — ACO+ 2 dt 


Sin 1 | 


= CACNY ~— CO + 2 


因为 积分 


收 化， 所 以 存在 好 >9, 使 得 


tan <M, YER, 
iJése 二 


于 是 


| 画 qu 


As UH 


-| ‘nsin ty [en | 


i 0 


和 
pe sin wg) 4 太守 sin ug du| 2M, 
dn Hi | J 


对 于 任意 给 定 的 8 汪 0, 我 们 可 以 选择 充分 小 的 97E (C0,5), 使 得 


对 村 这 样 选 定 了 的 ?EC0,8), 消 数 
ht) — RCO+ 
t 


在 区 间 [n,6J 可 积 。 根 据 黎 曼 - 勒 内 格 引 理 ， 应 有 


gin A 


lim h(t) ~ ACO + )} OO— 人 d= 0. 


+t 


国 此 ， 存 在 太守 09, 使 得 只 要 14>A, 就 有 
336 


sin 4t | 
ace -PC0+ 7 dt | < 
于 十， 只 去 > 太 , 哦 有 


ac ~ hco+ ) qe | 
<|[ a -ao+ ) Ld | 
峡 
+ cp 一 or dt | 
n 


sin wo] | 
du 


所 | 请 C77 — nc0+)| | | 2 


+ (ht) — AO+)) Sa hd dt | 


< + 二 2。 
这 证 明了 
lim CC 一 站 0 二 2 Mgr =0, 
由 此 可 得 
lim CD 
= lim khC0+)| ‘Sin A 


HH 


和 和. 
lim ACO 1 上 hi 
J uu 


出 "二 er 


< 
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沪 
二 -由 站 
5 CO+Y) 


这 证 明了 3 引 理 。 0 

设 冰 数 1(x}) 在 区 间 [9, 8 上 有 定义 。 如 果 存 在 区 间 [ay Aj 的 
一 个 分 割 ， 使 得 在 所 分 成 的 每 一 个 子 区 间 的 内 部 函数 斥 纪 是 音 
调 的 ， 那 么 我 们 就 说 函数 AGx) 在 区 间 [e 5 分 民 单 调 ， 

定理 2《 狄 里 克 汪 判别 东 ) 如 果 局 期 为 322 的 尔 数 了 在 区 间 
上 E- rr 上 分 段 单调 并 且 有 界 ， 那 么 了 的 傅 里 时 级 数 在 任意 一 点 
2 入 化 于 


了 (Yo 二 0) 十 + 0 


2 


证 明 对 于 充分 小 的 5>0, 函数 h(i) =f(xo+t) 在 区 间 
《0,6] 上 单调 并 且 有 界 。 根 据 引 理 8 就 有 
了 n+ 


tim 2| fixott) \ 于 3)} -dt = fCxo + 0}, 


和 一 十 号 于 


由 此 得 到 


sin(n 二 本 
2 SOHOD FD 2 gs 
2 t 


Lim fo, n(xo) = im = 
自 


_ fxr, + 0) txo- 0 
= Yi, 0 
5.6 情思 叶 级 数 展开 的 例子 
对 以 下 各 例 ， 局 可 以 利用 3,* 段 中 的 判别 法 ， 册 可 以 利用 


3.d4 段 中 的 判别 靶 。 
例 1 在 区 则 《=- zz 二 把 吸 数 
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frY =x 
展 闻 成 傅 里 时 级 狐 。 
解 ”首先 补充 规定 
ft-—n) 二 (CT 三 们 ， 
然后 再 接 周 期 2+ 扩充 二 数 x) 的 定 交 到 整个 数 加 上 。 我 们 把 
这 样 得 到 的 周期 为 2r 的 鼻 数 记 为 了 (x*) 《参看 图 20-2) 。 


pS 


图 20-2 


因 为 jx) 是 青 函 数 ， 所 以 它 的 傅 里 有 时 级 数 只 合 正 珑 部 分 、 
按照 欧 拉 -人 情理 叶 会 式 计算 系数 得 


Ei 
bi = | (Cx) ain 让 区 问世 
= 2 | > sin KExdx 
Tn 


= (Der1 二 ， b= 1 


根据 8.c 或 3.d 中 的 判别 法 ， 可 以 断定 尔 数 了 的 傅 里 呈 级 数 在 任 
何 一 点 mn 处 收 人 证 于 


H+ ss en 


我 们 得 到 ， 
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j=2 DE, yreR 
此 一 1 


ze=yDIC-DeED VEC-mnD。 


起 1 
例 2 试 将 隐 数 
f(x) =x, XET NA, nm] 
展 成 傅 昌 时 级 数 。 


取 ”我们 扩充 这 加 数 的 定 羡 ， 梧 它 成 为 同期 汐 27 的 明 娄 、 
一 一 扩充 后 鸡 冰 数 记 汐 了 Cx)。 因 为 了 Cx} 是 悍 男 数 ， 所 以 它 的 情 
立时 级 数 内 含 余弦 部 分 。 讨 算 系 数 得 ， 


要 其 
Qs = 一 -- Xr* dx = ee 
Tn : 


2 nh 
dn = 2| XxX2 cog nxdr 
Tn 


— Ac0a nn (1)".4 


12 23? 


n=1,2,° 
我 们 得 到 人 埔里 叶 级 数 展 式 ， 


Fe = 于) DT VER? 


4T1 


x SC- DT, VxEL-n,r], 


入 一 1 


特别 地 ， 在 上 式 中 分 别 取 x=0 和 = 就 得 到 ， 


= - D" 


n=1 


号 1 


例 3 设 = 不 是 整数 ， 试 将 函数 
ff) = Coa nt, 友人 [一 开征 
展开 成 情 里 叶 级 数 。 
解 我 们 扩充 这 函数 的 定义 ， 使 它 成 为 一 个 周期 为 3r 的 区 
数 。 一 一 扩充 后 的 函数 记 为 了 GD。 末 为 了 bb 是 偶 沙 数 ， 所 以 它 的 
情 里 呈 组 数 只 含有 余 弥 部 分 。 计 算 系 数 和 寓 ， 


业 7 
好 0 = | 心 才 名 atdr 二 snan, 
Tn 避 交 


不 人 一 | COB Cte Con rtdr 
To 


尾 了 | [eosta Wi+eoato + ndt 
必 


i —n)m ‘sin nx | 


开 站 一 并 疡 十 全 
= ‘ DD $in tA | 了 二 | 
在 一 下 G+ 
27 
=【 T+ Kt -ny 和 t= 1,2，, 三 
我 们 得 到 这 号 数 的 性 里 叶 展 式 ， 
2 Sin Gr i _ in 0 Cosnr 
1 = x (之 LD) a2— nn ). 
限制 在 [ - xx 上 就 得 到 ， 


(3.7) cosat = Sm (1 ,Se 1) "20 C0s st), 
3 和 一 1 


a 一 n2 2 
EE 一 sr 
例 4 利用 例 3 中 所 得 到 的 结果 ， 我 们 来 推导 函数 
og x 与 地 
的 简单 分 式 展 式 ， 
在 (3,7) 式 中 令 4= r 就 得 到 


-+ 
开 etg ax=_i+ _ 2 
唱 
a an 


用 x 代 趟 so， 可 以 将 上 式 写成 
(3.8) ™ etp Dr (XE ZZ), 


在 【3.8) 式 中 令 z=xx， 又 得 到 


《3.9) ctg slr Be 


2 


CoRR, R= 性 十 工 Lo, ), 
在 (38.7) 忒 中 令 1=0 就 得 到 


一 一 区 一 1 二 一 nn. 20 
sin wn wr > ‘1 


2 一 2 ~ 2 时 
用 :< 代替 c， 可 以 将 上 起 写成 
™ .1 轴 1 
(3.10) Bin nx x pa 1) 区 2 12 
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在 〈3.10) 式 中 令 ==rx， 又 得 到 
(3.11) 1 le 
{zo kT, k= 人 0, 土工 ， 土 。 
我 们 将 所 得 到 的 :一些 有 用 的 展 式 小 结 如 下 ， 


Tetg rz 一 二 > (x 2), 
nn- 


并 -1 3 aX 
re 1 — 1: EZ), 


: 2 


CE Kn, k=0, 二 让， 二 号 so 
例 5 在 区 间 (0,2x) 将 证 数 


区 


| 一 
fx 2 一 .一 
ft 2 


虹 开 为 傅 里 时 级 煞 。 
解 ”首先 补充 规 定 
f 0) = 1 (9x) =0, 
然后 接 周 期 2r 扩充 函数 1(x) 的 定 交 到 整个 数 轴 上 。 一 一 扩充 后 
的 国 数 记 为 7(xz)。 计 算 人 情思 时 系数 得 ， 


=) dx = = 站 
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FT 
= 二 | < C0 kxdx = 0, 


1 Nx nm prdrxe 上 
b= | 5 sin Exdx = 二， 
. KE 
于 是 ， 我 们 得 到 
TT 一 区 3 sin Ex 
—-. -= er er 
2 A kk I 


$4 均 方 收 全 性 与 唱 塞 瓦 等 式 ， 等 周 癌 题 


前 通 我 们 谈 过 ， 在 可 积 国 数 灶 . 史 [as pi 中， 可 以 引入 肉 程 
(的 = 中 f C9 (x) dx, 
利用 关于 积分 的 等 式 


上 pF 月 3 
| gx dx (| fg dx ) 


6 
| | [DFO TD t FICp) Gg Cx) dxdy 
六 出 . p 
-| | ree owirdy 


Bn 
二 | ,Lf CY gL 一 了 CO dd 人 


容易 得 到 
《DC 


号 4 和 


据 此 又 可 证 明 , “ 范 数 "中 
上 = 六 

谐 是 以 下 的 三 角形 不 等 起 2 

Nf + als li + gl, 

设 f, fn€ Ble, BJ = 12)。 

如 果 

lim If" -f=0, 
也 就 是 

lim {Gace) ~ F062dx =0, 


那么 我 们 就 说 国 数 序 弄 { 廊 6) 在 区 间 [4; 有 门 上 均 方 收 煞 于 函数 
Texy, 

容易 证 明 ， 如 时 函数 序列 {fC} 在 区 间 Lo 5 一 臻 忱 笋 于 
闭 数 fxz)， 那 么 这 国 数 序列 也 必定 在 区 间 fea, 的 上 均 方 收 煞 于 孙 
数 F 产 2x) 。 

然而 ， 想 反 的 论断 却 不 能 碟 立 。 因 此 我 们 说 ， 均 方 收 化 性 避 
于 一 致 收敛 性 ，。 

如 果 图 数 级 数 24 C2) 的 部 分 和 序列 


Sn Cx) = > HCX) 


在 区 间 [a, jj] 上 均 方 收 伐 于 消 数 7(x)， 即 
Jim [Sn 一 三 | = 站， 
那么 我 们 就 说 这 上 前 数 黎 数 在 区 间 [Le, 户 上 均 方 收 徊 于 国 数 7Cx) 。 
下 面 ， 我 们 着 生性 察 陋 数 类 
.用 | ”TT, tj 


二 加 和 时 ， 轩 为 村 们 吕 在 较 避 散 总 多 下 优 用 这 和 中 亩 | 员 热 加 有 
if 0 位 单 二 了 = 0， 尚 不 能 冉 注 上 00， 
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约定 对 这 国 数 类 引入 内 积 
(19) = 于 | .fceoe(z)dz 
并 相应 地 定义 范 数 
fe vB fds 


本 节 的 主要 和 任务 是 证 明 ， 如 果 fE .多 [ -x,x]， 那 么 Ff 的 傅 里 叶 弘 
数 在 区 间 [ ~ ,xJ 上 均 方 收 钱 于 这 函数 本 访 ， 

在 下 厨 的 讨论 中 ， 我 们 把 基本 三 角 陪 数 系 中 任 总 有 限 项 的 实 
系数 线性 组 合 叫 做 三 骨 多 项 式 ， 


4.a 均 方 酒 近 
在 本 段 中 ， 我 们 证 明 :， .有 罗 [ ~ rr] 中 的 任何 哺 数 都 可 以 用 三 
角 多 项 式 作 均 方 过 过 ， 
设 f 是 周期 为 2r 的 函数 ， 它 在 区 间 [L -7,x] 上 可 积 或 广义 绝 
对 可 积 。 叉 设 
C4.1) So CE) ST) ys SnT) ,ee 


是 函数 /的 情 里 叶 级 数 的 部 分 和 序列 。 我 们 把 序列 人 (4.1 中 前 ”= 
项 的 算术 平均 慎 


(4.2) ort) = SS) 
1 虑 = 站 
也 和 散 函 数 了 的 第 7 个 费时 (Feje 中 和 (n=1,3,*…)。 


下 十 的 5| 理 给 出 费 叶 和 的 积分 表示 。 
引 理 1 在 上 面 所 述 的 人 条件 下 ， 我 们 有 ， 
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a 


2 in 上 
2 
人 二 和 
据 此 及 可 得 到 恒等式 
f .Ri 
， Sin - 
1 .. _2 f= 1， 
A211T 人 si t 
村 
全 二 :2» wi 
证 明 我 们 有 
1 sim 上 外 十- 
Seco = Fx tt) dt 
= 了 
sin 了 
KE 一 0 . 1， -i 
由 此 可 得 
ff ly 
| 了 8 sin{ & 十 9 } 
Tn tx) 一 一 一 - | fixt 1) me df, 
i 2 sin 于 
和 判 用 恒等式 
%-、 sin(e+ 加 | 
ken ain.*. 
2 
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= os kt ~ costk + 1)t] 


上 号 mo 
2 sin- ) Eo 
2 


我 们 得 到 
FE 2 
] rs sin 了 
on(Cx) = | | | dt, 
$I - 
2 
1 


特别 地 ， 对 于 隙 数 (x) =1， 计 算 傅 里 叶 系 数 得 
dy 三 电台 = 二 有。 = 1 
直接 从 定 艾 可 得 
Cn) =1, n=1,2,, 


”再 与 上 面 得 到 的 积分 表示 比较 ， 就 得 到 


T=], ma, 口 
5| 理 2 设 f 是 周期 为 2t 的 函数 ， 它 在 区 间 [ -5,wJ 上 可 
积 。 如 有 果 羡 数 了 在 区 间 Le 一 ?,8+ 中 j 爱 续 07 汪 >0)， 那 么 国 数 了 的 
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费时 和 序列 {fewgz } 在 区 问 [ay5] 上 一 致 收 帝 于 f(x)。 
证 明 国 数 了 上 是 有 界 的 。 可 设 
js + VXER, 
叉 因 为 图 数 了 在 闭 区 间 Le 一 7,#8+8] 上 一 致 达 续 ， 所 以 对 任 窟 的 
e>0， 存 在 6E 0.1， 使 得 只 要 
XELG-H,P+A, |x’ -x|<s, 


fy -A015 


于 是 ， 对 于 xE Le, 就 有 


『 si 下 
lon Cx) — f(x)| = Ft) | a 


dri 


nm 2 
1 rs in 
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于 是 ， 具 要 7 充分 大 ， 就 一 敏 地 有 
Iida = TOE, YYxErLaD。 加 

作为 引 理 2 的 直接 推论 ， 我 们 有 

定理 1 设 f 是 周期 为 27 的 计 续 国 数 ,zw(5 是 图 数 了 的 第 ? 
对 旨 时 和 ， 则 featgxy } 一 致 地 收 误 于 7 六 Cx)。 

泽 记 维尔 斯 特 控 斯 的 第 二 逼近 定理 说 ， 千 期 为 27 的 连续 了 茹 
数 可 以 用 三 角 争 项 式 一 至 遂 近 。 我 们 这 里 络 出 了 第 二 通 近 定理 的 
一 个 构造 起 的 还 明 一 一 具体 地 构造 出 允 近 序列 {ow(x)}。 

引 1 理 5 设 fe%[L -x,xj， 则 对 任何 # 汪 0， 存 在 周期 为 2x 的 
连续 函数 8， 使 得 


to— fh<e, 


证 明 改变 可 积 困 数 在 有 限 个 点 的 值 ， 既 不 影响 可 积 性 ， 也 
不 改变 税 分 的 值 。 必 要 村 改变 萎 数 了 上 在 区 间 [~ ,的 一 个 冉 点 
外 的 值 ， 可 以 要 求 这 靖 数 汪 足 条 件 
请 一 下 二 FT) 
因为 1E 史 [一 zz ， 所 以 对 任意 给 定 的 E 计 0， 在 在 民间 = 一 
7 | 的 分 荐 


Pr 一 下 三 Yo<CXyeeee< Xp 一 于 
使 得 
< 
一 人 Es SE2 
Pa 让 | 四 Mf 13 Es 
这 里 


Maup fx), m=inf f(x), 
| rel 
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Mi = ap fr)y mr, = lnf jix), 
了 


名 万 了 下 
T= Lp- Xi XE Fl 
天 = la ,DD, 
我 们 作 这 样 一 个 折线 了 痕 数 9 ， 


gx) = f(x., ) + /Xl) Cr rr), 
Xk 
XE [Xp Xi, KkK=1,2,°".D, 
显然 函数 了 在 区 间 [ -x ,x] 这 续 ， 并 且 寅 足 人 条 件 
ET ns, 
我 们 可 扩充 8 的 定 关 范围， 把 它 延 拓 成 周期 为 327t 的 过 续 衣 数 。 
还 容易 着 出 ， 国 数 9 满足 这 栏 的 条 拍 ， 
ma) SA YAE LX Xj 
EE=1,2, ,7, 


因而 有 
于 | coco ~ f Cr) Yrdx 
P 下 
-= 主 [+ CED — 了 (林苑 
TT jr 
1 ~ 
a 2 
之 ， CM MY TAX 
Mi 
< oo Dr md Ar 
< 
这 就 是 
sg— fl<e, 口 ] 
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定理 2 ” 芷 何 困 数 FE .多 L -都 可 以 用 三 角 儿 项 式 均 方 逼 
近 ， 使 得 均 方 误 善 小 于 需 先 给 定 的 正 数 s， 

证 明 对 干 任意 给 定 的 守 0， 根 据 引 理 3， 存 在 周期 为 2r 的 
连续 函数 #8，、 使 得 


lo 一 用 < 三. 


我 们 以 ra 表示 国 数 9( 世 的 第 二 个 费 计 和 。 根 据 定理 1， 三 角 
地 项 式 序列 {TnCx)} 在 区 和 合 [ 一 17,7 一致 收 化 于 请 数 9(x)。 因 而 
了 世 在 这 区 间 上 均 方 收敛 于 阔 数 9(x)。 于 是 ， 1 充分 大 时 就 有 


rg)< 5. 
这 样 的 rz, 就 使 得 


lr = fr gl +Hg— 7 


£ 
二 
2 2 


4.b 傅 里 叶 级 数 的 均 方 收 敏 性 与 帕 赛 瓦 等 式 


设 已 是 + 1 维 欧 几 里 德 空 间 ， 而 局 和 全] 人 全 是 空间 上 中 的 
规范 正 交 基 ， 于 是 ， 任 意 的 XE 上 EE 可 以 展开 成 
Xn Tt Te TF 


并 且 有 
Bx? = tl?. 


一 一 这 后 一 等 式 可 以 春 作 色 股 定理 的 推广 

在 可 积 国 数 类 多 Le,8] 中 ， 定 区 了 内 积 并 绍 定 了 一 个 规范 正 
变 孙 数 系 {e*)} 之 后 ， 自 然 可 以 计算 国 数 /对 正 交 系 {19k} 的 和 铺 里 时 
系数 co,oy。 在 前 面 的 讨论 中 ， 曾经 证 明了 不 等 式 
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Ser | 
< 
班 在 ， 我 们 提出 这 样 一 个 同 题 ， 在 怎样 的 条 件 下 ， 上 面 的 不 等 式 
成 沟 每 式 ? 
在 下 面 的 讨论 和 让， 我 们 认为 在 更 Lc,6] 中 已 经 取 定 了 一 个 内 
积 
(9) =0| f 60900, 


定理 5 设 1€.%[e,P]j，1P4} 是 多 [a,81 中 的 一 个 规范 正 交 
阔 数 和 承 ， 而 6oyciys Cr “是 f 甘于 {+ 的 笨 里 时 系数 , 则 以 “二 


条 件 互相 等 FE 久 ， 
《1 可 以 用 mopoygxys 的 有 限 线 性 组 合 逼 过 了 ， 散 得 均 
方 误差 小 于 在 何 预 先 给 定 的 正 数 :， 


(2) 当 m+co 时 ， 傅 里 中级 数 的 部 分 和 ;exgox Cx) 在 区 间 
此 亚 丰 
[Fe ,的 上 均 方 疏散 主 fx); 
(3) Tog 17 


证 明 人 先 证 “(D 访 (2)”"， 设 (了 DD 成立, 则 对 任 给 的 6 二 0， 在 
在 20, Bis ,by 人 EE 及， 使 得 


Bele 


对 于 n> N， 如 皮 记 
by, 1 = = = 0, 


那么 根据 健 里 叶 级 数 闻 分 和 的 最 佳 均 方 逼近 性 质 就 可 得 到 
-eh el 


oe 
在 = 日 
这 证 明了 (2) 。 
以 上 证 明了 “TD 全 5 。 而 “1)" 是 显然 的 。 我 们 已 
经 注 明 了 了 条件) 与 人 427 的 等 价 性 。 至 于 条 体 (2) 与 (3) 的 等 价 性 ， 
则 可 从 和 干 走 的 仁 式 看 出 
WA -Def Dore 


注 记 ”大 们 把 


| ， 口 


之 /人 = th 
叫做 帕 塞 巨 〈Parseyal) 等 式 或 者 封闭 性 方程 。 定 理 3 讨 论 了 巾 
塞 痪 等 式 成 立 的 条 件 。 


定理 4 设 t9r} 是 用 [a,8] 中 的 规范 正 详 吸 数 系 了 和 9 是 
. 雹 [as 及] 中 的 两 个 图 数 。 如 采 


FU) 一 DIP gO) ~ YX 
大 = 放 k= 人 0 


并 且 
oR=|:, re = ot’, 
真 二 站 


k= 


Deevr = (f,0). 
起 三 闪 


证 明 必然 有 /十 gE 贸 i0,8]， 并 且 有 有 
{fo PD 《人 十 【加 
再 而 


性 5 生 


fx) FI ~ DU CCE +t VE) P(X), 


fx) ~ g(x) ~ Cr — Ve) Pk (x). 


根据 定理 3 可 以 断定 ， 对 于 函数 了 +9g 和 国 数 了 - 9， 帕 塞 瓦 等 式 
仍 成 江 : 


Dortre) ?= |/ + gol, 
此 = 站 


5 Cee— x) = ~ gh?, 
k= 
上 面 两 式 相 减 就 得 到 
Sey = Cf, 9). | 


注 记 ”上面 景 后 一 个 式 半 也 被 称 为 帕 塞 瓦 等 式 。 在 这 式 子 中 
取 g = 了 就 得 到 原来 形式 的 帕 塞 无 等 式 。 因 而 这 里 给 出 的 是 更 一 
般 的 形式 ， 

定理 5 在 .%[ -mr 中， 考察 基于 基本 三 角 国 数 系 的 傅 里 时 
级 数 ， 我 们 得 到 ， 

《1) 任何 图 数 /E 交 [ 一 *,xj 的 侍 里 叶 级 数 均 方 收 伐 于 这 阔 


数 ， 
C2) 设 1E 多 [ -x,x|, 并 设 
FOX) ~ > 《全 Con KX+ prsin Ex), 
4 1 
则 有 


+ Pat + 0 =1| fr)dxs 


《3) 设 六 5E 尝 [ -ri， 并 设 


fx) ~ 也 + DCarcos x+ besin kX), 
hh=1 


gtx) -也 + > (arcos Kx + prsin Kx), 
则 有 


Tt >3 《GE 十 五 万 -人 fx) gx) dx, 
k=l 


证 明 根据 定理 2 ，. 多 [ - xx 中 的 任 条 函数 了 都 可 用 三 角 
多 项 式 遇 近 ， 合 得 地 方 误 莽 小 于 任何 预先 给 定 的 正 数 s， 百 利用 
定理 3 和 定理 4 ， 就 得 到 市 定理 的 结论 。 口 
定理 8 设 了 E 元 [ 一 mr]， 着 设 
fry 一 党 + Y， Cau Moa Ex+ bo, sin Kx}, 


则 有 


正 二 人工 
| Fety dt = + > | (i oo8 Kt + b, sin KANdt. 
心 四 1 入 


不 仅 如 此 ， 还 可 以 断定 ， 上 式 右 端的 级 数 在 区 间 [ 一 ,0 一致 收 
化 于 


| fa. 


证 明 我们 以 Sa( 必 表示 函数 /x) 的 位 里 叶 级 数 的 部 分 和 ， 
则 有 


下 Sb [ fy dt 
0 0 | 
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= fess -fdt 

<| (Satt) —f00 1dt 

- (1: [SCD -£00 1at 

< ar 人 Ts -FD 1rde 
-| rn er, 


YAEL- TTT], 
根据 定理 5， 函 数 序列 {5s (0)} 均 方 收 训 于 藻 数 ff( 拉 ， 因 而 ， 对 
任何 预先 给 定 的 5 二 0， 存 在 N = “(SE NN ,使 得 具 要 n>NN， 就 有 
| Con Ct 一 100) dt< 时， 


于 是 ， 只 要 n>N， 就 有 
六 ss- peas| <e, Yxer -n,n 


至 此 ， 我 们 已 洛 成 了 定理 的 证 明 Dj 

注 记 ”这 定理 告诉 我 们 : 可 积 函 数 的 全 里 叶 级 数 总 是 可 以 逐 
项 积分 的 。 全 得 注意 的 是 ， 不 论 可 积 国 数 的 情 里 时 级 数 本 身 是 否 
收 叙 ， 由 这 级 数 逐 项 积分 所 得 的 级 数 总 是 一 臻 收 笋 的 ， 


4,c 部 周 问 题 


在 周 长 相 等 〈 设 为 上 ) 的 所 有 的 简单 闭 曲 线 当 中 ， 怎 样 的 由 

线 所 围 的 面 俱 4 最大? 这 就 是 车 各 的 “等 周 癌 题 ”。 早 在 古代 ， 

人 们 就 已 经 猜测 这 样 的 曲线 应 该 是 贺 周 。 但 这 一 事实 的 严 客 证 明 
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站 到 近代 才 得 到 ， 

十 九 世 纪 的 数学 家 斯 坦 纳 (Steiner) 曾 用 朴 崇 的 几何 方 甘 证 
上 明了: 除了 阁 周 而 和 类 ， 尾 何其 他 的 简章 闭 曲 线 都 不 可 能 是 “等 周 
问题 ”的 和 解 。 下 面 ， 我 们 气 要 地 介绍 斯 坦 纳 的 论证 ， 首先 指出 : 
如 时 简单 闭 曲 线 7 是 “等 周 问 题 ” 的 和 解 ， 那 么 这 曲线 必定 是 上 三 
的 。 盏 如 ， 我 们 可 以 不 改变 周 长 而 进 甘 把 所 围 的 面积 扩大 ( 滞 夏 
图 20-3) ， 其 次 ， 如 果 井 线 7 上 的 两 点 4 和 瑟 把 这 曲线 分 成 长 


图 20-3 芭 20-4 


度 相等 的 两 段 ， 那 么 联结 这 两 点 的 直线 4B 一 定 把 曲线 7Y 所 转 的 
图 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 否则 我 们 可 以 用 面积 较 大 那 一 部 分 
关于 直线 48 的 反射 图 形 代替 面积 较 小 的 一 部 分 ， 这 样 就 扩大 了 
总 共 所 围 的 面积 〈 参 看 图 20-47， 

现在 ， 我 们 把 问题 转化 为 :寻找 两 端 同 在 一 条 直线 上 的 长 度 


为 六 的 凸 曲线 ， 使 得 这 凸 曲 线 与 直线 所 轩 的 面积 为 景 大 。 我 们 指 
出 :如 果 从 这 凸 曲线 上 的 任意 一 点 向 两 端点 引 射 线 ， 那 么 这 两 射 
线 所 夹 的 角 必 定 是 直角 。 否则 ， 只 要 把 两 射线 的 夹 角 改 成 直角 


《不 改变 图 中 画 朋 影 部 分 的 形状 ) ， 就 能 扩大 所 畏 的 面积 〈 参 看 
图 20-52。 
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转 ”20-3 


如 上 所 述 ， 斯 坦 纳 证 明了 :; “等 周 问 题 ” 的 解 如 时 存在 ， 那 么 这 
解 就 一 定 是 圆 局。 

性 急 的 读者 或 许 会 认为 斯 坦 纳 的 上 述 论证 已 经 完全 解决 了 
“等 周身 题 ? 。 斯 坦 纳 自 己 当时 也 是 这 样 认 为 的 ， 但 后 来 维尔 斯 
特 控 斯 指出 了 这 推理 方式 的 漏 酒 。 斯 坦 纳 仅仅 证 明 了， 如果 等 周 
问题 的 解 存 在 ， 那 么 这 解 具 能 是 圆周 。 然 而 解 的 存在 性 是 需要 证 
明 的 ， . 
后 来 有 许多 学 者 继续 研究 等 周 问题 。 有 的 把 斯 坦 纳 遗 留 下 来 
的 漏洞 补 好 ， 有 的 发 展 了 其 他 的 证 明 方 法 。 下 面 将 介绍 等 周 问题 
的 一 种 著名 的 分 析 和 解法。 这 种 解法 是 胡 尔 维 蒜 (A ,Hurwitz》 在 
1902 年 作出 的 。 我 们 限于 在 分 段 连续 可 微 的 简单 后 曲线 类 中 讨论 
问题 ， 

属 7 是 一 条 有 具有 分 段 连 续 可 微 的 参数 表示 的 简单 用 曲线 ， 其 
周 长 为 L。 以 浙 长 为 参数 ， 可 以 把 曲线 ? 的 方程 写成 ， 


X= X(t), p= 05), 3ELD,L], 
CX = XC YOO = yD, 
为 了 正面 讨论 广 重 ， 我 们 作 变 元 蔡 换 


2 


轩 


而 把 曲线 7 的 方程 改写 为 ; 


T= Y=, te [0,2:x], 
PAD = PLY, PON = peonD)), 
画 数 和 ?可 以 按 周 期 2x 延 拓 ， 然 后 展开 成 傅 里 时 级 数 ， 


a 一 . 
8CD = 这 + 和 (Car eos Kt + by sin kt), 


Ct = 一 之 | (Car cos kt + By sin KE 
我 们 来 考察 导 国 数 % 和 的 情 里 叶 级 数 : 


pr’ CE) 一 本 十 Ka cos 了 t+ by, sin KEY, 
k=1 


网 (2) ~ 名 > Cax sos kt + Pr sin Kt), 
通过 简单 的 计算 就 可 得 到 


yo = 二 | 多 《td = 外 TD — pCO) = 10， 
0 


于 
r ] 3 TI ) 


= 二 | eet)eos Et 济 + 台 yt)sin Ktdt | 
nt 业 站 


类 似 地 可 得 
to 二 目下 有 = 一 下 
KE=1, 0, 
篆 助 子 帆 塞 不 等 式 ， 可 以 用 全 里 时 系 数 obresyornsBr 等 ， 表 
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示 曲 线 ?的 周 长 上 与 面积 A。 首 先 注 营 到 


s= 上 Li, 
DA 
三 ;= ) = (pr CY + Cp CD 
从 这 关系 六 发 ， 利 用 帕 塞 巨 等 式 就 得 到 
LL” 


.一 | fee C002 + Cp C0) ?de 


ei 
= > Car)? t (Ch)? + Co)? + (PY?] 
rl 


+m 


TY kastott+ort pi). 
EE= 1 


其 次 ， 将 曲线 YY 所 围 的 面积 4 表示 为 曲线 积分 并 利用 由 塞 天 等 
式 ， 我 们 得 到 
六 二 ¢ Xd 


-| ow a 
= re hel 
-Eke be heen). z 
(这 里 ， 我 们 想 定 当 参 数 1 从 0 变 到 27 有时， 点 (9 中 ，y0)) 襄 


逆 时 御 方 向 描 出 曲线 Y， 必 要 时 以 2 代替 :作为 参数 ， 总 能 
使 这 要 求 得 到 满足 。 ) 
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利用 周 长 与 面积 的 表示 式 ， 我 们 得 到 


下 


全 -4 全 KE? Car+ bit ott Be) 


- > 2k(arpy 一 pxae) | 


上 时 了 


-3 Co — Pr)? + (kb tary®] 


+ Dk: Dg+ BE }. 
尺 呈 a . 
上 式 右 边 各 项 都 是 非 负 的 。 我 们 证 明了 “等 周 不 等 式 ”， 


(4.5) A<t_ 。 
T 


当 且 仅 当 下 面 的 雏 件 得 到 福 足 上 时， 等 周 不 等 式 才 能 取 等 号， 
kar = Pry Kbe = — Grs KR=1,2, "3 
SE = = 人 0, 人 
这 就 是 览 ， 当 且 仅 当 以 下 条 件 满足 上 时， “(4.3) 才 衣 取 等 号 ; 


全 -dsb = 


4. 和) r= Ar=ar b=0, KE =2,3, re, 


这 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 曲线 ? 的 方程 为 以 下 形状 时 ， (4.3》 中 才 
能 取 等 号 ， 
x=¢(t) = +a COs + EI sint, 


“ 0<<e<2r， 


一 RE 一双 - 2 一 包 4 上] t+ Bin Fy 
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x 由 ? 党 ) = 中 又 
( 2 ) +(y 加 = 十 由 了 


这 样 ， 我 们 证 明了 :， 当 县 仅 当 盟 线 ?是 圆周 时 ， 它 所 转世 的 面积 
才能 达到 最 天 什 


8$5 周期 为 2! 的 傅 里 叶 级 数 , 弦 的 自由 振动 


5,a 周期 为 27 的 全 里 叶 奴 数 
与 周期 为 27 的 情形 类 亿 ， 对 周期 为 2 的 国 数 fx， 也 可以 
讨论 它 的 博 里 时 级 数 展 开 问 题 。 这 里 只 简单 地 际 述 相应 的 结果 。 
证 明 的 过 和 君 就 不 再 重复 了 。 -。 
在 多 [ ~!, 门 中 可 以 引进 内 积 
(Cf, 9) - 工 | FxYatr) dre, 


按照 这 内 积 ， 以 下 函数 系 是 规范 正 奕 的 ， 


1 ni Nx Kt Kx 
C5.D ors sn i 


于 是 ， 我 们 可 区 来 考 赛 国 数 FE .多 [ -i 由 关于 (5.1) 的 体 里 叶 级 
数 ， 


Tt 


站 二 也 工艺 Enx 
f(x) ~ 十 > cna + bx sin 一 


这 里 的 系数 可 按 认 下 的 欧 拉 ~- 传 里 叶 公式 计算 ， 
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“7 f Cx)dx, 


k=1,2," 
对 于 任何 阔 数 f€ 多 [ -4 人 站， 以 下 的 帕 塞 瓦 等 式 成 立 


2 十 人 ! - 
at) = | copdx， 
KE=1 ~! 


并 且 有 
lim Sa— /| 一 


车 


这 里 的 5S， 是 钞 数 了 的 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 | 
SCz) = 和 + >(e eos + :in ) 
n= 1,2s°"。 
如 果 周 期 为 下 的 图 娄 了 在 区 间 F 一 ,1 上 分 段 避 币 或 者 分 段 


单调 ， 那 么 这 范 数 的 傅 里 时 级 数 在 任意 一 点 xs 收敛 于 


frorO + ixo -0 
己 中 


如 有 果 了 是 周期 为 旭 的 悄 函 数 ， 那 么 的 傅 里 时 级 数 只 含 伟 
弛 部 分 ， 


ex 


ed | 
Cx) 一 了 上 + 之 | a cos- 六 


其 中 
364 


af! 
ao = ,AC dx, 


i x 
w= ， FFCxD7cos 六 dx, Eo 


如 果 了 是 周期 为 2! 的 次 函数 ， 那 么 f 的 传 里 计 级 数 只 含 正 荡 部 
分 : 


. i , 
f(x) ~ > br Sin- ps 
k= 1 


2 0! . Knx 
| fr)sin -1 dt, KE 二], Dr 


5.b 续 扰 动 方程 


我 们 来 考 桔 数学 物理 中 的 一 个 颇 有 名 气 的 问题 一 一 张 的 自由 
振动 问题 。 这 问题 曾 在 十 八 世 纪 中 叶 到 十 九 世 纪 初 引起 了 数学 界 
的 一 场 大 党 论 ， 促 进 了 们 里 时 级 数理 论 的 诞生 和 发 展 。 这 问题 的 
实 昧 模型 在 艾 乐 器 上 的 一 根 贿 紧 的 路 。 这 上 总 受到 初始 拨 动 之 后 就 
开始 振动 发 户 ， 在 振动 的 过 程 中 不 再 受到 外 力 的 作用 《 记 以 被 称 
为 “自由 振动 >) ,下 面 , 我 们 来 推导 总 的 自由 振动 所 往 足 的 方程 。 

在 平面 上 选 定 一 个 坐标 系 品 EY。 为 了 下 面 叙 述 方 便 ， 我 们 
认为 OX 轴 冰 水 平方 向 而 OY 畏 尖 竖 直方 向 设 芝 OL 张 紧 在 
O00,0) 和 工 U, 人 两 点 之 间 ， 这 比 受 到 一 个 在 OXY 平面 内 的 初 
应 拨 动 之 后 ;就 在 这 平面 内 振动 。 我 们 设 这 蕊 是 绝对 柔 硕 的 ( 浴 有 
杰 曲 应 力 ， 张 力 汕 着 这 豆 的 切线 方向 ) ,完全 弹性 的 《弹性 张力 的 
大 小 五 与 相对 伸 长 成 正比 ) 和 均 名 的 《 线 密度 2 是 常 数 }。 我 们 
只 限于 考察 弦 的 微小 横 振动 。 即 认为 总 上 每 一 点 内在 坚 前 方向 
上 作 微 小 的 运动 。 于 是 ， 荡 上 每 一 点 的 热 华 标 J 取决 于 读 点 的 横 
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举 标 * 与 时 间 变 量 +t ， 
y= Xt , 

因为 续 的 所 动 很 微小 ， 在 振动 过 程 中 所 增加 的 相对 伸 长 可 以 忽略 
林 计 ， 所 以 可 以 认为 弹性 睫 力 的 数值 五 始终 不 变 〔 等 于 平衡 状态 . 
时 嘴 的 张力 ) . 

考 赛 这 续 上 下 介 于 点 (Cx,#(CXy 拉 ) 与 点 (XY 二 AXyYCX 十 AXy 相 ) 之 
闻 前 一 小 段 。， 我 们 对 这 一 小 段 写 出 半 顿 第 二 定律 的 方程 。 因 为 在 
水 平方 向 上 没有 运动 ， 所 以 我 们 可 以 集中 注意 力 于 坚 直 方向 。 设 
在 点 Crykzy 纪 7)》 处 ， 芝 的 切线 与 OX 轴 的 淆 和 角 为 axz 蜂 。 则 有 
(5,2 Hainotrt+Ar,t) — HH sinca(x,t) = Ar2 2 
因为 荡 的 振动 很 微小 ， 可 以 认为 


. OF 
所 1 让 0==18 一 Bx* 
干 是 方程 (5,2) 可 以 写成 

里 
8( 汇 (x+ AXst) — 和 (zt )= opal 5 过 。 


这 起 两 边 除 以 Ax， 然 后 再 让 Ax 一 0 取 极 限 ， 就 得 到 


dy oy 
z Hs = Pri 
强 的 生 由 据 动 应 满足 这 样 的 方程 
diy Oy 
5.3) Ot2 二 Ox: 
其 中 的 “是 一 个 常数 
| 所 
“= 上 


张 振 动 的 实际 问题 ， 还 给 方程 (5.3) 的 解 附加 了 一 定 的 条 件 。 机 
为 防 的 两 端 是 固定 的 ， 所 以 解 应 恋 满 足 这 样 的 边界 条 件 ， 


又 因为 续 的 控 动 是 由 初始 抄 动 所 引起 的 初始 位 置 和 初始 速度 决 
定 了 以 后 的 振动 状况 ， 所 以 解 应 谈 由 以 下 的 初始 条 件 所 决定 ， 


ye, 0 一 Bx), 
DY 
3ge** 0 二 Pe), 


这 里 的 印 数 ? 和 ?在 区 间 [0, 口 上 有 定义 ， 并 且 满 足 条 人 忻 
P00 = 0D = $0 = yD =0, 


5.c 用 分 从 变量 法 解 弦 振动 问题 
考 罕 附加 了 边界 条 件 与 初始 条 件 的 荡 振 动 问题 ， 


yt0.t) = vet, ty 二 心 ， 
0 = 


(5.4) 


py 
gr 0 = (x) 


我 们 将 用 分 离 变 量 法 求解 这 问题 。 

首先 ， 暂 不 考 虚 边 界 象 件 与 初始 条件， 我 们 党 来 探索 比 振 动 
方程 如 .3)》 的 以 下 形状 的 解 ， 
5.5 Vx) = OT OY , 
将 <5.5》 代 入 (5.3) 就 得 到 

XAT OH) = oN XI TY, 
也 就 是 
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下 2 站 ,2 (x) 
5.0) TO T° XD 
这 式 的 左边 只 是 变量 ;的 函数 ， 右 边 只 是 变量 * 的 函数 。 要 使 
(5.6) 成 为 恒等式 ， 必 须 等 号 两 边 的 比值 都 是 常数 。 我 们 设 


0 
XXY 
于 是 得 浏 
XAX=0, 
(5.7) { 
: 了 7 一 Ac2 人 一 站 
为 了 使 随 数 
了 KE 二) 
福 足 边界 条 忻 
#0 = XO TOU) =0, 
yt) = DTHY =0, 
还 应 要 求 


XD =XD =0. 
我 们 寻求 满足 以 下 条 件 的 国 数 革 ()， 
[2 -AX=0, 
X= XD =0, 
分 几 种 情形 来 讨论 ， 
情形 1 4=0。 求 解 方程 X” = 9， 我们 得 到 (x) = ax+ 
但 要 满足 条件 
XV) =XAH) =0, 
只 能 是 0==0， 大 (x) 志 0。 对 这 种 情形 ， 椒 存在 非 平凡 解 . 
情形 2 2120。 对 这 种 情形 ,求解 方程 X7 -4X =0, 我 们 得 到 
KX) =nevsr + Pe-~ar, 


但 要 诸 足 条 件 
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上 
的 一 人 此 本， + Be-vi 一 站， 
只 能 有 4=P=0， 旭 并 (Xx) 三 0。 对 这 种 情形 ， 氢 不 存在 非 平凡 


解 . 
情形 3 4= 一 局 <0。 对 这 情形 ， 方 程 


”二 由 一 站 
的 通 解 为 
XC) 一 让 Cos HX+ ain A#x, 
但 要 满足 
信和 =4 = 
XU = eo0s HL+B sin KI = 0, 
只 能 是 


人 = ain px, 
nm ， 
Ha n=1,2, 


对 应 于 这 情形 ， 方 程 


TT + HiattT 一 心 
的 通 解 为 
TO = A cos cut + Bsin ont, 
于 是 ， 问 题 
Oy. 0°y 
Bt Ax?? 
yO = yt) = 0, 
yr t= CT EY 
的 非 平 几 解 只 能 十 
yn (x,t) ={(4， cos 2 + 有 ssincra sin Ty, 


[i 二 了 2， 于 
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我 们 把 上 面 得 到 的 解 适 加 起 求 ， 希 望 和 尔 数 ylx, 四 能 满足 蕊 
始 条 件 。 这 就 是 说 ， 要 求 


Se nr 和 
HEELy = > 二 nn cos 了 二 + Hn Sin™y™ jsin 本 


和 盖世 


满足 条 件 


+ 


于 -1 


Sx,0) = sn 二 由。 


虽然 航 数 PCxz7y 和 YE 只 在 区 了 间 [d 后 上 笃 出 ， 伺 我 们 很 容易 把 这 
两 销 数 扩充 为 定义 在 区 闻 [ 一 4 刁 上 的 奇 函 数 ， 然 后 又 可 按 有 周期 21 
把 这 两 函数 的 定 交 域 扩充 到 整个 数 轴 上 。 扩 充 定 义 后 的 函数 仍 记 
为 V(x) 各 Vx}。 作 这 两 函数 的 但 里 姥 展 开 ， 就 可 求 出 解 
3 (xy 上 表示 式 中 的 系数 As 和 B84 (n =1,2;"…)。 这 样 ,通过 试探 ， 
我 们 得 到 续 的 自由 振动 问题 (5.4)》 的 以 下 形式 的 解 


Ui,ty = >(A, Coa t+ BB: sin -天 : ain Ty 


R=1 [ 


其 中 


An = 3 | PE}sin dx, 


还 需要 验证 所 得 的 表示 式 诡 实 是 续 振 动 方程 的 解 。 为 此 ， 需 
要 对 ?和 y 加 上 一 定 的 条 忻 。 我 们 不 淮 备 叙述 细节 ， 只 是 指出 以 
下 结果 ， 和 如果 ”是 4 次 连续 可 徽 的 ，% 是 3 次 连 续 可 微 的 ， 那 么 
利用 分 部 积分 法 容易 得 到 ， 


全 7 人 


41= 0 (二 )， Bn=O{ 去 ). 


在 这 样 的 条 件 下 ,记得 的 y(x*, 引 的 级 数 表 示 式 可 以 逐 项 微分 2 次 ， 
并 且 容 易 验 证 这 表示 式 确 实 清 足 菠 振 动 方程 。 

六 察 节 振动 方程 解 的 级 数 壳 示 式 ， 对 于 弦乐器 的 发 声 性 能 ， 
可 以 得 出 一 些 有 趣 的 结论 。 首 先 ， 我 们 注 套 到 ， 纺 的 各 谐振 分 量 
的 圆 频 这 为 


其 中 


对 应 着 基 音 ， 其 他 的 ws (nr= 2,3,) 对 应 著 和 泛音 。 基 次 的 频率 
( 基 频 ) 决 定 了 党 调 的 高 低 ， 基 音 与 泛 容 的 能 量 对 比 决定 了 音色 。 
我 们 看 到 ; 

(1) 苞 的 振动 频率 与 息 长 成 反比 ， 因 而 较 短 的 张 发 出 的 声音 
较 高 ; 

{2) 芯 的 振动 频率 与 张力 的 平方 根 成 正比 ， 因 而 张 得 越 紧 的 
荡 发 出 的 音 越 高 ; 

(3) 苇 的 振动 频率 由 总 长 ， 豆 的 线 密 诬 以 及 弦 所 受 的 张力 决 
定 ， 因 而 拨 苞 的 位 置 基本 上 不 影响 音调 《但 可 能 最 响 音 色 )， 
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6.a 人 情 里 叶 级 数 的 复数 形式 
在 电工 学 中 ， 通 常 把 如 下 形状 的 早 叫 做 揽 谐 推动 


C8, 1》 区 二 中 如 4 人 


这 里 的 复数 


站 三 rete 


被 称 为 复 振 幅 ， 而 实数 4 访 称 为 轩 渗 准 。 复 谐振 动 (6.1) 可 i 号 
成 
X= =rico0staut + +t sintut + 07}, 
我 们 着 到 ，(6. 1 的 实 部 或 碟 部 就 是 通常 的 谐振 动 。 复 振幅 的 神 
| 站 | 一 了 

就 是 通常 的 振幅 。 复 控 巾 的 幅 角 8 就 是 通常 的 初 相 。 在 交 访 电 的 
应 用 中 ， 常 常 需要 计算 频率 相同 但 振幅 与 初 相 不 局 的 者 千 量 的 选 
可。 这 时 有 茉 用 复数 形式 就 比 采 用 三 和 角 孙 数 形式 方便 ， 

半期 函数 的 悍 里 叶 级 数 形 开 ， 意 味 闭 把 复杂 的 振动 分 解 为 谐 
振动 分 量 之 和 ， 下 面 ， 我 们 设法 把 各 谐振 动 分 量 号 成 复 谐 振动 的 
形式 . 设 /co 是 周期 为 3! 的 函数 ， 它 的 傅 里 叶 级 数 为 


fi) ~ 受 + SD Ca co hws + bye sin at)， 
其 二 了 


这 里 


我 们 有 


ao + > Car cos Jewt + by sin Kowt) 
r=1 


= By 十 二 Car 一 Cons Rot + t sin Kewt) 
kl 


+ > {ar 十 bY Ceons Rit — 1 sin Kwi) 


Ls | 
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R= 
这 里 
co = 0, 
2 
OE dete 四 
0o_ = St 5,, 
= 1 .2， we 
这 样 得 到 的 级 数 
六 Cieiket 
Ee 
锌 称 为 孜 数 了 的 复数 形式 的 博 里 叶 级 数 ， 记 为 
(6.2) ft) ~ 5 CKP Te 


Ee -= 


其 中 的 系数 可 按 以 下 公式 计算 ， 


| 
~ 区 | fC) Coos Kot ~i sin kut) dt 


1f! kat 
= 于 fe dt, 
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年 在 ~ dt tek 


一 示 | OY Conon fewt + 1 sn 天 加 dt 
-1 
= 才 | fityeirotdt 
2 1- 


o= 本 ， = 1,2,, 


在 本 节 中 ， 我 们 把 在 区 间 [ ~ 1, 全 上 可 积 的 实 变 复 值 沙 数 的 集合 记 
为 F[ 一 ,站 。 如 果 在 .多 [ - ! 申 上 定义 下 米 特 CHermite) 内 积 如 
下 ， 


(0 = 二 | 0 9G5at， 
那么 函数 系 

{oiror|kE DZ) 
是 规范 正 交 的 (这 里 。= 气 )。 事实 上 ， 我 们 有 


1 
| almoroe .imtde 


Lf 
= | Olmat roe- inntdr 
-| 


:| alim™ ain td 
2 JJ- 


[- 如 果 mm = 9， 

0、 如 果 ma-rau 

复 雪 形 式 健 里 于 级 数 的 系数 计算 公式 可 以 写成 
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1 


pr 


“FF 二 (Cf) ,eit®t), KE 之 。 
在 实际 应 用 中 ， 常 常 需要 考察 一 个 周期 革 /所 的 洛 造 振 分 黄 
的 振幅 分 布 情 品 。 把 1 (展开 成 娄 里 时 级 数 


f= Dl onetket, 


KR- 
我 们 看 到 ， 对 应 于 频率 
wy RD 
析 诺 的 谐振 分 量 的 振幅 为 
[lel ,Tesd ,ee ee 
以 槛 坐标 表示 频率 ， 以 级 坐标 表示 振幅 ， 我 们 作出 如 图 20-6 那 
样 的 图 示 。 


区 ?FE 


人 们 通常 把 象 图 20-6 那样 的 图 示 岂 做 疾 谱 国 。 频 谱 分 析 是 研究 
各 种 实际 振动 问题 的 很 有 用 的 工具 .。 


6.b 情 里 叶 积分 简介 


设 了 (是 定 六 于 及 上 的 一 个 非 敬 期 函数 ,截取 这 函数 定义 
在 | 一 !, 站 上 的 一 自 ， 
Fi = F000), teEC-t,0, 
然后 将 这 段 图 数 扫 周 期 2! 延 拓 : 
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fron = /0 YtelL mi ne ww, 
这 样 ， 我 们 得 猎 一 个 周期 为 2 的 函数 的。 询 果 国 数 了 是 这 
续 的 ， 并 且 在 任何 有 限 区 问 上 分 度 可 币 或 分 段 单调， 那么 隔 数 
ft) 就 可 以 展开 成 傅 星 叶 级 数 


中 c= dm? 
(6.3) f(D = YD) ene 


es Tr! 了 一 
> | fe dr， 


入 一 
这 里 
好 开 


了 了， 


的 一 nC 


我 们 来 考 窒 ， 当 i 一 > + co 时 ， 展 式 66.3) 的 权限 大 臻 是 你 样 
的 。 为 此 ， 我 们 把 » 看 作 一 个 连续 变化 的 实 变 量 , 而 把 oo。 看 成 
的 离散 取 伪 ， 注音 到 


wn = 末了 + Hn 二 各 量 
1 - 工 vo - = 
3 rn 的 六 -1 放 A TT 


我 们 可 以 把 6.3》 式 写 成 


Li-TF} 


I 加 1 + , i im . 
(8.4) fw = 起 名 Aoo| fe dr, 


当 i- + co 时 ,Aun = 本 一 0。 可 以 设想 〈6.4) 式 的 右 端 趋 子 如 下 


的 积分 
lr™ “” it 
二 | au | feye 4 -dr 
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(6.5) fy ~ de [foneiet- ndr, 
DN -上 


这 里 的 讨论 当然 不 能 看 成 严格 的 证 明 。 人 但 通过 这 样 的 讨论 ， 我 们 
可 以 猜测 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 调 数 了 能 有 形状 如 6.5) 那样 的 
各 分 表示 。 我 念 把 《6.5》 右 端 那样 的 积分 表示 叫做 人 博 里 时 积 


分 。 
人 们 和 常 把 《6.5) 右上 端的 两 重 积 分 拆 开 ， 分 别 写 成 


(6.6) fo = | /ere erar 

和 
《6.7) fC =| Pooemtaw， 

从 隙 数 放 DD) 到 函数 了 (5) 的 变换 (5.6) 被 称 为 全 里 叶 变 换 。 从 函数 
Cw》 到 国 数 7( 如 的 变换 (6.7) 被 称 为 傅 里 叶 首 变换。 这 里 的 情 


形 可 以 与 周期 为 2 的 汞 数 的 铺 里 时 级 数 作 一 类 比 、 如 果 我 们 把 
周期 为 27 的 函数 7 的 傅 里 叶 系 数 记 为 六， 那么 


{8B.8} 了 Km) 一 | Free rdr 


(RE 
从 国 散 (2) 到 它 的 傅 里 上 时 系数 (7) 的 计算 公式 (6.8) 可 以 者 成 
“ 册 散 的 傅 里 时 变换 2? ,而 傅 里 时 级 数 展 式 


CB.9) it} = SY panyetnss 


mo 


可 以 看 成 “离散 的 傅 里 时 逆 变 换 ”。 
上 面 关 于 健 里 时 积分 公式 (6.5) 的 讨论 只 不 过 是 形式 主义 
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的 推 芝 。 限 于 篇 旺 ， 我 们 赂 去 严格 的 证 了 明 。 这 里 民 人 如 指出， 和 如果 
函数 f(t) 在 CC- co,+o) 连 续 可 微 并 且 绝 对 可 积 ， 那 么 以 下 的 体 
里 时 积分 公式 成 艺 : 


fet) = 二 | ae| frye todt-mdr 
最 后， 我 们 简单 地 介绍 傅 里 叶 积 分 公式 的 其 他 形式 。 显 然 有 
三 Frty)yedtiet-rIdr = 上 Fr ycos w(t — tydr 
+ | fsa 站 [QT 
这 积分 的 实 部 是 u 的 侦 荡 数 ， 而 虚 部 是 wo% 的 奇 国 数 ， 因而 
2 aof protort- nas 
-2 fa fCr)eos w(t— Tdr, 


于 是 ， 全 里 时 积分 公式 (6.5) 可 以 写成 


ft) = | us | eroos wt tdr, 
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i pp 


第 二 十 一 章 ” 含 参 变 元 的 积分 


我 们 来 考察 积分 
rc aax 或 | gar. 


这 些 积分 的 被 积 函 数 ， 除 了 依赖 于 积分 变 元 x 而 外 ， 还 依赖 于 一 
个 参 变 元 。 由 这 样 的 积分 ， 定 义 了 参 变 元 上 的 函数 


b 
vt) = | fC, dx 


y C8) -| (t,x) dx, 
本 章 训 来 研究 用 这 种 方式 定 交 的 函数 。 


31 含 参 变 元 的 常 义 积分 


设 瑟 性 及 ， 国 数 8 人 在 五 [La 连续 。 本 闻 考 察 这 样 一 
些 含 参赛 元 的 积分 ， 


Ct) = | fdr 


J (ts) 上 = | fs,* dz。 


首先 考 尝 对 参 变 元 的 连续 性 。 

定理 1 如果 函数 8 2 在 石 x[a: 专 王 一 致 志 续 《 例 旭 这 
桩 的 情形 ， 忆 是 有 界 闭 集 ， 函 数 bz 在 万 x[esp 上 选 续 )， 
那么 由 含 参 变 元 的 积分 所 定 又 的 国 数 


b 
TD =| f0, a 


在 集合 五 上 连续 。 
证 明 对 于 t+,ih€ DD， 我 们 有 


[a 1 
TD -rdoy1= | Cf 1,10) — ft edx 


D 
< fe, — f(tos x) | dx, 


因为 函数 f(t,x) 在 Dx[La,b] 上 一 致 过 续 ， 所 以 对 任何 s>0， 存 
在 5>>0， 使 得 上 只 要 


t,t’ 上 D, xx [2b], 
[et | ~ <D 
就 有 


. 5 
|f Ox) 一 天 
于 基 ， 只 村 tytoED, It-to|<6, 就 有 
b 
HG -TGS fe -fo ldrcs, 


这 证 明了 了 定理。 LD 
定理 1 设 函 数 f(t,*) 在 LQ,81x[a, 幻 上 连续 ， 则 函数 


了 -| fx) dx 
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在 [a， pixtae] x La 上 连续 。 
如 果 阔 数 7 切入 足 上 面 所 说 的 条 件 ， 国 数 ?人 科 的 在 
区 间 [La,p8J 上 连续 ， 并 且 


Pty 
如 去 sb Yt [oe, p], 
wy 
那么 隧 数 
Kt) = 上 fds 
在 区 间 [Lo,8] 上 连续 。 


证 最 因为 国 数 ,在 L& 户 ] x Lay] 了 上 连续， 所 以 可 设 
| 和 [ay x La,t], 
我 们 有 


Le 
Tu,v) =| ft xdx 


bp i EE 
=| CE +| f0,xdx+ | it, xy dr, 
up 着 tn 
{jG, ut, 0) ~— J tos toy Vo) | 


<|| .co 10) dr ] 
+ fe, wax 十 由 re:paz| 


bs 
MR -fo ldx+ Mu wl + Mem!, 


利用 这 不 等 式 ， 读 者 可 以 之 无 困难 地 完成 定理 第 一 部 分 的 证 明 。 
如 末 把 
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[中 过 过) 
KD= | foxyas 
Pty 
看 成 复合 国 数 ， 
KO = T(t, Ppt), PY, 


那么 定理 第 二 部 分 的 结论 也 立即 可 得 到 。 器 
下 面 ， 我 们 考察 含 参 变 元 的 常 义 积分 对 参 变 元 的 可 徽 性 。 
定理 2 ” 设 国 数 7jG, 幻 在 [ca, 扑 <x[a,5 上 连续 可 逢 ， 则 力 煞 


了 (的 =| fx) dx 
桩 区 间 [La; 站 上 连续 可 微 ， 社 且 
1 (8) -| ds, 


证 明 我 们 有 


了 人 十 T 一 了 (人 
于 


-六 Te+a 区 =-f ax 
各 下 


baf 
二 | 2 | 
| a tt 十 站 并。 


因为 函数 引 (2,*) 在 [es 有] x fay 扫 上 是 一 发 连续 的 ， 所 以 对 任何 
e>>0， 存 在 3>0。 使 得 只 要 


t/t La， Bj 区 EE Lasbi, 
2 -tl<6, |x’—x|<6, 
就 有 


382 


TP 


[ee :一 Ce, x) [<5 5 


于 是 ， 只 要 0<|7]<6， 就 有 
| I 0) -| ge, dx | 


?af,, ,., _ af 
<| | rer,*) Ey dx<e, 口 


定理 2′ 设防 数 / (t,x) 在 [a, 有 x [a,51 连 续 可 微 , 则 函数 
‘J, u,v = | #0, 0 ar 
广 [8,2IX[a, 引 xLa, 站 迷 续 可 向 ， 并 且 有 


1 

SCs tv) = 人 Fa xydx, 
4 

ts ts) “fu), 


Suv) = Ad yy, 


如 时 郴 数 FQ, 满足 上 面 所 说 的 条 件 ， 葬 数 p Ct) 和 (四 在 
区 间 [ey BJ 上 连续 可 微 ， 并 且 
人 


站 三 < je 
Cz) 
KOy = | Fear 
条 上 末 
在 区 间 [e, 8 上 连续 可 微 ， 并 且 
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六 
Ec sr 站 aftt, x) di 
PL) ot 


—fO PP Ct) + FO VE YT (yo) 
证 明 ”依据 定理 2， 我们 求 得 


8 (su) = |¥ (tx) dx, 
依据 第 妃 章 $3 的 定理 2， 又 可 求 得 


Ou, Jy) 二 -f(t,u), 


0) ca = 7(t, 0), 

bv 
从 这 些 表 示 式 可 以 看 出 ， 函 数 ,u,v) 是 过 续 可 微 的 ， 把 基 (1》 
看 成 复合 函数 

Kf) 三 了 CE Pt VEN), 
利用 复合 函数 微分 的 链 式 法 则 说 得 到 


Kr) = 2 ds 


一 了 人 的 人 了 全 CO) FFE pNP CD. 器 
最 后 ， 使 据 重 积分 化 为 票 次 积分 计算 的 有 关 结 果 ， 我 们 陈述 
对 参 变 元 积分 的 法 财 : 
定理 3 设 国 数 f(t,*) 在 [&, 1x[a,b] 连 续 ， 并 设 
1) = jy xdx， 


则 有 
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[1 (1)dt = f(s, dt Jax. 


证 明 在 所 给 条 件 下 ， 函 数 (t,x) 在 矩形 [a,x [a 上 
的 二 重 积 分 与 两 个 景深 积分 都 存在 并 且 相 等 。 我 们 胎 


| af ree, 0ax= | aa "fts x) dt 
这 也 辟 是 
| ra (fo, wa )ax. 口 


倒 1 设 5>a>0 试 计算 税 分 


[= | dx 


解 ”这 积分 可 以 写成 
I = az| xvay, 


jz) = 


在 [0,1.] x[a， bj 连续， 所 以 两 个 积分 号 可 以 交换 次 序 。 我 们 得 到 


I= -| dz| xdy = | dy| xsdx 


因为 国 数 


例 2 设 rE5-11， 斌 计算 积分 


10) = nd ~ 2r co 9+ 1)ag, 
0 
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解 ” 对 任意 取 定 的 rEC《-1,1)， 存 在 正 数 5 ， 使 得 [|r| 二 $b 之 
1， 国 为 函数 
fr =lorl -2r co gtr) 


在 - 0,5] x Lo0,#]. 上 连续 可 微 ， 所 以 (rf) 可 以 在 积分 号 下 求 车 
数 ， 


™ Of tr,0) 
Tiry 过 12 as 


-| 0 9+2r 


01 一 OF CDSH 十 md。 


我 们 来 计算 这 后 一 积分 。 对 于 r= 9， 显然 有 
J’ C0) = 上 -2 cos PO = 0, 
对 于 ?天 0 的 情形 ， 计 算得 


/ _[™ —2 co080+2r 
/ 0 = [de 


_1f" r?~1 
= | (+ 


= lio_ oarctaf lit” | 
tle 2aro tg( 1 | 


[| 


一 一 这 里 ,我们 借助 于 “万 能 将 换 ”+ = tg- 求 出 原 函 数 ， 然 后 利 


用 牛 瑟 - 荣 布 尼 益 公式 计算 积分 
因为 有 
4’ ry = 0, 如 人 所 一 区 
所 以 Jr) 在 区 间 (《- 1,1) 上 是 一 个 常数， 
38 避 


JO) = 710) = 0. 
这 样 ， 我 们 证 明了 


| ma —2rcosd+rYyd =0, Yrec—1i,1)., 
籽 


8$ 2 关于-- 致 收 倒 性 的 讨论 


在 考 宫 含 参 变 元 的 广 久 积分 之 前 ， 先 对 一 致 收 仇 性 问题 作 较 
一 般 的 讨论 。 

本 节 中 ， 我 们 作 以 下 这 些 一 般 性 的 假定 ， 也 和 E 是 民 的 子 
集合 ， 贡 {或 者 + 吕 ) 是 已 的 附 点 ! 函数 F(t， 在 DxE 上 有 定 
蒜 ， 并 且 对 在 何 iE DD， 存在 有 穷 的 极限 


lim Fit, ,uy =¥{t) 志 下 
Li 


(或 者 lim Flt = (0 ER), 


定义 ] 如 果 对 任何 8 汪 0， 存 在 5 汪 0( 或 者 A 汪 站 ， 使 得 只 
要 
ue EF, OIu ~ uu, < 
(或 者 LEE，H>A)， 
就 有 
sup | 站) — P(t) <a, 


那么 我 们 就 说 ， 当 4 沿 超 于 声 (或 者 + 00) 有时， 国 数 正人 人) 
对 ED 一 玛 地 收敛 于 极限 立 数 8(t)， 记 为 


Pl pt) 
人 全 万， 一 一 > Ug (或 者 + 501)， 


仿 昭 第 干 无 避 和 3 定理 2 中 的 作法 ， 我 们 可 以 证 明 ， 


定理 1 当 #>t 了 时 (或 者 #-x 和 S50 时)， 函 数 Flt,u) 对 
所 站 一 至 地 蚊 化 于 某 个 授 限 通 数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 
er0， 存 在 950 (或 者 A 半路， 使 得 只 要 

uu EE OZ|u-ul<d, 0<lu’ -ul 6, 


{或 者 LU ER UAW >A,) 
就 有 
[FOU -FUOuUN le, YE 

在 第 十 轧 章 中 ,我 们 曾 寺 论 了 国 数 序列 的 一 致 收 总 性 。 其 实 ， 
这 里 所 介绍 的 更 为 一 般 的 一 致 收敛 性 ， 仍 可 惜 助 于 函数 序列 的 一 
致 收敛 性 来 加 以 考察 的 . 

定理 2 当 W 一 tw 膨 (或 者 Ur+ co 有 时)， 冰 数 F(t,4) 对 
iE DD 一 至 地 收 八 于 极限 羡 数 9 人 9 的 充分 必要 条 件 是 对 于 
ENtue} 中 满足 条 件 un 一 to 的 任意 序列 [4n} (或 者 五 中 满足 条 和 忻 
un 一 二 00 的 任 疙 序列 (14 })， 相 应 的 每 一 眼 数 序列 

patt) = Flyun), n=1:2,°e, 
都 在 D 上 一 致 地 收 伍 于 极限 冰 数 ?(、 

证 明 条件 的 必要 性 很 容易 验证 ， 下 面 ， 我 们 来 证 明 条 性 的 
充分 性 《用 反 证 苇 }) ， 恨 如 当 -ve 了 时 【〔〈 或 者 4 一 +oo 有 时) ， 孙 数 
Flu 对 teED 不 一 收 政 狂 于 #0)， 那 么 对 荣 个 8 二 0， 不管 
EN 坊 样 大 ， 总 存在 un 忆 B， 使 得 


1 
0<1ua 一 to < 了 (或 者 Hn HH) sy 
sup |F {tyun} 一 站 人) | 2 
二 瑟 


对 这 样 得 到 移 国 数 序列 1a}， 虽 然 有 
un EH Hn—*uoy 
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得 相应 的 函数 序列 
Po ty = F(a) (CH= 1 2,") 
却 不 能 一 致 地 收 人 证 于 极限 晴 数 ?了 了 (，。 口 
下 面 ， 我 们 考察 极 鼎 扼 数 的 分 析 性 质 。 
定理 3 投 吃 =[e,8]，EC 坟 RR，ww 是 三 的 一 个 取 点 (或 者 
+ co 是 已 的 一 个 聚 点 )， 国 数 FU,u) 在 DxE 上 有 定 关 ， 并 且 
已 ta 对 每 一 取 定 的 4 < 已 是 二 的 和 连 肆 国 数 。 如 果 当 4>vo 时 
《或 者 当 4 一 + co 时) ,函数 FFU,yu) 对 tED 一 性 地 收 人 证 于 极限 
靖 数 (i ， 那 么 函数 5 在 D= [oA 上 上 连续， 
证 明 ”人 和 任 党 选取 一 个 满足 以下 条 伞 的 序列 {uw}s 
UnEE\U)}, Un—Hpe 
(或 者 EB， Ha 十 OoD。) 
我 们 来 考 宸 函数 序列 
Pr) = Ft ya) 下 =1 2 
这 连续 孙 数 序列 在 上 一 致 地 收 合 于 极限 函数 ?Ct)， 因而 ?0》 
在 DP 上 连续 ， 面 
定理 4 设 D=[2,86j，ECR, 册 4 是 的 一 个 从 点 (或 者 + 
是 五 的 一 个 罕 点 ) ,函数 F(t,4) 在 DxE 上 有 定义 
如 果 
(1 PFC 对 每 一 瞩 定 的 4E 是 变 元 1 的 连续 可 微 函 数 ; 
(2) 当 t>to 轩 (或 者 4#>+ 吕 时 )， 国 数 Flt,u》 下 证 于 
极限 函数 ?C8)， 
(8) 当 wu 时 (或 者 w+co 时 ) ,函数 C4) 对 ED 
一 臻 地 收 笋 于 极限 的 数 (iD ， 
那么 函数 ?CD 在 DD 上 连续 可 第 ， 并 且 有 


PF) = ye, 
证 明 ”任意 选取 一 个 满 是 以 下 条 件 的 序列 {un}s 
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tatE EU Un 
(或 者 HEB， tn-r + co0,) 
因为 函数 序列 
ntti) = FH C= Ds) 
站 化 于 授 服 阔 数 5 ， 而 函数 序列 


5 
Li fi 一 “一 一 六 Wn) 【了 = 上 ,各 wo 


在 疡 上 一 获 地 收 全 于 极限 痕 数 #ft， 所 以 朱 数 ?在 六 上 连续 
可 微 ， 并 且 
pt) = ED, 证 

定理 5 谈 DD= [a,8j,ECR ,to 是 三 的 一 个 玛 虚 《或 者 二 扣 
是 三 的 一 个 到 点 )， 国 数 严 人 2 在 局 x 上 有 定义 ;并且 Ft 
对 每 一 取 定 的 4E 王 是 变 元 二 的 连续 畏 数 。 如 时 当 业 = 贡 时 《或 
者 当 # 辣 + 0 时 )， 瑟 数 下 二,) 对 1ED 一 到 地 收 化 于 极限 孙 数 
yb， 那么 就 有 


- lim | FU,udt= [ PCYdt, 


wb 


(或 者 


。 4 
lirm | Frit,uydt = | rety dit, ) 


时 一 十 串 .了 3 
至 


证 明 ”任意 选取 一 个 满足 以 下 条件 的 序列 [45 上 
un E\Ho}, Hn 
(或 者 HnEE， Ba 二 cos) 
因为 函数 序列 
Pn) = FCs) C=1,2,°) 
定 吕 = 上 a,Aj 上 一 致 地 收敛 二 极限 函数 8 ， 所 以 有 
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in 人 psCOd= | gC) dt， 
而 二 + 下 本 
也 就 是 

s p 
lim Faunate | ple) dt 


信 必 生 5 


因为 对 任意 狂 是 前 述 条 件 的 序列 {uw}， 上 趟 都 成 站， 所 以 


说 中 
lim Ptrwdt= | pt di 


(或 者 


mm F(t) dt = 上 yt dt, ) 

关于 函数 序列 的 狄 尼 定 理 有 各 下 的 推广 

定理 8 ( 狄 尼 定 理 的 推广 ) 设 D=fe,f],ECR;WwER 或 
者 to= +00 是 6 的 一 个 京 点 , 隔 数 FG,u) 在 DxE .上 有 定义 并 
且 当 tt 时 收 仇 于 极限 函数 p50，。 

如 时 

人 1) 对 每 一 取 定 的 #E 万 ， 国 数 FG,u) 关于 变 元 * 单调 上 
升 ; 

《2)》 对 每 一 取 定 的 32E 了 3， 国 数 FG,u) 关于 变 元 上 上 连续; 

(3 极限 函数 zt) 在 D 上 连续 ， 

那么 ， 当 -ti 时 , 隙 数 ,四 对 tED 一 致 地 收 伊 于 ?0， 

证 明 因为 是 EE 的 一 个 诊 点 ， 所 以 至 少 在 的 一例 含有 
EE 的 无 窃 多 个 点 。 如 果 在 wo 的 左 侧 售 有 的 无 穷 多 个 点 , 那么 就 
可 以 在 吾 中 选取 一 个 严格 单调 上 升 的 点 列 {4a;}， 使 得 


lim tn = ta, 
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我 们 来 考察 函数 序列 
Pty = FC, N= 
显然 每 一 蔷 数 ?4 人 0 都 在 闭 区 间 D=[e, 订 连续 ， 并 且 序 别 
{pn02)} 单 调 收 训 Q 于 连 读 函数 Y(t) 由 关于 半数 序列 的 狄 尼 定 理 
可 知 ; 序列 {94,009} 在 D=[2,8j 上 一 致 地 收敛 于 极限 函数 ?2D， 
于 是 ， 对 任何 5 汪 0， 存 在 入 SEN， 使 得 
OEPD — Fy, YteD, 
这 就 是 说 ， 尘 于 点 一 Un 有 
DEP — FGATE, 全 万。 
因为 函数 FQ,u) 关于 变 元 4 单调 上 升 ， 所 以 只 要 
i# 癸 睫 ， CHU 
就 有 
OP — FO DE 一 下 人 由) TE, 
YteD. 
这 证 上 明了: 当 WEE， Ut HH 时 ， 国 数 Ft, 起 对 1ED 一 繁 
地 收敛 于 极限 遂 数 "GD) 。 如 果 在 u 的 右 侧 也 有 三 的 无 穷 多 个 点 ， 
那么 同样 可 雇 证 明 ， 当 HE€EE，4>to，u 一 ty 时， 消 数 下 中 , 坊 对 
iE DD 一 至 地 收 但 于 极限 应 数 ?()。 这 样 ， 我 们 完成 了 定理 的 证 
胃 ， 口 1 


$3 售 参 变 元 的 广义 积分 
本 节 堵 察 含 参 变 元 的 广 尽 积分， 包括 含 参 变 元 的 无 穷 限 积分 
| ft, x} dr, {900dx, 


以 及 含 参 变 元 的 瑕 积分 
392 


[| hd,X)dx (a 或 上 是 末 后 )， 


因为 对 这 几 种 情形 的 讨论 ， 没 有 实质 性 的 差别 ， 所 以 我 们 将 集中 
注意 力 于 上 限 为 + co 的 积分 


| feax, 


3, 有 a 含 戎 变 元 广 光 积分 的 一 至 收 仇 性 
设 琢 数 f(t,*) 在 Dx[e,+ co) 连续 ， 并 设 对 每 一 取 定 的 
tt 五， 以 于 的 积分 收 伍 ， 


[fe dx, 
我 们 来 考察 “部 分 ”积分 
FCs) = yespar， se 


如 果 当 4-* + co 时 ， 函 数 FG,u) 对 te DD 一 致 地 收 敏 于 极限 函 
数 


oD =] /0dr, 
那么 我 们 就 说 ， 含 参 变 元 的 广 艾 积分 
| fx) dx 
对 ?ED 一 臻 收敛 ， 
这 定 六 可 以 更 基体 地 表述 如 下 如果 对 妊 何 s>0， 存 在 


A>>o， 使 得 只 要 是 4>A ， 就 有 
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三 roseax- | Ff, x)dx | = 站 Fx) dx 


<#e, YieD, 
部 么 我 们 就 说 含 参 变 元 的 三 义 积 分 


三 了 人 


对 tED 一致 站 敛 ， 

上 节 所 得 的 车 果 ， 都 可 应 用 于 这 里 的 精 形 ， 全 如， 由 上 蔬 的 
定理 1 可 得 ， 

定理 1 (一 烙 收 化 的 村 西 原理 ) 设防 数 ji,x) 在 Dx[e， 
+ cco》 和 连续， 则 含 参 谈 元 的 积分 


全 ft,xydx 


一 至 政 敏 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任何 : 汪 0， 存 在 入 汪 ce， 使 得 只 
要 是 由 >>t>A， 就 有 
To fits x dx < vteD, 
由 上 节 的 定理 2 可 得 ， 


定理 2 设 函 数 /2 在 石 x[Ley+c) 连 续 ， 则 含 参 变 元 
的 积分 


三 7e,aadz 
一 至 收复 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 满足 条 件 
Hn et, tin + oO 
的 任意 序列 {unj， 和 类 应 的 沙 数 序 别 
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和 《区 =| "7GsoDadz {= 1 


一 至 收 人 就。 
由 上 节 的 定理 3 可 得 ; 
定理 3 设 函 数 (i,x) 在 
La, 六 x[ey + oo) 


连续 ， 并 设 含 参 变 元 的 积分 
[ERSTE 
对 茎 [ap 一 致 收获， 则 函数 
pr) =| fs dr 


在 区 间 [a, 记 连续、 
由 .上 节 的 定理 4 可 得 ; 
定理 4 设 函 数 /ix 在 
[apix[e, + eo) 
连续 可 微 ， 积 分 


[GT 


对 企 意 41E[e,5 收 误 ， 而 积分 
[a 
Ee Ht 
对 tECas] 一 发 收 化 ， 则 阴 数 
g(t) = fe de 


在 [9,6] 连续 可 微 ， 并 且 


6 (的 = 人 全 gx. 


由 上 节 的 定理 5 可 得 
定理 5 设 函 数 /tx 在 
[asBjxLe, +o0) 
连续 ， 并 且 积 分 


[rads 
对 ta 一 至 收 化 ， 则 沙 数 
ow = | far 
在 区 间 [L&,8J 上 的 积分 可 以 按 下 式 计 算 ， 
| oat= [Oia )ar, 
这 结果 可 以 与 成 
[a “frar= | dx fx) dt 


由 上 节 定 理 6 可 得 
定理 6 设 函 数 了 CQ,x) 在 
[ae,BIxLe, + 0) 


连续 并 县 非 负 (有 即 之 0 并 设 积分 
| fa 
对 企 章 的 i 志 [0,j 届 全 ， 如 果 时 数 
9 (0 =| 7 (t,x) dx 
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在 闭 区 间 [ay 的 连续 ， 那 么 积分 
[re XxX} dx 
对 [ay 有 一 慑 收效 。 


5,b 关于 两 个 广义 积分 运算 交换 次 序 的 问题 


在 定理 5 中 ， 已 经 讨论 了 一 个 第 六 积分 运算 与 一 个 广 闵 积 分 
运算 交换 次 序 的 问题 。 一 一 在 广义 积分 一 致 收敛 的 条 件 下 ， 我 们 
得 到 


8 + tm # 
| .dz /endy=| dy| f(r, 3 dr。 


本 段 将 进一步 考 至 两 个 广 浆 积分 运算 交换 次 序 的 问题 。 
定理 7 设 阅 数 (x, 由 在 


fa, + co) x[8, + oo) 


连续 并 且 非 负 {( 即 兰 0) ， 如 时 


[7 Cx Hdy 


对 X54a,A] 一 致 收敛 ， 
2) 任 给 号 bp， 积 分 


[er war 


对 yE[L5,BJ 一 致 收 语 ， 
那么 就 有 


03.1) [ax fs Dy =| as| for, War, 
遇 甘 
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-一 这 式 的 俩 六 是 ， 和 果 等 号 一 端的 积分 收 就 ， 那 么 另 一 端的 积 
分 也 及 人 鳅 ， 并 且 二 者 相等 。 
证 明 设 旬 ,让 式 不 酒 的 积分 并 敲 。 对 任意 的 B 守 bp， 因 为 


| fw a | fe, pads, 
所 这 


百 站 尺 
| dy Fx, HY 
五 如 
= | dz| fx,y) ay 
| a A 


< az fay + oo, 

忆 v 

由 此 可 知 ，(3.D 式 有 瑞 和 的 积分 也 由 六 ， 开 了 且 
[a fe War | ax) fora 


因为 已 经 证 明了 (3.1 式 右 端的 积分 的 收 伍 性 ， 所 以 又 可 用 类 似 
的 办 小 证 二 


| fer way< | ay) fer, yax. 
这 样 ， 我 们 证 明了 
站 az| fdy= 三 | yeeopas。 OO 
定理 了 的 以 下 推论 ， 对 于 实际 应 用 米 说 ， 是 特别 方便 的 。 
推论 设 函 数 ftz 3 在 


La,s +t oo) 其 [+ oo) 
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”连续 并 且 非 负 ， 如 果 


pxY = | fer, way 


yy) = | fe, wd 


分 别 是 xeEFa,+ 690) 和 和 wefb, + 60) 的 连续 隘 数 ， 那 么 就 有 


| az| f(x, ydy= | | Tx, ydxr, 
但 上 b 


各 


证 明 ” 根 澳 本 攻 的 定理 日 ， 可 以 上 断定 这 里 的 情形 注 是 定理 了 
:的 全 部 条 件 。 L 

定理 7 要 求 被 税 图 数 丰 改变 符号 ， 因 此 在 应 用 中 颇 受 限制 ， 
- 下面， 我 们 考察 更 一 般 的 情形 。 

两 个 三 关 积 分 运算 交换 洪 序 ， 相 当 于 “在 广 闵 积分 号 下 取 极 
恨 ”. 在 进一步 讨论 之 间 , 短 要 对 这 问题 作 一 些 说 明 

首先 ， 我 们 和 指出， 与 “在 常 久 积分 号 下 取 极 眼 ” 的 情形 不 
. 同 ， 为 了 在 广 六 积分 号 下 对 国 数 序列 到 极限 ， 单 赁 一 致 收 八 的 条 
“ 件 是 不 够 的 。 语 看 下 面 的 例子 ， 

例 1 戎 罕 晤 数 序 删 


pp 如 果 XE [07) 


nx) 一 
| 全 =， 如 时 XX 它 [7n,27), 


0 让 时 + [2n, + 00), 


六 一 le 
因为 
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fa 1, YXELO, + copy 


位 一下。 号 ye9 


所 以 随 数 序列 {Pm(*7 在 区 间 [o, + c) 一 至 站 生 于 极限 打数 0。 
但 显然 有 


tim | ”Aceodxz =10. 
社 一 + 十 


对 于 舍 参 变 元 的 国 数 ， 也 有 类 似 的 情形 ， 
例 2 考察 定义 于 [0,+ co) x[1, + 00) 的 函数 


本 
J 如 于 Xe 


1 
FX) = 4 
3 如果 Vv 夺 x 之 25， 
0, 如 果 < 产 2v。 


显然 有 


[FG DIED, YC,WELO, +o0) XC1, + 00), 


从此 可 知 


FIO CxEfO, + oo), vr+ Co), 
但 却 有 
lim | Fr pydz=1 关 0 
1 


rt 


关于 在 广 蔷 积分 号 下 取 极 腿 的 充分 条 件 ， 我 们 有 下 面 的 引 
理 ， 

引 理 ”假设 

《1) 邱 数 FCx ,由 在 [a, + 05) xL&, + 00) 过 续 ， 
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《2) 对 任意 的 YE La, + oc5)， 痊 仁 有 穷 的 极限 
im POx,i) = v0), 
并 且 对 任意 给 定 的 4>>a， 当 2 一 + so 时， 男 数 已 (zy 办 关于 xE 
[a ,A 一 狐 地 收 训 于 极限 国 数 ?(x)， 即 
FOX TT) 《xE [ay Al vr +00), 
(3) 图 数 F(x ,中 能 被 一 个 与 + 无 关 的 可 积 国 数 “控制 "一 一 
这 就 是 说 ; 存在 一 个 定 关 于 [a, + 0) 的 非 负 函数 G(x)， 使 得 


| eew dx 二 + to 


和 
{Fx oCG), VxELa, ++co)，YET + oo 


在 上 面 所 说 的 条 件 下 ， 我 们 有 


im | Fexr, dx = [re dx, 
[+ 好 


也 就 是 


Iim Cd | dim FOr vdx, 


P+ 


证 明 首先 ， 依 据 条 性 (2) 和 条 体 (3)， 我 们 得 到 
[oer [Gy ， yxXELay + 00), 
其 次 ， 由 条 体 3) 相知 ， 对 于 企 登 欧 定 的 5 站 存在 42a， 全 
得 


[ew dx< 上 
及 | 


[For dr ~ | coaz| 
亚 性 


0 


商 
<|. IF — per) | dx 
+ Few ar+ 三 Iscoldx 
业 上 星 
向 
< | | FPCxzioD — pCx) 1dx 
+ | “Godar+ {Geax 
已 总 
+ 2 
<| [FEx ,DY — POXY | dx 十 本 es 


因为 当 v-> + ceo 时， 图 数 Ftz, 力 关于 xE Ta,4]- 臻 地 收 比 于 极 
限 阔 数 ?90x) (条 件 (2))， 所 以 在 在 A 汪 5， 使 得 只 要 是 v>A， 就 
有 


本 是 
[FD -ven) lax< 全 
于 是 ， 具 双 A， 就 有 
人 Feeoaadr- 三 cods |<e. 口 
| 可 六 如 


定理 8 设 阔 数 f(x,y) 在 
ay + oo [5 二 Go) 


连续 ， 如 果 
CI 任 给 及 二 4， 积分 


| , fexy ydy 


对 七 把 La， 妥 一 发 履 伐 ， 
《2》 任 给 8 尘 8， 积 分 
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| room 
对 3 2 呈 ] 一 至 收 伍 ， 
《3 | 时 ecplay<+ro 
或 翰 
[ay] fr, Whare + o, 
b 此 
那么 就 有 
: [axf “fox, way = fay) ex, ydx. 
证 明 ”为 确定 起 见 ， 设 有 z 
az fr, D1 dy + eo, 
1 b 
我 们 记 
Ferx, ti) 一 se, yydy, 
b 


PX = | ze, ydy, 


G(x) = [fe phay. 


这 样 定义 的 FCx,V),?Cx) 和 GCxX) 诺 是 上 面 引 迎 中 的 爹 部 条 件 ， 
尖 而 有 
im | Px, Wax =| venax, 
容易 看 出 
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lim | Fe, wdx 
重 一 + 妆 


+ Ee 
= lim dx| fix, vidy 
如 b 


籼 一 中 
世 aa 
一 tm | dyl] fx ydx 
忆 一 中 心 吗 
=| ay fx, yydx, 
b 从 
六 epoar= | axf Fe, sdy, 
人 @ 时 b 
我 们 证 明了 
[ dy fxs 8) ds -六 az fC, 9)dy, 加 


3.6 关于 广义 积分 一 到 收敛 性 的 一 些 常用 的 判别 法 


与 国 数 级 数 的 情形 类 似 ， 对 于 广义 积分 的 一 致 收 伍 性 ， 我 们 


型 有 
维尔 斯 特 接 斯 判 刚 法 ” 设 函 数 ft, 在 吃 XLs, +c) 连 续 ， 
函数 gz) 在 Lc,， + 0) 连续 ， 并 且 
[ft x |G), YteD, xELo, 十 Cj) 


世 果 广义 积分 
| ~ glx)dx 
收 苞 ， 那 么 含 参 变 元 的 广义 积分 
[re ds 


对 1ED 一 致 收 敲 、 
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证 明 对 任何 e>0， 存 在 A>2， 使 得 只 要 是 2 4>A， 拭 
有 


| 全 eax | fd, #9 lax 


慎 ' 
<| grdr<s, YieED, | 
已 


关于 条 件 收 钙 积 分 的 一 至 收 鲈 性， 我 们 有 狄 里 殉 芝 判别 守 和 
阿 册 和 尔 判 别 法 ， 

狂 里 克 莱 判 别 法 设 冰 数 并 ,x) 和 g(t,7) 在 Dx[e,+ 3) 
连续 。 如 杂 

(1》 对 任意 取 定 的 teED， 隔 数 f(t,x}) 基 于 x 单调 ， 并 且 当 
xx 一 ec 时 ， 范 数 六 rr) 对 后 一致 地 收效 于 0 ， 

C2》 部 分 积分 


[ ge, sax 
对 t 和 wu 一 玛 地 有 界 ， 即 存在 M >0， 使 得 
[ges 9dx| SM, YiED, He 
那么 积分 
| fe, gx 


对 teED 一 教 收 剑 ， 
证 明 对 于 4# >u>>c6， 利 用 第 二 中 值 定 理 米 估计 以 下 积分 ， 
我 们 得 到 


| ft x) gt XIdx 
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= fs { gx)ds 


+fit, a | gc,x)ds| 
* 


EMC FEY | + | FE) | 
因为 当 x 一 + 避 了 时 ， 国 数 f(t 对 1ED 一 致 地 由 化 于 0， 所 以 
对 任何 2 守 0， 存 在 太守 6， 仙 得 只 要 是 4' 半 4 和 A， 就 有 
fla f(t) | < 


vtEeE DD, 
于 是 ， 只 要 1 就 有 


上 FO) 0 de | 


oaM{ 
| gy 7)= =， 


YiED, 柄 | 


隔 贝 尔 判 唱法 设 冰 效 F 产 bi 拉 和 955x 在 万 xf[o +2o) 过 
续 ， 如 果 
《1) 对 每 一 取 定 的 iD， 函数 f(t,*) 关 于 x 单调， 江 且 


Jt) KE, YiED, xELe Too] 
《2)》 积分 


[三 so XIdx 


对 1ED 一 狼 收 敲 ， 
姥 乞 积分 
408 


[fs x0 x)dx 


对 ED 一 臻 收效， 
证 明 对 于 到 人 42 我 们 有 


让 ! 
| fsx gC, x) dx | 
名 
二 [Ge | gat, xYdx 


+ Fu” | ge,x)dx| 


). 


对 任何 e 守 0， 存在 A>c， 使 得 只 要 是 风 全 po>A， 就 用 


<K (|| ceaz| 十 [i gt, xydx 
uv F 此 


i gt, sds| < YiED. 
于 是 ， 对 于 uw 二 uA， 就 有 


fts x gts dx 
9 


< (KF +iR)= 
YE DD, LJ 
出 3 设 函 孝 9(x) 在 [0, + co 和 违 续 并 且 广 义 可 积 ， 求 证 


lim oe~rrg(txydx = [gerdx 
屿 


可 一 属 十 由 必 


证 明 我 们 看 到 ， 
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《1) 对 于 取 定 的 EL0,1]， 项 数 
CE 一人 
甘于 x 单调 ， 并 且 显 然 有 
[feayx) | Voero,ni, xerto, + oo), 
C2) 积分 


| ge)as 


收敛 ， 
根据 阿 贝 尔 判 列 靶 ， 我 们 断定 积分 


人 reeeocoadx 一 | ergc dx 
对 4ET50;, 下 一 致 收 钙 ， 因 而 函数 


PCY = [ “ee-rrg(xydr 


4 
-中 


在 L0, 仆 连续。 于 是 有 
lim ea) = 人 0), 


这 也 就 是 


lim energCxydr = | gx)dx. 口 
心 个 


站 一 站 十 


3.d4 计算 广义 积分 的 例题 


为 了 计算 广 并 积分 ， 常 利用 含 参 变 元 的 积分 的 有 关 定 理 。 请 
看 下 面 的 例子 。 
例 4 设 48>a 汪 0， 试 计算 积分 


三 一 一 。 记忆 并 


dx, 
0 区 


C1} 
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+oreos 2X — COg hx 
(27 | ~ 
0 
解 ” 我 们 有 ， 
+ 
1) [ dx 
生 5 b 
-| x| oidy 
0 a 
一 | | eax 
1 0 
-让 娄 ln. 
P| 人 


这 里 交换 积分 的 次 序 是 合理 的 ， 因 为 积分 


中 ED 
| se Eydx 
昌 


于 yELa; 引 一 臻 收 斌 (可 用 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 判定 )。 


本 


#00s tx 一 tos br 
一 一 一 dx 


3 
0 


ee 
-a as, 
这 里 交 换 积分 次 序 是 允许 的 ， 因为 积分 


(3.2) [Sax 


对 yE Pa,bj]- 一 玖 收 仑 (可 用 狄 单 克 莱 判 别 法 判定 )。 在 人 ,3) 中 作 
变 元 替换 x= 了 就 得 到 


+m8i TC + "main 让 江 
一 一 一 dx = 一 一 -da = 一 
| Xx 0 HH 2" 


必 


我 们 最 后 求 得 


+ons UX 一 Gos bx 
[i Ey 4 


dx 一 0 — 0), 
例 5 试 计算 碎 下 天 个 积分 ， 


(1) { Yo-ozcoshxdx (Ca, 
心 

C2) | ed (a> 0), 

四 必 * 


+ Br 
C3) | dr, 


解 《1) 可 以 直 楼 利用 竺 顿 - 菜 希 尼 枇 会 式 计 算 # 


中 De 六 
eo- "Too0s rdr =.. 
| jE 


为 了 计算 C2)， 我 们 记 
{fr orsin Bx 
工厂 =| a 一 一 4x。 
对 8 梁 导 得 
了 7 (py =| reos Bxdx = i 
一 一 这 里 在 积分 号 下 求 导 是 允许 移 ， 因 为 求 导 后 的 积分 对 8B 是 一 
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到 收 化 的 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ;。 求 解 微分 方程 
1 一 应 | 
1’ C8) = Bo? 
可 得 
TBY =arec tah + CC, 


a 
因为 0) = 0， 所 以 C = 0， 我 们 得 到 
上 “oe~arsin Bx = RI igt., 
0 区 本 应 


为 了 计算 《〈3)， 可 以 在 上 式 中 让 a 一 0+ 取 极 限 ， 这 样 得 到 


| 去， 如 果 8>>0， 

时 Bax = : 0，。 旭 果 有 = 
闪 充 

一 责 ， 如 果 有 0。 


一 一 我 们 用 到 这 样 的 事实 ， 因 为 积分 
| es 一 | in Bxdx 
让 荐 0 EE 
对 5g 池 0 一 至 下 化“ 犹 轩 克 莱 判 茵 突 )， 这 积分 是 参 变 元 9 守 0 的 连 
续 函 数 ， 所 以 有 


lim -ac Hx bxax =| 于 fx 
自 汪 人 应 邯 站 让 * 


这 例子 中 的 积分 


| sin Pray 
让 


如 
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不 允许 在 积分 号 下 对 参数 8 求 导 ， 和 否则 就 要 得 到 发 散 的 积分 
| sospzar。 


为 了 到 服 这 一 困难 ， 我 们 缠 人 一 个 “收效 因子 区 
er Co), 
[ ed 


5| 入 “收敛 因子 ”是 计算 广义 积分 时 常常 用 到 的 一 种 方法 。 
例 6 试 计算 积 分 - 


| ~ 0- ?cos2pxdx, 
和 解 ”我们 记 

TU6) = | es ?eos 2 prdx, 

对 参数 月 求 导 得 到 
7 (8) = -| arer?sinzpxdx， 

用 分 部 积分 法 计算 得 

I (PY =e-T sinopx | 

~2B| 。=*oos2pxdz 
= 一 20700D。 


通过 解 微 分 方程 
413 


rb a ri A i 


tC) = 一 2608) ， 
我 们 得 到 
7(B) = Ce 


因为 《参看 第 十 三 章 85 中 的 例 8) 


所 th 


我 们 最 后 得 到 
{errsoos2prar = me-s, 
鲍 7 试 计算 拉 普 拉 斯 (Laplace》 积分 


上 “eos Bx dx | xsinfxay 
站 


EE 


1(py = | 228 


ms 
区 
sinfx, 


ih) = 2+ x? 


对 于 8 尘 b 汪 0， 积 分 


相 加 了 
党 1 HX 
| bx 
a 


(3.3) - 
人 二 


是 一 台 收 伊 的 。 事实 上 ， 因 为 
413. 


和 Y 位 3 Xt 
二 (二 |) 一 《二 
所 以 请 数 


x 
Or 十 基 


对 于 <*>c 是 单调 下 降 的 ， 并 且 显 然 有 


lim 
Pe 


一 0, 
另 一 方面 ， 终 易 息 出 
sin pxax|<2， ¥ b>0, 


根据 狄 里 克 莱 判 别 法 ,我们 断定 积分 〈3.32 龙 一 致 收 仇 的 ， 下 年 
计算 568) 的 1 阶 和 2 阶 导 数 。 在 积分 号 下 求 导 一 次 ， 我 们 得 到 


+™mx sinfx 


(3.4) 1 = | 


再 在 积分 号 下 求 导 是 不 双 许 的 。 我 们 采取 以 下 办 读 殉 服 这 一 轩 
难 ， 已 经 知道 ( 见 例 5) 


开 “六 “si jx 
< 与》 = " 加 dx。 


将 (3.4) 式 与 《3.5) 式 相 加 就 得 到 


, ; 并 +*™ ginfx 
3.6) 1 (+ 人 | et 
将 〈3.6) 式 对 5 求 导 ， 我 们 得 到 
《 引 , 了) 176) =227 (0B), 


这 微分 方程 的 通 解 是 
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了 = Ce + C0, 


:因为 
Js 了 = 2 
Him 了 一 站 
所 以 
Ci =0。 


再 计 6->0+， 我 们 求 碍 


lim 了 = lim 5 
p+*0*# 并 一 让 + 可 人 C+ 


中 品 号 中 Do | 
a -于 
机 如 十 下 23G 


因而 
Tt 
C= 3 

我 们 最 后 求 得 

T= Te-op 

2 
di x _。 
= ~ a" sD 


$4 械 函数 与 B 函数 


“ 阶 稳 ”本 来 只 对 非 负 整数 有 定 久 ， 
D1=1, nl=fom-1)11n, 
借助 于 含 参 变 元 的 积分 定义 的 了 立 数 ， 可 以 看 成 “ 阶 鞠 ”的 推 
Fe 
定义 1 含 参 变 元 的 广义 积分 
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(4.1) | ee tdt 
定 勾 了 参 变 元 x 的 一 个 函数 
TErY -| = 1e- {dt, 


我 们 把 这 一 函数 叫做 本 孙 数 ‘Gamma 阴 数 )， 
引 理 1 本 阅 数 在 (0, + ce) 有 定 光 并 且 连 续 。 
证 明 因为 .1 中 的 积 分 对 zx 和 胶 黎 ， 所 以 了 前 数 对 
xXm>0 有 年 艾 。 允 因为 (4.1》 中 的 积分 对 xEL5, + so 一致 收 误 
(可 以 征 任 章 小 的 正 数 )， 所 以 了 本 数 对 x 盖 0 连续 。 日 
引 理 2 设 s<4， 画 数 六 和 5 人 在 Fa, 4 连续 ， 和 并 且 
(220， gO0, ViE[La,A], 
如 果 
A>0 LH>0, A4+&=1], 
那么 
[ey 


<([ 00a) (| -sa 


证 明 对 于 t 守 0，5 守 0，4 宇 0,0，4+ 上 =1， 我 们 有 这 
样 的 不 等 式 


站 二 有 


事实 上 ， 如 果 记 89kxz) = - jax， 那 么 就 有 
p2Cxz) = -二 0。 
二 


我 们 看 到 ， 在 区 间 《0，+ ce) 上 ,yx) 是 凸 国 数 ,因而 对 80 和 
2 2 有 
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POAN FH 人 + HY CVI, 

这 也 如 是 
和 ps 十 上 
对 于 #4=0，v>0， 或 党 >0, v=0, 或 者 w=v=s0 的 捕 形 上 
面 的 不 等 式 显然 也 成 立 。 
我 们 记 
A A 
r=| ftD dt, G=| gD dt, 


-1 ycy = Lor 
1 = 到 1GD， § C2) Fo). 


于 是 有 
CO GO ND + Hd Do, 
上 式 两 边 从 a 到 4 积分 就 得 到 
| 2 
[ Cf NN FY) “de 
<4| Foye+ta “ 7 cp)d 
=Ai+H=1, 
册 此 得 淹 
| Cf OD) CY rd PCs, 
这 就 是 
| crep) :Cg yndt 
<(| /wa ) (f° gd) ， 口 
下 面 的 定理 描述 了 r 靖 数 的 基本 特征 。 
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定理 | 了 捷 数 具有 了 以 下 基本 性质， 
(1)》 T(x)>0, VxE (0，+ co)， 


Tt) =1} 


C2 Ttx+t1ly =xT x, YXEC, +oo) 

《3)》 np 在 《0, +co) 是 同 消 数 。 

证 明 ”性质 (1) 可 以 从 站 函数 的 定义 直接 看 出 。 性 质 (2》 
可 利用 分 部 积分 法 验证 ， 


T(x+1) =| we- dt 
心 


+ 
+ = 


0 
+*| 13-1e™ tdt = XT CX), 
市 


为 了 证 明 性 质 (3》，, 我 们 将 利用 引 理 2 中 的 不 等 式 。 对 于 4>a 盖 0， 
>D， HDL+EH=T1 YoD0 dr0 应 有 


A i 严 
| 下 大宇 二 下 站 人 机 =| (510 ‘) Gitta :) dr 
虹 和 
A 二 a 
<(| td (| td 。 
Lr 0 


在 上 和 式 中 让 sa~>0 王 ， 甩 二 十 50， 就 得 到 


二名 十 6 nn + 上 
| eteyrert dt(| re-tdt) (| tyme sdt ) 
0 中 n 让 


到 
TAXTHIEAT CHO OT CIO?, 
由 此 又 得 到 
nT Ax+tH)EAInT Cr +AnroD。 口 
推论 Pinat+1l) =1Hl，YTE IN 
波 尔 ( 世 .Bohr) 与 莫 勒 人 震 普 (j .Mollerup) 发 现 ， 定 理工 中 的 三 
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条 性 质 完全 决定 了 人 函数 。 

定 种 2 (Bohr-Mollerup) 如果 定 多 于 (0，+co) 的 函数 了 
歌 足以 下 条 件 ， 
LDOVYEGCO， +co FT) 和， 

(2) flx+D=xf), YXECO0,+o0), 

《32 lf(x》 是 是 蚁 数 ， 


fx) = TC, yxECD, +o), 
证 明 我 们 记 
PX) = nf (x), 
由 条 件 1》 和 (2) 可 得 ， 
fon+l1)=nl,， 
(4, 2) Pn+1}=Inn!), 
fx+n+lD= (x+n x+ Dxf Cx), 
(4.3) grntD = + lxct 1 (+n)], 
因为 Cx) 是 凸 函数 (条 件 (3)) ， 所 以 对 于 xEXC0,1] 应 有 


PAN ]) -PON p+tn+ 1 -Pn+1) 
《+ Ctrnt1)- (Cnr1) 


六 (二 人 一 人 (十 二 
n+ n+1)y ’ 
也 就 是 


Inn C++ 二 en 《2 二 1) 。 


由 此 得 到 
(4.4) x nn+lnniy rtx+i+ft Dxlncn + 1) + lin!), 
由 (4.3》 和 (4.4) 可 得 
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和 1 
区 (二 了 + 


(n+ len 


hn Xt ei + 1) 


Fr) ln 


由 此 又 得 到 


nrenl 


i 了 
0 PEY 一 In os m=*lntl 十 癌 7 了。 


我 们 证 明了 


Te 
gx) = lim Insert es 2 
和 -+ 十 二 x I} 各 + nn 


(4.5) Fo = lim zor Kay 
yxECD0,1j, 
因为 (4.5) 与 条 件 (2 完全 决定 了 函数 f， 所 以 我 们 实际 上 已 
既 证 明了 :， 满 足 条 件 (1),(2) 和 (3) 了 的 冰 数 是 唯一 的 。 因 而 
fry = ， YY TD。 [DD] 
推论 ”对 于 x>> 0， 我 们 有 


ii | 
TX) ee 1 《十 和 
证 明 我 们 记 
Nn » 7] 
OXY = Tn 一 一 


ne LEE EY CX +" 


在 定理 2 的 证 明 中 ， 已 经 得 到 


C4.6) TA) = YXE CD ,1], 
动 一 方面 ， 由 8 的 定义 容易 看 出 
(4.7) CX+ 1) = XoCN), VD 
事实 上 ， 我 们 有 

开工 


sD Cn TA) 
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w= x lim | 一 _ 站， ) 
和 一 十 把 Xt er + 万 十 着 十 工 


]j nF .nf 
三 DD 
nwm 革 Cx 十 19 FT 中 十 yy" 


由 (4.6) 和 (4.7) 就 可 得 到 
Mr) = ox), yx 0, 口 
引 理 5 对 于 rE (C0,1)>， 我 们 有 


sin nz = rr (1 ~ 2). 
证 明 ”我 们 记 : 
v0) lofsTT(1- 5)] -=n (1-#). 
显然 有 


gf0) = ln x 
容易 求 得 


十 上 Dx 
- _ 
W(X) = XN" 
th 


回忆 起 第 二 十 章 $3 例 4 中 的 展 式 


1 Dx 
8 Za 
我 们 得 色 
xotgnx — ay/ x), jn yr) + 0, 


让 +, 又 可 确定 
C=0, 
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我 们 证 明了 ， 
basis ger), a (4), 


YrEcD,1y, 器 ] 
推论 ”我们 有 


ain YX 二 ‘TI(1 - -元 Xe。 
证 明 ”在 上 面 引 理 中 已 经 得 到 


(4.8) sinax = xTT(1 ~ ), YxE (0,1). 


Re 1 二 


为 讨论 方便 ， 引 人 记号 
在 Kx) 一 «TI( ~ 3). 


我 扫 指 息 函 数 上 的 重要 性 质 ， 
CCI) FC0) = C1) = 0, 
(2) A(—x)= -h(x), YrER, 
C3) AKCx+17= 一 hz) YXER。 
性 质 人 1 和 (2? 基 显然 的 。 为 了 证 明 性 质 532， 我 们 利用 以 下 丰 等 式 


sce+DTI( - 4 已- 


mh 


Lroti+rrn 1- x)] 
= n(x + 1 


CY 
Hore-s N+1+x 
CN 1 MN-x 


ry Ar 十 上 十 区 
= -xTT(1- 直 ) 
内 到 1 


在 上 式 中 让 N-= + co 就 得 到 
hex+1)= ~ h(x), 
根据 (4.8) 式 与 阴 数 4 的 性 质 《1)，(2) 和 (3)， 我 们 断定 : 
sin xx = h(x), y x RR, 


这 就 是 
sin mx = axTTla ~ 三)， vxER. 
由 此 及 得 漳 


sinx=xTT(1 -起 =x) YXxER, 口 
全 一 直 


定理 3 《7 天 数 的 余 元 公式 ) 


TO (I~ 3) Ni? YXECD0,1), 
证 明 我 们 有 
, na! 
T(x) = im x TT) +) 
ES) 


os, nn 
TCl- x) Ai i ~ n+ lo x) 
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m1- 
= lim 


2 


I 
， 
. 3831 于 


口 


引 理 4 了 { 革 )= 一 。 
证 明 ”由 余 元 公式 可 得 ， 
(7 (3)) =T (a)r (3)=* 
人 的- 
以 下 公式 是 勒 让 得 Legendre》 最 先 提出 的 ， 所 以 又 册 获 得 


让 得 公式 。 
定理 4 (函数 的 倍 元 公式 ) 


3 工 -1 
TOX) = 二 Fer(z + 二) YX 0, 
证 明 这 公式 可 以 写成 
G49) r= TS)r (SS), vx>0. 


41424 


我 们 记 


/0 = (过 2 (#1). 


为 了 证 明 等 式 (4.9) ,只 须 验证 ; 函数 f 满足 定理 2 中 的 三 条 件 。 
(1) 显 热 有 f(x)>>0，Yx>0， 并 且 


1 le 
Da) 1 
(2) 


f(x+1)= rf ( 了 !) r (Ee 
-rr 
-闪光 下 人 国 
= xXxf{x), 
《3》 因为 


lnf x} = (x— 1)1ln2— ln x 
十 lnr( 束 】 十 nr 可 


而 人 x -1)imn3-lnaw rn, ln f(r +1 


) 都 是 唔 函数 ， 所 以 
inf(x) 也 是 凸 销 数 ， 口 


与 栈 隙 数 窗 切 相 关联 的 一 


个 二 元 函数 是 8B 捕 数 (Bets 函 
数 )。 
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定义 2 舍 参 变 元 zx 和 3 的 积分 
《4.107 | (1 一 六 Yi 
定义 了 一 个 二 元 函数 
1 d= 1 
B(x, = | {Ii—t) dz, 
我 们 把 这 茹 类 叫 做 B 也 数 。 
引 理 5 滑 数 Bx, 办 对 任何 x 一 0，Jy 二 0 有 定义， 并 且 福 足 


.以 下 条 件 ， 
{ly Bx) >0, VYxyg0 并 且 


B(l,y) = 六， 


(2) (Br+1,) =F758 67) 


C3》 对 于 取 定 的 Jy 守 0，InB(x; 四 是 变 元 * 的 是 请 数 。 
证 明 01》 由 BCx; 办 的 定 交 可知 
B00, YX y>0, 
并 且 有 


1 
Deilsy) -| (1 -DY 村 一 i 
0 J 


(2) 利用 分 部 积分 法 可 得 
Bx+l vy) 


三 fa -13-1d 
0 


-Geo 


42B 


的 (一 所 2 


让 一 作证 


上 上 
A 


二 tp QD 


Ty 


= * ot £2”— 1 (9 1 dt 
十 洲 


+y 


BUx, 0., 


(3) 对 于 和 六 0 Ao 庆 0，A1 十 Ae=1 和 知人 人 Yo 人 3 
我 们 有 
BAX] + 克基， YY 


1 
-| | +asTo-1{]— iY- idt 
站 


。 | 52-1(1- b7: | ?4 


= | [se -YL 一 yt| 1 

性 -| 

(| Qa) (ea 一 7 
看 习 


= {B(x Hy) CB {xss y} 22, 


出 此 可 知 lnB x, 四 是 变 元 zx 的 山 函 数 ， 是 
五 国 数 可 以 用 卫 极 数 来 表示 ， 
定理 5 对 于 * 汗 0,y 半 0, 我 们 有 


TIT OH 
B(xX,Y) = T+ . 


证 明 ”对 任意 取 定 的 y>>0， 考 宰 这 样 一 个 函数 
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Tx+ Btr, 
《一 一 一 一 一 
/ ty) 


下 面 证明 这 国 数 法 是 定理 2 中 的 三 个 条 件 ， 
(1 显然 有 (2) 二 0;, ¥Y XY 计 0; 并 及 


1 
yi 了 


TIX+y+r B+ 


《2) fx+1)= Ti 


= xX/ (x), 

(3》 于 于 取 定 的 J>0, 因 为 IlaT (x + 臣 和 lnBix; 仍 都 是 变 元 

x 的 西 通 数 ， 所 以 
inf xy = T(x +h) +InB(x,W) ~ nr (Cy) 

也 是 变 元 x 的 凸 函 数 。 

这 样 ， 我 们 证 明了 ， 六 zx) = 了 (x)， 口 

推论 ”我们 有 

(1) B(xyH) 二 再 人 0 


(2) 上 (rs 一 区 = VYcC 01) 。 


= 一 
号 IT 刀 芝兰 


例 1 试 证 明 

tm Tm- 
1} Bx, b= | EA 
ur- dl! 


(2) BlXs) 一 | 和 让 和 六 Hs 
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证 明 ”在 下 面 的 积分 中 作 变 元 替换 


t= 一 上 1-_~ 1 
~ 1+ 1l+u 


就 得 到 ， 


1 
| 到 ”ICL — 1d 
* 


和 Ur- 
-| 【1 Tid 


| 攻 空 ~ 1 1 三 us”!1 4 
= | dt 
ol + uyT+Y H Ji 1 十 让 守节 + 下 的 


在 最 后 一 个 积分 中 作 变 元 替换 
i 二 1 
i 
又 得 到 ， 


中 om HT™1 1 vy-1 . 
. di = _ 
1 Cl+u)e+y “ a 


这 样 ， 我 们 证 明了 


TT- 


mm] 
Cw] 


1 wil1 uy- 
0 (I++ 
例 2 试 计 算 积分 
六 sin "Xecos' xdxy (0 -1,P> -1), 
旭 


解 ” 作 变 元 替换 i= sinzx 就 得 到 
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过 由 | . 
| Bin et0Se Kx 
必 


对 于 ca = 4， B=6 的 情形 ， 我 们 得 到 


5 了 
7 (人 
| Sintxa oo0as vd = 2 ) 2 


3 


一 


2T 6 512™ 


鲍 5 试 计算 积分 


FE} 
| Ctgx) dr Call), 


和 解 ” 我 们 有 


EE:2 于 全 
| Gx dx=| gin" XC08- xd 
必 


#47) 


有 


1 1+2)r 1+a 
=r ri- 2 

oi 
2 lio ar” 
91 了 更 2c08 六 
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3°) 


例 4 设 a 一 1, 试 计算 积分 
| sin*xdx 和 风 cos* xdx, 
解 ” 利 用 例 2 中 的 结果 ， 我 们 得 到 


再 于 机 ”二 
| 3in XQx = | C03° Xdx 
0 0 


_1 

-二 一 i 
vi 
和 


例 5 最 后 ， 我 们 指出 ， 半 径 为 的” 维 球体 的 体积 VY,(r》 
可 以 表示 为 : | 


Vatry = ri 
起 3 3 (G+ 
事实 上 ， 在 第 十 三 章 $4 的 例 6 中 ， 我 们 已 经 求 每 
Viry 让 nr 
式 中 的 系数 er* 满足 递 推 关 系 


Ql 一 上 
A 
=20n.,| sin* £ dt, 
0 
芷 二 D9, wie 


在 上 面 的 例 4 中 ， 我 们 又 已 求 得 
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2 Fr 
I 2 


了 2 TT 2 
Le 三 三 
r(2 r(2+1) 
2 
也 之 1,2, ws 


$5 含 参 变 元 的 积分 与 范 数 各 近 问题 


异 劲 于 含 参 变 元 的 积分 ， 我 们 将 给 出 维尔 斯 特 拉 斯 台 近 定理 
一 个 新 的 证 明 ， 并 推广 这 方法 证 明 多 元 因数 的 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 
定理 。 
首先 ， 我 们 定义 一 列 函 数 
Cal C1 一 t37?， 如 果 |t| 志 1， 


Dt -| 
0， 如 果 | 引 盖 1， 


这 里 
on=| (1 — tt "dt, n= 1 2, 
-1 


3| 理 1 这 样 定 交 的 前 数 序列 { 忆 (满足 以 下 条 件 ， 
CI》 对 在 何 nE 人， 国教 总 在 及 上 连续 并 且 非 钢 ( 团 他 
0 


GD [Padael, yreN: 


(全) 对 任意 取 定 的 5 盖 0 都 有 
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lim PD: (i) dt = 0, 


m+ tt 


证 明 条 件 (I) 和 (I) 显 然 得 到 满足 。 下 面 验证 条 件 (1) 
对 于 任意 取 定 的 5E (0, i111， 我 们 有 


c=| (| #2) "dt 
[LEI] 


>| C3 ~ rds(1-), 
上 | 4 


| C—O"dis 2 一 他) 
此 号 1 站 1 雪 1 


| Diy di = ea | {1— tt)"™dt 
1tl=5 首 志 上 让 | 三 1 


由 此 可 知 


lim DD dt = 0, 器 


1 


引 理 2 设 函 数 了 在 民 的 任何 闲 区 间 上 (当头) 可 积 ， 并 设 
(fe MM, YY xE RR. 
我 们 构 作 这 样 一 个 半数 序列 ， 


fa = | fr Da 
= [fe Dnt — x) dy, 


[FF 必 一 - ls 了， 
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如 果 了 在 闲 区 间 [a 一 ,b+ 上 是 连 续 的 总 关 从 ， 那 么 国 数 序列 
{fnC?)} 在 闭 区 间 [4, 站 上 一 致 收 语 于 阔 数 f(x)。 

证 明 ”因为 杖 数 了 在 用 区间 1a 一 + 的 一 致 连续， 所 以 对 
任意 的 e 盖 0 存在 8E 人, 人， 使 得 只 要 


xX XE [CQ 一 下放 十 再 [xz 一 < 就 有 
Cx) -AoE<。 


于 是 ， 对 于 YE [ab]， 就 有 
和 一 CD 


= [fe + D, dt — [fe pa) ut| 
= 六 aero -fo00) Da dt | 
<| ler) -fo 1D dt 
-| [fr -fer) | Da 
+[ 1f x+ -fID Dat 


有 
<3+2M| ,Pr 
根据 关于 {Ds 人]} 的 条 件 ( 芽 )， 存 在 YEI， 便 得 只 要 mv， 
就 有 


2M| Dilt) dt < < 。 
1 #12# 2 


于是， 只 要 ?> 内 ， 辟 有 
[fC ~ fe, VX*ELa,b], 门 
定理 1 在 闭 区 间 上 连续 的 任何 苗 数 ， 可 以 在 这 闭 区 间 上 
用 多 项 式 一 致 逼近 。 
证 明 ”必要 时 作 适 当 的 平移 与 比例 变换 ， 可 设 这 财 区 闻 是 


[- 20c( -二 ,去 )。 我 们 按 以 下 方式 扩充 函数 1 的 定义 ， 赦 定 


9’2 
} 
0， 如 果 Y< 一 局 ， 
+ ox . 1 
i opt-P), 如 果 x€ | - 辟 , P|， 
jx) =1 f(x), 如 果 xEL P,P]， 
| 1— 2x 1 
Ea 如 果 xE (2, 汪 |， 
0 ， 如 果 > 地 


这 样 扩充 的 负 数 在 〔~ co + cp? 连续 并 且 有 界 。 以 下 ， 为 了 书写 
简便 ， 约 定 把 这 扩充 了 的 函数 了 (x) 仍 艇 记 为 (x)。 
我 们 构 作 图 数 序列 


下 =| fea pee — XYdu 


1 
= [fe prem x)du, 
2 


入 六 上 ,中 ， bb 


根据 引 理 2 ， 这 朱 数 序列 在 闭 区 间 [ -~ 5 门 上 一 致 收 伍 于 7 。 


435 


5 lso< 去 
我 们 有 
i |] 
Dualu—#) = 0 0- Cu— x))", 

因而 

1 
5.1) fle) on, fod um"du, 
下 
显然 有 


CT— CH DT = 0) 十 中 (和 十 wa 十 四 sf 区 


将 这 展 式 代入 .5,0 就 得 到 


fn (xX) Ant a + danXen, 
这 里 
1 /3 
好; -ci , Fug Cu du, 
-7:3 


i = 0, 1 2 
这 样 ， 我 们 完成 了 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 。 口 
推广 上 面 的 做 法 ， 可 以 证 明 关于 加 元 函数 的 维尔 斯 特 拉 斯 下 
近 定 理 ， 为 此 ， 我 们 先 来 定 光 这 样 一 列 严 元 基数 
ea (1 有" 如 时 上 ES1， 


PCD=| 0 ”， 如 果皮 


这 里 
t= Cy ,Fm ER” y 
l=V rt 


co=| dt; 
le 


闻 一 Jo 
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引 理 这 样 定 义 的 《全 范 》 国 数 序列 {Dact} 请 足以 下 条 
件 ， 

CI 对 任何 ne N， 函 数 DaoCb 在 及 ”上 连续 并 且 非 负 
《 即 关 号) 


(IT) | 。psCDd =1, YneNs 
《 亚 》 对 任 登 取 定 的 5>0 都 有 
Jim | , Da tydt =0. 
证 明 ”条件 (I7 和 (II 显然 得 到 议 足 。 韦 面 验证 条 件 ( 亚 )。 


我 们 约定 以 Yn《2 表 示 半 人 径 为 和 的 搓 维 球体 的 体积 。 对 于 任意 衣 
定 的 5E€ (0, DD ， 显 然 有 


oa =| a hrd 
tt1=] 


>| ci -Te ndt 
PR 二 村 

加 i? Ls 个 
>(1- 4) vn (3) 

和 所 用 0 胃 

5) (1- 所 ) Vn(1), 


| tyrdte pnyr Cl， 
Etl=<] 


| Dp, Cd =e:: | C1 Hl:y "dt 
让] dc Ec 


<(2) 0) 
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由 此 可 如 


Him DnDdt =0, {] 
本 


ss 
为 了 煞 述 方便 ， 我 们 引入 这 样 的 记号 ， 
Bo= {rE R™ Ixl<p}, 
劣 照 引 理 2， 很 容易 证 明 下 而 的 引 香 ， 
强 理 4” 设 区 数 了 在 R" 的 任何 闭 球体 上 可 积 ， 并 设 
[fr MY 
我 们 构 作 这 样 一 个 (mm 元 函数 序列 
Frc) =f 


| rr 


fx +ty Do tydt 


| mn Da — Od 
是 


社 三 1,2. i 


如 果 f 在 闲 球 体 B8,,， 上 是 连续 的 中 二 候 ， 那 么 函数 序列 {fn Cx》} 
在 用 球体 B。 上 一 致 收 但 于 函数 f(x)、 

下 面 ， 我 们 陈述 并 证 明 关 于 吉 元 函数 的 维尔 斯 特 控 斯 冰 近 定 
理 、 

定 至 2 在 m 维 团 球 体 8。 上 连续 的 任何 函数 ， 可 以 在 这 闭 
球体 上 用 多 项 式 一 致 珊 近 。 

证 明 ”必要 时 件 适 当 的 比例 变换 ， 可 访 


Ps 


我 们 按 以 下 方式 扩 完 茵 数 了 的 定义 ， 规 定 
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7 (x), 如 果 Jxi 持 2， 
f Cx) = -于 I 2 
0 ， 如 果 |z1 > 于。 


这 样 扩充 的 函数 在 及 ”上 连续 并 且 有 界 。 以 下 ， 为 了 书写 简便 ， 
约定 把 这 扩充 了 的 函数 了 (Xx) 仍然 记 为 1 (x)，。 
我 们 构 作 Cm 元 函数 序列 


fa = | DD ra 
-| f(D Dalu ~ #) dus 
上 ui 芭 1 


下 之 | 呈 


根据 引 理 4， 这 娘 数 序列 在 闭 球 体 8B。 上 一 致 地 收 锅 于 了 (x)。 很 
容易 看 出 ， 这 函数 序列 的 每 一 项 六 (2 者 是 本 元 多 项 式 。 [0 
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后 志 


邢 师 总 想 多 写 点 、 多 讲 点 ， 但 受 时 间 限 制 ， 免 不 了 要 忍痛 制 
爱 ， 用 三 学 期 时 间 教 这 三 册 书 ， 当 然 是 紧 一 虚 ， 书 中 忆 经 有 一 部 
分 材料 列 入 了 附录 。 实 际 讲课 时 还 可 以 根据 实际 情况 作 更 多 的 斌 
裁 省 覆 。 例 如 ， 书 中 介绍 重 积分 的 变 元 趟 换 公 式 时 ， 上 先 盆 述 定 
理 ， 搂 着 用 一 大 堆 例 题 帮 助 学 生 掌握 运用 ， 最 后 才 是 定理 的 证 
明 。 和 如 芭 时 间 不 够 ， 就 可 以 把 最 后 的 证 明 路 去 不 讲 (好 的 学 生 自 
己 会 去 看 的 ) 。 

微 积分 的 创立 是 人 类 思想 史上 光 浆 灿 烂 的 成 就 。 为 了 让 学 生 
在 学 习 过 程 中 就 能 感受 到 这 一 点 ， 就 必须 讲 一 些 重 要 的 应 用 。 记 
得 自己 当 学 生 的 时 候 ， 就 曾 产 生 过 这 样 的 疑惑 ， 花 费 这 么 多 的 时 
间 和 精力 学 投 积 分 ， 学 完 之 后 究竟 能 做 哪些 事 ? 好 和 象 除 了 求 极 
值 、 求 面积 体积 而 外 ， 就 什么 也 不 会 了 。 牧 者 写 这 赛 书 ， 就 是 想 
或 多 或 少 改变 一 下 这 种 状况 。 书 中 有 些 内 容 在 后 继 课程 中 还 杰 深 
入 讨论 ， 讲 的 时 候 当然 可 以 简 路 一 些 ， 

从 编写 教学 改革 实验 讲义 到 整理 改写 成 书 ， 前 后 花费 了 五 年 
最 宝贵 的 时 间 ， 笔 着 做 这 作 事 可 以 说 是 “ 知 共 不 可 为 而 为 之 ”。 
明知 是 “上 吃力 不 讨好 >， 却 硬 关 头皮 做 了 ,也 许 是 因为 想起 了 自己 
的 学 上 生 时 代 。 每 当 学 到 某 处 ， 因 为 教材 上 说 得 不 清楚 ， 害 得 学 生 
痊 费 很 多 时 间 最 后 首 乔 明白 “下 来 不 过 如 此 ”的 时 候 ， 总 是 希望 
有 一 本 更 可 心 的 蔬 。 当 了 教师 之 后 才 知 道 ， 去 想 把 书写 得 清楚 朋 
白 ， 绝 对 不 是 一 件 容 易 的 事情 。 有 时候 费 了 半天 口音， 本 想 把 事 
情 说 得 更 清楚 一 点 ， 反 而 更 让 人 糊 诊 了 。 号 这 书 已 经 费 了 这 勾 多 
事 ， 究 竟 效 果 如 何 ， 也 只 能 留 给 学 年 们 与 孝 师 们 基 评 论 了 。《 红 
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楼 梦 》 作 者 的 诗句 道 出 了 每 一 位 用 心血 写 书 的 人 的 感慨 :* 都 去 作 
者 痴 ， 谁 解 其 中 味 "1 2 

写 书 总 有 许多 龙 异 麻 弓 别人 了 在 本 书 第 一 般 前 言 中 提 到 
的 那些 领导 和 局 入 而 外 ， 笔 次 还 应 本 书 责任 编辑 刘 筋 同志 表 
示 特 别 的 感谢 . 的 座席 光 注 必 和 工 作 黎 于 才能 得 本 书 但 以 时 
与 读者 见面 。 ，:: ~ 

还 有 一 一 体 事 俺 成 了 床 书 第 所 册 剑 印 前 最 司 后 一 次 重大 的 改动 ， 
为 此 笔者 应 感谢 自己 的 间 尝 玉树 情 七 。 他 在 北京 大 学 完成 博 - 后 
阶段 的 研究 工作 之 后 到 清华 大 学 任教 我 们 曾经 有 几 次 长 谈 ， 讨 
论 微 积分 的 教学 问题 。 有 一 次 谈 到 空间 区 域 中 曲线 积分 与 路 径 无 
其 的 条 件 。 传 统 的 教材 在 这 里 引入 了 “曲面 单 连通 ”的 概念 。 这 
种 单 连通 性 要 求 区 域 中 任何 一 条 分 段 连续 可 微 的 简单 闭 晶 线 都 能 
作为 基 一 块 分 片 爱 续 可 微 的 可 定向 曲面 的 边界 。 王 锋 尖 锐 地 批评 
道 ;“ 学 生根 本 不 可 能 检验 一 个 区 战 尽 否 曲 面 单 连通 的 ， 他 们 做 题 
了 时 唯一 的 办 法 就 是 根本 不 验证 条 件 。” 传 统 教材 引入 “曲面 单 韦 
通 ” 这 一 概念 是 因为 讨论 中 要 用 到 斯 托 克 斯 公式 .为 了 可 用 公式 
就 加 上 公式 所 要 求 的 条 件 ， 根 本 没有 考 典 学生 获 题 时 怎样 去 检验 
这 条 件 。 任 演 的 一 条 分 眉 连 线 可 微 的 “简单 ” 闭 曲 线 ， 其 形状 可 
以 是 千奇百怪 的 ， 在 空间 中 甚至 可 以 打出 各 种 漂亮 而 复杂 的 纽 结 
来 (这样 的 纽 结 可 以 有 无 穷 多 种 不 同 的 类 型 )。 兽 对 如 此 复 淋 的 
情形 ， 学 生 又 怎样 去 判定 是 否 任何 一 条 这 样 的 曲线 都 可 作为 某 关 
曲面 前 边界 呢 ? 作为 基础 课 ， 虽 然 不 可 能 处 处 作出 很 严密 的 论 
证 ， 但 至 少 要 有 一 个 形象 直观 的 判别 办 甘 ， 或 者 告诉 学 生 一 个 能 
据 以 判定 的 准则 。 出 于 以 上 这 些 考虑 ， 笔 岩 对 传统 教材 英 于 这 问 
题 的 讲法 作 了 根本 性 的 更 改 ， 获 请 读者 予以 指正 。 


笔 者 
i990 年 岁 来 ”于 北京 大 学 藤 秀 辐 
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